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SOMMAIRE

L’objectif poursuivi dans ce mémoire est de présenter une méthode d’analyse de données
multidimensionnelles développée en s’inspirant de la méthode d’analyse factorielle
d’opérateurs et qui en constitue une extension. On notera que cette méthode d’analyse ne se
veut en aucun cas étre une méthode alternative 3 STATIS mais plutét une méthode
complémentaire a cette derniére permettant d’accroitre la quantité d’informations qu’il est

possible d’extraire d’un ensemble de données multidimensionnelles.

Afin d’effectuer une présentation adéquate de cette méthode, trois chapitres seront nécessaires.
Le premier chapitre présentera I’ensemble des outils mathématiques qui se trouvent a la base
de I’analyse factorielle d’opérateurs. Nous y passerons en revue certains résultats sur les
espaces de Hilbert, les opérateurs linéaires, le produit scalaire entre opérateurs pour finalement
terminer avec la présentation des principaux opérateurs de I’analyse des données. Les concepts
de base ayant été définis, le second chapitre abordera I’ensemble de la théorie entourant
I'analyse factorielle d’opérateurs. Nous y décrirons les différentes phases de I’analyse
complete d’une série de tableaux de données portant sur les mémes individus ou les mémes
variables (interstructure, intrastructure et trajectoires) pour ensuite enchainer avec une
présentation détaillée du prolongement de I’analyse factorielle d’opérateurs que nous
proposons. Enfin, puisqu’aprés les deux premiers chapitres nous aurons exposé
essentiellement la théorie, nous terminerons ce mémoire avec un chapitre ayant un caractére
beaucoup plus concret. Ainsi, le troisiéme chapitre sera consacré a la présentation de deux
études de cas concernant I’évolution économique mondiale des trois derniéres décennies. Cette
étude nous permettra alors de mettre en application I’analyse factorielle d’opérateurs et

I’extension de I’analyse factorielle d’opérateurs que nous proposons.
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INTRODUCTION

Depuis une trentaine d’années, les méthodes d’analyse de données multidimensionnelles ont
largement démontré leur efficacité dans I’étude de grandes masses complexes d’information.
Elles permettent d’obtenir des représentations graphiques qui constituent le meilleur résumé
possible de I’'information contenue dans de grands tableaux de données. Pour cela, le
statisticien consent a une "perte” d’information afin de gagner en lisibilité. De données trop
nombreuses pour étre appréhendées directement, ces méthodes extraient les tendances les plus
marquantes, les hiérarchisent, et éliminent les effets marginaux ou ponctuels qui perturbent la

perception globale des faits.

Contrairement a une idée trés répandue, les méthodes d’analyse des données ont été élaborées
depuis fort longtemps. En fait, Karl Pearson, dans son article On lines and planes of closest fit
to systems of points in space paru en 1901 dans le Philosophical Magazine, et Charles
Spearman, dans son article General intelligence, objectively determined and measured paru en
1904 dans I’American Journal of Psychology, ont été les premiers a introduire les méthodes

statistiques que I’on a réunies aujourd’hui sous I’appellation commune d’analyse factorielle.

Dans les années 1930, H. Hotelling en développant les travaux de K. Pearson a posé les
premiers fondements de I’analyse en composantes principales dans son article Analysis of a
complex of statistical variables into principal components paru en 1933 dans Journal of
Educational Psychology. Par ailleurs, pour faire suite a I’article de S. Spearman, H. Hotelling
développa dans son article Relations between two set of variates paru en 1936 dans
Biometrika, les fondements d’une méthode qui englobera par la suite la plupart des méthodes
d’analyse de données et qui en plus sera reconnue pour son intérét théorique essentiel

I’analyse canonique.



Les années qui ont suivi ont été des années de perfectionnement et d’enrichissement des
méthodes de diverses variantes tout en restant inabordables pour les praticiens a cause des

nombreux calculs qu’elles nécessitaient.

L’apparition et surtout le développement des ordinateurs dans les années 1960 ont permis la
vulgarisation et I’accessibilité des techniques d’analyse de données multidimensionnelles dans
le traitement de grandes masses complexes d’information provenant de n’importe quel
domaine. Le début d’une ére nouvelle en statistique venait d’étre lancé. Depuis, ces méthodes
n’ont cessé d’évoluer et le chercheur ou le praticien a augmenté sans arrét I’arsenal de
méthodes et de programmes lui permettant d’analyser d’importants volumes de données qui le

laissaient jadis désarmé.

Notons cependant que ces techniques d’analyse des données ne permettaient de ne traiter
qu’un seul tableau de mesure, de contingence ou de similarité a la fois. C’est vers les années
soixante-dix et quatre-vingt qu’apparurent de nouvelles techniques permettant d’analyser

conjointement plusieurs tableaux du méme type.

C’est ainsi qu’a été introduite la double analyse en composantes principales en 1975 par J.M.
Bouroche dans sa thése qui s’intitulait Analyse des données ternaires : la double analyse en
composantes principales. Par la suite, une seconde méthode surnommée STATIS a été
introduite par Y. Escoufier et H. L’Hermier des Plantes en 1976. Elle a été exposée dans la
thése de H. L’Hermier des Plantes Structuration des tableaux a trois indices de la statistique.
Cette méthode est aujourd’hui développée en détail dans le volume de C. Lavit Analyse
conjointe de tableaux quantitatifs paru en 1988. Finalement, on ne peut passer sous silence
I’analyse factorielle muitiple introduite en 1982 par B. Escofier et J. Pages et dont on peut
obtenir une excellente description dans leur volume Analyses factorielles simples et multiples :

objectifs, méthodes et interprétation paru en 1988.

Notons enfin qu’il existe d’autres méthodes d’analyse conjointe de plusieurs tableaux de

données. Ainst, les statisticiens anglo-saxons en ont développé plusieurs basées sur I’existence
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d’un modeéle sous-jacent aux tableaux de données. Parmi les plus connues, on retrouve
INDSCAL, IDIOSCAL et PARAFAC. Pour un recensement complet des modéles existant, le
lecteur peut consulter Three-mode principal component analysis écrit par P.M.

KROONENBERG [9].

Maintenant que nous avons effectué un survol historique de I'analyse des données
multidimensionnelles, notre attention se portera plus particulicrement sur la méthode
d’analyse conjointe de tableaux quantitatifs introduite par Y. ESCOUFIER et H. L’HERMIER
DES PLANTES et développée par C. LAVIT ([11] et [12]). En fait, I’objectif de ce mémoire
est de présenter une nouvelle méthode statistique que nous avons développée a la suite d’une
idée qui nous est venue a 1’esprit en examinant la conception de la méthode STATIS. Cette
nouvelle technique, que nous avons nommée "Extension de I’analyse factorielle d’opérateurs”,
se veut étre une méthode complémentaire a la méthode STATIS. L'’utilisation de cette
nouvelle méthode nous permettra alors de découvrir de nouvelles facettes a I’ensemble de

données considéré.

Afin de rendre la présentation de cette méthode plus accessible, nous allons consacrer le
premier chapitre de ce mémoire a la présentation des outils mathématiques qui se trouvent a la
base de I’analyse factorielle d’opérateurs. Ainsi, nous passerons en revue certains résultats sur
les espaces de Hilbert, les opérateurs linéaires et sur le produit scalaire entre opérateurs. Nous
terminerons ce premier chapitre en présentant les principaux opérateurs de ’analyse des

données.

Les concepts de base étant définis, nous présenterons dans la premiére partic du second
chapitre toute la théorie entourant I’analyse factorielle d’opérateurs. Ceci nous ameénera alors a
décrire les différentes phases de I’analyse compléte d’une série de tableaux de données portant
sur les mémes individus ou les mémes variables : 1’analyse globale (interstructure), 1’analyse
détaillée des différents tableaux (intrastructure) et I’évolution des individus et des variables a
travers chacun des tableaux (trajectoire). Une fois cette premiére partie terminée, nous aurons

alors tous les outils nécessaires afin d’effectuer une présentation adéquate de 1’extension de

3



I’analyse factorielle d’opérateurs que nous proposons. Cette présentation se déroulera en deux
phases : la premiére phase nous permettra d’établir, sans trop de détails, le concept général de

la méthode tandis que dans la seconde nous aborderons I’aspect théorique nécessaire a la

formalisation de ce concept.

Finalement, puisqu’aprés les deux premiers chapitres nous aurons exposé essentiellement la
théortie, il nous a semblé indispensable de terminer ce mémoire dans un contexte plus concret.
Ainsi, nous consacrerons le dernier chapitre a la présentation de deux études de cas utilisant
I’analyse factorielle d’opérateurs et I’extension de I’analyse factorielle d’opérateurs. Ces
études de cas porteront sur I’analyse comparative de I’évolution économique, sur une période
de 26 années, de quarante pays a travers le monde représentant a eux seuls un peu plus des

quatre-cinquiémes de la production mondiale.



CHAPITRE 1

LES OPERATEURS DE L’ANALYSE DES DONNEES

La statistique est un domaine possédant une immense diversité. Ainsi, selon la problématique
a laquelle on désire s’attaquer, on privilégiera une partie de la statistique plutét qu’une autre.
C’est pour cette raison que la premiére étape a franchir est de cemer plus précisément la

méthode statistique appropriée a I’objectif poursuivi ainsi qu’aux données disponibles.

En ce qui nous concerne, nous nous intéressons a des données économiques échelonnées sur
plusicurs années. Il est alors judicieux d’opter pour les méthodes statistiques non-
paramétriques. Ce choix nous semble naturel dans la mesure o il est délicat de supposer une
quelconque loi régissant I’évolution des variables considérées. De plus, puisque nous
considérons un grand nombre d’individus (pays) et de variables, I’approche exploratoire de
I’analyse des données s’avére étre la plus appropriée. En effet, I’objectif principal de I’analyse
des données consiste a extraire, d’un ensemble souvent vaste d’observations et de variables, le
maximum d’information afin de représenter et d’interpréter les données dans les espaces

euclidiens de faibles dimensions.

Comme nous I’avons mentionné dans !’introduction, plusieurs techniques d’analyse de
données multidimensionnelles ont été introduites a travers le temps. On n’a qu’a penser a
I’analyse canonique, I’analyse en composantes principales, I’analyse des correspondances ou
encore |'analyse discriminante. Notons que, par la suite, nous supposerons ces méthodes
connues puisque notre objectif est d’approfondir une méthode d’analyse factorielle

d’opérateurs qui est une extension de ces derniéres.

Pour ce faire, nous nous devons de consacrer ce premier chapitre a la présentation des outils

mathématiques qui se retrouvent a la base de I’analyse factorielle d’opérateurs. Ainsi, nous
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débuterons ce dernier en définissant les notions d’espace de Hilbert, d’opérateurs linéaires et
de produit scalaire entre opérateurs. Une section sera consacrée aux opérateurs de projection
avant de mettre un terme a ce chapitre en développant les principaux opérateurs associés a

chacune des méthodes classiques de 1’analyse des données multidimensionnelles.
1.1 Espaces de Hilbert

Cette section est consacrée a I’introduction de la notion d’espace de Hilbert en se limitant
essentiellement a I’énoncé des propriétés des applications lin€aires entre ces espaces qui seront
utiles par la suite. Certains auteurs préférent débuter avec la présentation des espaces
euclidiens puisque dans la pratique les données sont toujours de dimension finie, mais ce
choix demeure arbitraire lorsque 1’on observe que tout espace euclidien est en fait un espace

de Hilbert de dimension finie.

Soit E un espace vectoriel quelconque défini sur le corps des complexes 3< On appelle alors
produit scalaire défini sur EXE une forme hermitienne définie positive que I’on note de ’'une

des fagons suivantes :

V(x,y) e ExE (x,y) ou x-y

En d’autres termes un produit scalaire est une application n= de EXE dans 3<qui fait

correspondre au couple (x,y) de EXE le nombre (x, y)” tel que Vx,yeE etAe3<ona:

(x’ y )x = (—y’_x—)x symétrie

ot (y,x) représente le conjugué de (x,y)_

(Axy), = Axy),

linéarité en x et donc en y par symétrie
(x+2z,y)_=(xy)_+(z.5),

} définie positive



Deux vecteurs x ety de E sont dits n-orthogonaux si leur produit scalaire est nul : (x,y)_=0.

Cette définition de I’orthogonalité nous permettra alors d’établir la notion d’indépendance

linéaire entre vecteurs.

On appelle norme induite par le produit scalaire = 'application || - || de E dans " qui associe a
tout vecteur x de E le nombre réel || x|>= (x, x)”. L’application || - || est effectivement une
norme puisqu’elle satisfait les propriétés suivantes :

I, =0

"x",r =0 = x=0

Jaxl, = W, viex

[+l < .+,

On dit qu’un espace vectoriel normé E est complet si toute suite de Cauchy dans E converge
vers un élément xeE. Ainsi, un espace vectoriel normé complet E dont la norme est déduite
d’un produit scalaire est appelé un espace de Hilbert (ou un espace préhilbertien complet). On
dit de plus qu’il est séparable s’il admet un sous-ensemble dénombrable dense dans E. Ce que

nous supposerons par la suite.

Par ailleurs, un ensemble fini ou dénombrable de vecteur (e, €, ... ) d’un espace de Hilbert E
dans lequel deux vecteurs quelconques sont n-orthogonaux ((e,.,e ,.>’r =0 Vi=#j)est appelé

un systéme n-orthogonal. Si de plus chaque vecteur du systéme est de norme unité, on dit alors

que le systeme est n-orthonormé.

Soient (ey, €, ..., €;) n vecteurs n-orthogonaux deux a deux formant une base de E (E de
dimension finie), alors cette base est dite n-orthogonale. Si, de plus, chaque vecteur e; est de

norme 1, la base (e, ey, ..., ey) est dite n-orthonormée. Tout espace de Hilbert de dimension



finie posséde une base orthonormée et par rapport a cette base, tout vecteur x s’écrit sous la

forme suivante :

Voici maintenant quelques identités bien connues qui s’avéreront trés utiles dans la suite de

cet exposé. Soient x et y deux éléments d’un espace de Hilbert E,on a :

Inégalité de Cauchy-Schwarz

[(x2)] = A,

Inégalité du triangle (ou théoréme de Minkowski)

e+l < I+,

Théoréme de Pythagore

i

2
.+

[

xety sont m-—orthogonaux < "x + )’",2,

Inégalité de Bessel

Soit x un vecteur de 1’espace de Hilbert E de dimension finie ou infinie. Les composantes
(x, e,.)’r de x sur un systéme orthonormé S de k vecteurs (e, €y, ..., ), k inférieur ou égal i la

dimension de E, vérifient I’'inégalité suivante :

ik“’i’ei)x

i=]

: S"x

d
L

Identité de Parseval

Soit (ey, €3, ..., €,) une base orthonormée de E de dimension finie n, alors pour tout x et y

appartenant a Eona:

(£3), = XineXre)

i=l



Les démonstrations de ces résultats se trouvent dans de nombreux ouvrages dont ceux de

HALMOS [7] et RIESZ [14].

A tout espace vectoriel E muni d’un produit scalaire ® on peut associer un espace vectoriel
dual E’ qui est I’ensemblie des applications linéaires de E dans B, appelées formes linéaires
définies sur E : E' = 2(E, ). On note (x,u) g la valeur de la forme linéaire u de E" appliquée
au vecteur x de E. D’autre part, on sait que lorsque E est de dimension finie, E* a la méme
dimension que E. Ainsi, a toute base (e, €, ..., &) de E on peut associer une base
(e,' 1€ 5ee0r €, ) de E’, appelée base duale de (ey, €, ..., €,), de la maniére suivante :

Vi=12,..,n . 1 si i=)
i ona (e,.,ej>=§,.j = )
Vi=12,.,n 0 sinon

Puisque E est un espace de Hilbert, le produit scalaire # permet de définir un isomorphisme
canonique entre E et son dual E. En effet, il suffit d’associer au produit scalaire =
I’application linéaire m, qui fait correspondre a un vecteur quelconque y de E le scalaire ntu(y)
défini par :

VyeE x,(y)=(uy),

On montre alors que 7, est un isomorphisme de E sur E".

Dans la suite de cet exposé on portera notre attention plus particuliérement sur 1’espace de
Hilbert L3(Q,t,1) ol Q désigne un ensemble quelconque, T une c-algébre de parties de Q et p
une mesure de probabilité sur . LZ(Q,r,p) est en fait I’espace des fonctions complexes

mesurables f sur Q, p-égales presque partout et de carré intégrable (c’est-a-dire
L| f (a))[zd_u(a)) <+w). L’espace L*(Q,t,1) est ainsi I’espace des classes d’équivalence pour

la relation "égalité p-presque partout” (c’est-a-dire qu’une fonction f est égale a une fonction g

en tous points excepté sur un ensemble de p-mesure nulle). Afin de simplifier la notation on



utilisera L*(Q) pour représenter L%(©,1,p). Finalement, on munira L2(2) d’un produit scalaire,
a valeur dans le corps 3<des nombres complexes, que I’on définit par :

Vxe [1(Q)

(x.y)= [ x(@)y(@Mu@) vy e )

ot y(w) représente le conjugué de y(w).
1.2 Opérateurs linéaires sur les espaces de Hilbert

La section précédente nous a permis d’introduire la notion d’espace de Hilbert. Nous
présentons maintenant ’'un des principaux outils utilisé dans ce mémoire : les opérateurs
linéaires. ( En effet, tout au long de ce texte nous utiliserons ’appellation d’opérateur pour
définir certains objets.) Ainsi, afin de familiariser le lecteur a cette notion, nous allons
consacrer une premiére sous-section a la définition d’un opérateur ainsi qu’aux propriétés
générales qui en découlent. Les sous-sections présenteront la théorie concernant les valeurs
propres, les vecteurs propres, les sous-espaces propres, le spectre d’un opérateur et finalement,

la théorie entourant les opérateurs d’Hilbert-Schmidt.
1.2.1 Définition d’un opérateur et propriétés générales

Cette section a pour objectif la définition des principaux types d’opérateurs utilisés dans ce

mémoire ainsi que I’énoncé des différents théorémes et propriétés rattachés a chacun d’eux.

Définition 1.1 (Opérateur)
Soient E et F deux espaces de Hilbert. On dit que I’application T est un opérateur de E dans F
si T est une application linéaire et continue de E dans F. De plus, on définit la norme de

’opérateur T de la fagon suivante :

|71 =sup|T )
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Dans la suite de ce mémoire on notera £(E) I’ensemble des opérateurs définis sur I’espace de

Hilbert E dans lui-méme.

Théoreme 1.1

Soient E un espace de Hilbert et deux opérateurs S et T de £(E). Si pour tout vecteur x et pour
tout nombre complexe a on pose (aT)(x)= aT(x), (S+T)(x)=S(x)+T(x) et (Sol)(x)=S(T(x)),
alors aT, S+T et ST sont des opérateurs de £(E) tels que

o7 = le|T

s+l <ls]+|r

s o7l <] - |71

Le lecteur pourra se référer 8 SCHWARTZ [16] pour la démonstration de ces résultats.

Définition 1.2 (Opérateur adjoint)
Soit T un opérateur d’un espace de Hilbert E de dimension finie dans lui-méme. Un opérateur
T satisfaisant :

(u,T(v))=<T'(u),v> YueE et VveE

est dit adjoint de T.

Le théoréme qui suit prend alors tout son sens en assurant I’existence d’un T* unique.
Théoreme 1.2

Si T est un opérateur d’un espace de Hilbert E de dimension finie dans lui-méme, alors il

existe un unique opérateur adjoint T" défini sur E.

Le lecteur peut consulter D.P. LACHAT [10] pour la démonstration de ce théoréme.
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Puisque la notion d’opérateur adjoint conduit a celle d’opérateur symétrique (il fera I’objet de
notre prochaine définition) et qu’elle est utilisée pour définir un produit scalaire sur X(E), on

énoncera, sans démonstration, quelques propriétés concernant les opérateurs adjoints.

Considérons deux opérateurs dans un espace de Hilbert E de dimension finie ainsi qu’un
scalaire a.. On obtient alors les propriétés suivantes :

a) (S+T) =8 +T

b) (@T) =aT"~ VaeX

c) (SoT) =T oS’

d) (T") =T

Definition 1.3 (Opérateur symétrique)

Soit T un opérateur défini sur un espace de Hilbert E de dimension finie. On dit que T est un

opérateur auto-adjoint ou symétrique dans le cas réel lorsque : T=T"

Définition 1.4 (Opérateur inversible)

Soit T un opérateur défini sur un espace de Hilbert E de dimension finie. On dit que T est un
opérateur inversible s’il existe un opérateur S (aussi noté T™') de £(E) tel que :

ToS=SoT=1

Définition 1.5 (Opérateur orthogonal)

Soit T un opérateur défini sur un espace de Hilbert E de dimension finie. On dit que T est un

opérateur orthogonal lorsque :

(T(u),T(v)) = (u,v) VueE et VveE

Autrement dit, un opérateur orthogonal conserve le produit scalaire. De fagon équivalente, on

dit que T est un opérateur orthogonal lorsque : Tr'=r"

12



Théoréme 1.3
Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un opérateur soit orthogonal est que les images

des vecteurs d’une base orthonormée de E constituent une base orthonormée de E.

Démonstration :

La condition est évidemment nécessaire.

Si (u) j=1,2,....p est une base orthonormée, (T(w;)) j=1,2,...,p I’est également puisque
Vi=1.22,....petVj=1,2,....pona:

(T(u,),T(,))=(u,.u,) =3,

Réciproquement, soient u et v deux vecteursde E. On a :

=£a1u1 et v=iﬂ,ul

1=l =1

ou (1) j=12,...p et (T(u)) j=1,2,....p sont des bases orthonormées.

Alors on peut écrire

(T@), T(v)) = Za B, =(u.v)

=l

Donc I’opérateur T est orthogonal.
O

Notons par ailleurs qu’un opérateur T orthogonal posséde la propriété de préserver les

longueurs et les angles, c’est-a-dire :
[T = veeE

et

cos(T(x) T() = oM TOD__ oo,
N EeTE]

13



Définition 1.6 (opérateur positif)
Soit T un opérateur défini sur un espace de Hilbert E de dimension finie. On dit que T est un

opérateur positif lorsque :  (T(u)u)>0 VueE
1.2.2 Valeurs propres, vecteurs propres et sous-espaces propres.

Définition 1.7
Soit T un opérateur d’un espace de Hilbert dans lui-méme (c’est-a-dire Te £(E)). On dit que
Ae3est une valeur propre de T s’il existe un vecteur non nul ueE, appelé vecteur propre

associé a la valeur propre A, tel que T(u)=Au.

Théoreme 1.4
Un opérateur symétrique défini sur un espace euclidien de dimension finie p posséde p valeurs
propres réelles qui peuvent étre distinctes ou non et p vecteurs propres orthogonaux deux a

deux.
Le lecteur trouvera une démonstration de ce théoréme dans M. QUEYSANNE [13].

Définition 1.8
L’ensemble des vecteurs propres associés a la méme valeur propre A, forme un sous-espace

vectoriel de E, appelé sous-espace propre, que I’on note de la fagon suivante :
E,(T) = ker(T - Af) = {x € E[T(x) = Ax}
ou ker(T-AlI) représente le noyau de T-AI

Voici maintenant les énoncés de quelques propriétés d’un opérateur Te £(E) concernant les

valeurs propres, vecteurs propres et sous-espaces propres qui en découlent.

14



Les valeurs propres d’un opérateur T sont les racines du polyndome caractéristique
Pr(A)=det(T-Al).

Deux vecteurs propres associés a deux valeurs propres distinctes d’un opérateur T sont
linéairement indépendants. De plus, deux vecteurs propres indépendants peuvent étre
associés a la méme valeur propre multiple.

Les valeurs propres d’un opérateur orthogonal sont nécessairement égales 3 + 1.

Les valeurs propres d’un opérateur symétrique positif sont toutes positives ou nulles.

Soit T un opérateur auto-adjoint ou symétrique dans le cas réel, alors les valeurs propres

sont toutes réelles.

Si on consideére un opérateur T auto-adjoint ou orthogonal ainsi que deux vecteurs propres
u,uz associés a deux valeurs propres A,A; distinctes, alors les vecteurs propres u; et u; sont
orthogonaux.

Soit une suite de p sous-espaces propres E, ,E, ,...E 2, associés a p valeurs propres non

nulles distinctes AiAz,....Ap, alors les sous-espaces propres E,,.E, ,...E ;, sont

orthogonaux et la somme des dimensions de ces sous-espaces propres est égale a la

dimension de E.

Un opérateur auto-adjoint est diagonalisable, c’est-a-dire qu’il existe une base orthonormée

de vecteurs propres.

1.2.3 Spectre d’un opérateur

Définition 1.9

Soit T un opérateur auto-adjoint défini sur un espace de Hilbert E. On appelle spectre de T

noté T) ou S;(T), ’ensemble des valeurs A telles que T-AI ne soit pas inversible.
p q

On note que, dans le cas fini, le spectre n’est autre que I’ensemble des valeurs propres. Par

contre, dans le cas infini, il se peut que le spectre contienne des éléments autre que les valeurs

propres.
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1.2.4 Opérateur de Hilbert-Schmidt

Théoréme 1.6

Soit T un opérateur d’un espace de Hilbert E de dimension finie dans lui-méme (c’est-a-dire
Te 2(E)) et soit (€1,€2,...,€p) une base orthonormée de E. La quantité suivante :
2I7e)f

est alors indépendante de la base orthonormée choisie et ne dépend que de T.

Démonstration :
Soit (g, €,,...,€p) une autre base hilbertienne.
En vertu de I’égalité de Parseval il vient :

Siree)r -5 Sfrede )

=] 1=l \ =l

-3 (Sl )

=l

o

=2”T*(51 1|2 V(e, )r=l.2 ..... p et V(gf )1=" I

= s uens

Ainsi le théoréme est vérifié puisque cette égalité ne dépend pas des bases choisies.
O

Un opérateur T est dit de Hilbert-Schmidt si Y |T(e,)|* <. On appelle alors norme de

1€l

Hilbert-Schmidt de T, que I’on désigne par | - |, . I’expression :

(e

1!

Les opérateurs de Hilbert-Schmidt de E dans lui-méme, que 1’on note L,(E), forment ainsi un
espace vectoriel normé complet. Autrement dit, un espace de Banach. Le lecteur peut trouver
la démonstration de ce dernier résultat dans SCHWARTZ [13].
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1.3 Produit scalaire entre opérateurs

L’objectif de cette section est de définir le produit scalaire de Hilbert-Schmidt entre opérateurs
ainsi que les propriétés qui en découlent. On présentera d’abord la notion de trace d’un
opérateur ainsi que certaines de ses propriétés. Par la suite on introduira la notion de produit
scalaire défini sur I’espace des opérateurs symétriques. Cet intérét vient du fait que ce produit

scalaire est a I’origine de la plupart des méthodes d’analyse d’opérateurs.
1.3.1 Trace d’un opérateur

Définition 1.10

Considérons un opérateur TeX(E). Soit (eey,....¢;) une base de E et désignons par
(e,' ,e;,...,e;) la base duale correspondante dans E*. La trace de I’opérateur T est, par

définition, le nombre suivant :

xr(r)=g<r(ef1e; )

La trace de 'opérateur ne dépend pas de la base dans laquelle les vecteurs sont représentés.

En effet, soient (e, ,ez,...,ep) et (e,,ez,..., ep) deux bases quelconques de E. Ona:

tr(T) = Z(T (e,.),e,.' )

Efglo)<)
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Voici maintenant quelques propriétés élémentaires de la trace énoncées sans démonstration.

Soient S et T deux opérateurs de £(E) et A un scalaire quelconque.
o tr(S+T)=tr(S)+tr(T)
o tr(AT)=A1tr(T)
o r(D=tr('T)

SiSe £(E,F)etsi Te £(F,E) alors SoT € ¥(F,F)et ToS € £(E,E)etona
« tr(SoT)=tr (ToS)

Le lecteur peut consulter C. LAVIT [11] pour la démonstration de ces propriétés.
1.3.2 Produit scalaire de Hilbert-Schmidt

Définition 1.11

Soient S et T deux opérateurs définis sur un espace de Hilbert de dimension p et soit
(e/.€2,....e5) une base orthonormée quelconque. Le produit scalaire de Hilbert-Schmidt entre S
et T est défini par I’expression suivante :

(7). =2 (sle;)7le;)

j=l

En utilisant les propriétés des opérateurs adjoints on peut réécrire le produit scalaire de

Hilbert-Schmidt de la fagon suivante :

(8.T),5 =3 (e, (8" oT)ee)

j=l

=T 0S)ee,) e,

j=l
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Le coefficient ((T : OS)(ej), ej> représente la j° coordonnée de (T * oS)(ej) dans la base
(esez.....ep). Par définition, la somme de ces coefficients est la trace de " oS . Dans le cas ol

les opérateurs S et T sont symétriques, il est aisé de voir que I’expression de leur produit

scalaire n’est autre que la trace de T oS (ou de SoT ). D’ot1 I’énoncé suivant :

Théoréme 1.7
Considérons deux opérateurs S et T dans I’espace des opérateurs symétriques de E. Le produit

scalaire de Hilbert-Schmidt est alors égal a la trace du produit de composition :

(8,T), . =tr(SoT)=1r(T 0S)

On peut également exprimer le produit scalaire en fonction du spectre des opérateurs. En
effet, la considération des bases orthonormées de E (u,us,...,up) et (v,,vs,...,vp) constituées des
vecteurs propres de S et T associés aux valeurs propres (4;,43,....45) et (), f>..... 44) permet
d’écrire :

(S’ T>H.S. = i ili‘u* (ui’ Vi )2

j=l k=1
Par ailleurs, pour faire suite a la section 2.4 ainsi qu’au théoreme précédent, la norme de

Hilbert-Schmidt d’un opérateur symétrique est égale a :

2 b
HS. i 'lf
i=]

Enfin, la propriété suivante est particuliére aux opérateurs symétriques positifs.

I

Théoréme 1.8
Si S et T sont deux opérateurs symétriques positifs de E, alors leur produit scalaire est positif

ou nul.

Démonstration :

La démonstration est évidente lorsque 1’on considére I’expression du produit scalaire des

opérateurs S et T en fonction de leur spectre. Ainsion a :
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Etant donné que les valeurs propres 4 j=1,2,....p et 4 k=1,2,....p sont positives ou nulles, il

s’ensuit que le produit scalaire des opérateurs S et T est également positif ou nul.
a

En terminant, notons que I’on doit porter une attention particuliére au fait que la trace du
produit de composition ne définit le produit scalaire de Hilbert-Schmidt que dans |’espace des

opérateurs symétriques (ce qui est supposé dans le cadre de ce mémoire).

1.4 Les projecteurs

Nous consacrons cette quatriéme section a I’étude d’une classe particuliére d’opérateurs
symétriques : les projecteurs. L’importance des projecteurs vient du fait qu’ils sont trés
fréquemment utilisés en analyse des données. Ainsi, nous nous proposons dans cette section
d’établir leurs principales propriétés, d’exposer le théoréme de décomposition spectrale qui en
découle et de terminer avec la présentation de certains théorémes concernant la composition de

deux projecteurs.
1.4.1 Définitions et propriétés générales

Définition 1.12

Soit E un espace de Hilbert. On dit que P est un projecteur de £(E) si P est un opérateur
symétrique positif et idempotent (P’=P). Un projecteur est donc un opérateur de projection
orthogonale.

Considérons un espace E de dimension p ainsi qu’un projecteur P de rang r (dim (Im P) =r).
Dans ce cas un projecteur P posséde r valeurs propres égales a 1 et p - r valeurs propres égales

a 0. Ainsi,
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Yue ImP ona P(u)=u

Vve KerP ona P(v)=0
Donc Ker P = (Im P)* oi (Im P)* représente le sous-espace orthogonal a Im P. Cette derniére
propriété entraine évidemment que : E = Im P & Ker P. Puisqu’il n’existe pas d’autre valeur

propre, on en déduit que la norme de Hilbert-Schmidt du projecteur P est :

1A, =

1.4.2 Théoréme de décomposition spectrale d’un opérateur symétrique

Théoréme 1.5

Soit T un opérateur symétrique de E. Désignons par 4,24;>..24, ses valeurs propres
ordonnées (distinctes ou non) et soit (e, e;....e,) une base orthonormée de vecteurs propres
associés. Soit 4; 1a valeur propre associée a e; et soit P; le projecteur sur la droite vectorielle
engendrée par ei. Alors si p est le rang de I’opérateur T, ce dernier admet la décomposition
spectrale suivante :

Vxe E T=Zp:zl,.P,. ot P(x)={(x.e)e

=l
Démonstration :
Soit x un vecteur quelconque de E.

On peut décomposer ce vecteur dans la base (ey,¢€3,...,e,) afin d’obtenir :

7(x)= x{ S(ne )e,.]
3 (x.e)7le)

= i A{x.e)e;

puisque le nombre de valeurs propres non nulles est égal au rang de I’opérateur.
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Le vecteur (x, e,) e, étant I'image du vecteur x par P;, on en déduit la relation énoncée.

1.4.3 Composition de deux projecteurs

L’établissement de certains résultats concernant la composition de deux projecteurs nous
permettra par la suite de résoudre le probléme posé par I’analyse canonique ainsi que par les
méthodes qui en découlent: par exemple I’analyse des correspondances et I’analyse
discriminante. Considérons Py et Pg les projecteurs sur deux sous-espaces F et G ainsi que les

compositions de ces deux projecteurs : P. oF; et P; oP;.

Théoréme 1.10

Les vecteurs propres associés aux valeurs propres non nulles de P. oF, appartiennent a F et

la restriction de P oF,; aF est symétrique.

Démonstration :
Eneffetona:
e (P.0P;)(x)=Ax => xeF puisque A=0
o« VxeFetVyeF
((P- 0P; Xx),y) =(P;(x),P-(v))  puisqueP; estsymétrique
=(P;(x)y) puisquey € F
=(x,P;(y)) puisque P, est symétrique
=(P.(x), 2 (»)) puisquex € F
={x,(P- oP;Xy)) puisqueP; estsymétrique

La méme démonstration est valide pour I’opérateur P, oP,..
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Théoréme 1.11

Les valeurs propres non nulles de P- oP, et de P; oP. sont égales et les vecteurs propres

correspondants se déduisent |’un de I’autre par projection.

Démonstration :
Soient A#0 et x€eF tels que :
(P.oP, )x)= Ax
On en déduit que :
(P; 0P, 0P, )x) = AP, (x)

cest-a-dire (P, oP. YP;(x)) = AP, (x)

La valeur propre A étant non nulle, le vecteur Pg(x) est différent de 0 et c’est un vecteur propre

de P; oP associ€ a la valeur propre A.
a

1.5. Les principaux opérateurs de I’analyse des données

Les sections précédentes nous ont permis de définir les propriétés générales des espaces de
Hilbert et de développer une partie de la théorie concernant les opérateurs linéaires.
Cependant, tout ceci s’est fait sans pour autant établir un lien quelconque avec les analyses de
données multidimensionnelles. Aussi, I’objectif de cette cinquiéme et derniére section est de
montrer que chacune des méthodes d’analyse des données revient simplement a faire i’étude
d’opérateurs particuliers. Pour ce faire, nous effectuons un bref retour sur les différents

espaces de base mis en jeu en analyse des données.
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1.5.1 Les espaces de base de I’analyse des données

En analyse des données, on dispose en général de plusieurs mesures (quantitatives ou
qualitatives) sur une population "d’individus". Par exemple, supposons que I’on s’intéresse a
un échantillon de propriétaires d’automobiles. A chaque propriétaire on demande son age, son
sexe, sa catégorie socio-professionnelle (C.S.P.), son nombre d’enfants, etc. On a donc un
tableau de données avec, par exemple, en colonne les différentes variables mesurées (age,
sexe, C.S.P., nombre d’enfants, etc.) et en lignes les individus interrogés. A D’intersection

d’une ligne et d’une colonne, on a la valeur d’une caractéristique pour un individu.
gn que po

Soient x', ..., ¥, ..., X les variables mesurées sur une population de n individus. Un individu
i€{l,2, ...,n} a donné la réponse x; a la question (variable) x'. On dispose donc d’un tableau

de données composé de n lignes ou individus et p colonnes ou variables :

(' A x A X7

MO MN M
X.,=|x A x A x?
MN MO M

x, A x; K x|

1.5.1.1 Représentation des individus dans E°

On suppose que chaque individu i€ {1,2,...,n} est muni d’un poids p; > 0 et que Z p; =1.Par

i=l
exemple, si tous les individus ont le méme poids, on a p, =L Vie{l,2,.,n}. Chaque

individu est alors représenté, dans le cas ou les mesures sont quantitatives, par un vecteur de

EP que I’on note de la fagon suivante :
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On désigne par N le nuage de points de EP défini comme suit :

Nz{(xi’pi) I xiep’ pi>03 ip;:l, Vi=l,2,...,n}.

Suivant les méthodes, EP est muni d’un produit scalaire ©t associé a une quelconque matrice

symétrique définie positive A (A est la représentation matricielle de w). On note alors

(x,y)’r:'xAy Uxety e BP.

1.5.1.2 Représentation des variables dans 5° d

L’espace dual de EP, noté EP", est I’espace vectoriel des formes linéaires de EP dans E. On

munit B de la base (e,' 1€35-01€, ) duale de la base canonique (¢, , e, - ) de &P et puisque

ona

e;(x,.)=e;(ix:e,,)= $ xtel (o) = o/

k=l k=l

Ainsi, on peut identifier de fagon naturelle les variables (x ,xz,...,x”) a la base duale

. . L ; . . -
(e ,...,ep) dans la mesure ou x’(x,) = x/ [foek J = x/ est bien la valeur de la j° variable
k=1

sur le i° individu. Dans la suite de cet exposé, au lieu de (e,' 1€31enrE, ), on notera

(x',xz,...,x") la base de EP duale de (e,,ez,...,e,, )
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Par ailleurs, toute combinaison linéaire des variables est ainsi assimilée @ un élément

quelconque a de BP" défini par ia ;X . Ainsi, sur un individu x;&P, la variable a prend la
j=t

y.d 2
valeur a(x,)= (i ax’ ](x,.) =Y a,x'(x;)=Y a,x/, ce qui représente bien une combinaison
j=l Jj=! Jj=t

D
linéaire des variables initiales. Donc, toute nouvelle variable de la forme a = Zakx‘ sera
k=1

considérée comme un élément de EP". Enfin, le produit scalaire 7 permet de définir un
isomorphisme canonique (indépendant de toute base) entre E° et son dual EP". Pour ce faire on

définit, pour un vecteur u fixé, la forme linéaire 7, par :

Yvel?’ z,(v)=a(u,v)

Par la suite, on peut considérer 1’application 7# de EP dans EP" définie par :

VueBd” #u)=r,

Cette application, dont la matrice associée dans les bases canoniques de E° et E°" n’est autre
que A, est un isomorphisme entre EP et EP". De plus, 'introduction du produit scalaire 7
associé a la matrice A dans E° permet de munir naturellement 1’espace °° du produit scalaire

7 associé a la matrice A™.
1.5.1.3 Représentation des variables dans 5"
Considérons I’application linéaire de B”" dans E" associée a la matrice X :

Ejp. X E

En sachant que les (x',x%,...,x") constituent la base de EP" on obtient que :
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- -

0
rx,l A x{ A x,"- M rx{-

MO MN M|0 M
X/'=|x A x A xP|l|=slx|=8el"
N MO MjO M
x, A x K xI'|M |x}

0

ou 8 est le vecteur de E" associé a la j© variable et ol x est le vecteur des coordonnées de x’
dans la base (x',xz,...,x"). Autrement dit, la matrice des données X, fait correspondre aux
vecteurs de la base de B les p vecteurs &', £2,..., £P €@" représentant les variables dans B".

On peut alors munir E" du produit scalaire associé a la matrice D diagonale des poids des n

individus :
[ p, 0 A 0]
(0] O M
D=(0 D, 0
MO (0]
|0 A O P

Le choix de cette métrique, en dehors de la simplicité des calculs qu’elle engendre, permet de
donner dans E" un sens géométrique aux notions de variance, covariance et coefficient de
corrélation lorsque les variables sont centrées sur la population totale. Dans ces conditions on
obtient la représentation graphique suivante :

(E’]P',A'l) (E&",D)

328

Ay
\'4

Figure | : Relation entre les espaces &P et &"
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Ainsi, si Z p:x} =0 V¥j=12,.,p on vérifie aisément que la variance empirique de x! est

i=l

égale au carré de la norme de &eE":

varle')= 306} =&08 <[ [

Par ailleurs, le produit scalaire entre & et £ " est égal a la covariance empirique entre les

variables x' et x* sur la population :

Cov{x’, x* )= z:l: pxixi='¢'D§* = <§j’5k >o

Finalement, la corrélation entre X/ et x* est égale au cosinus entre & et £ eE":

Cov(x x) (‘fj >

= Cosl¢/, &%)
Vel )varlet) [Tl

ple’ x*)=

1.5.1.4 Schéma de dualité

D’aprés les sections précédentes, dans I’espace &P, un individu i est représenté par un vecteur
x; muni du poids p;. De plus, E° est muni d’un produit scalaire 7 associé a une matrice A
symétrique définie positive. D’autre part, dans I’espace EP", une variable x’ est assimilée a
une forme linéaire et les p variables (x',x?,...,xP) forment une base de E°°. On a aussi que E""
est muni du produit scalaire 7 associé a la matrice A”. La matrice A (respectivement A"
définit donc de maniére naturelle un isomorphisme de EP sur EP” (respectivement de B°" sur
EP). Alors :

P A 8"

{u a a=Au

et
{El N [

a a u=A'a
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On peut représenter cette relation par |’illustration suivante :

A

ol

a'=Au|

Figure 2 : Relation entre les espaces &P et 5P°

D’autre part, dans I’espace B" une variable est représentée par un vecteur & et E" est muni du
produit scalaire associé a la matrice diagonale des poids D. Comme on I’a défini dans la
section précédente, il existe une application linéaire de EP" dans " associée a la matrice de

données X p. Alors,

S ge— N
x.l o gl - /&J
a o a=Xa

L'illustration de cette relation entre les espaces BP" et E" est représentée dans la figure 1.

Par symétrie, on peut également définir ’espace E™ des formes linéaires sur E". On peut
alors montrer, de la méme fagon que précédemment, qu’il existe un isomorphisme entre E" et
E" associé a la matrice D. Ainsi, 4 une base D-orthonormée de E", correspond une base duale

D-orthonormée de B™.
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Par ailleurs, on peut finalement définir une application de B™ dans EP en faisant correspondre
a yeB™ le vecteur z =Xy €BP. Cette application fait correspondre aux vecteurs de base de

B™ les vecteurs (X1,X2,....xn)eEP, c’est-a-dire les n vecteurs de B associés aux n individus.

Enfin, on résume habituellement ces relations entre ces différents espaces a I’intérieur d’un

graphique appelé communément "schéma de dualité".

X
E&",A") > @"D)

A A

A A'=V='XDX D M=XA'X

\J Y

FP n® ryl
EINP = @D
Figure 3 : Schéma de dualité

Notons que ’on passe de BP a4 B par I’intermédiaire de la matrice A tandis que I’on passe
directement de EP* a EP par le produit de composition : V="XDX ou V représente la matrice de

variance-covariance empirique lorsque les variables sont centrées.

De méme on passe de E" 2 " par la matrice D tandis que 1’on passe directement de 8" 3 "
par le produit de composition : M=XA'X ou M représente la matrice des produits scalaires

entre les individus.
1.5.2 Les opérateurs de ’analyse en composantes principales

L’analyse en composantes principales est I’étude d’un vecteur aléatoire X centré et de carré
intégrable défini sur un espace probabilisé (Q,t,u). Ce vecteur est a valeurs dans un espace

euclidien E, de dimension p, que I’on identifiera a B muni d’un produit scalaire = et dont A
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représente la matrice associée par rapport a la base canonique. On peut caractériser ce vecteur
aléatoire par deux opérateurs: I'opérateur de covariance, défini sur EP et I’opérateur de
produit scalaire défini sur I’espace hilbertien des variables aléatoires réelles de carré intégrable

L2() que I’on a introduit au début de ce chapitre.
1.5.2.1 Opérateur de covariance

Définition 1.13

Soit u= '(u;, uy..., up) un vecteur de E=BP et soit X='(X|, Xa,..., X;) le vecteur aléatoire
considéré. On définit la variable aléatoire notée u- X par:

VoeQ (u-XXo)=u- X()=r{u,X())

Considérons I’application G de ExE dans E définie par :
Y(u,v)e ExE Glu,v)=E[u-X)(v- X)]

Puisque les variables aléatoires u-X et v-X sont centrées, G(u,v) est égal a leur covariance. De
plus, on vérifie facilement que G est une forme bilinéaire symétrique semi-définie positive.
On en déduit alors que I’application G, :

vveE G,(v) = Gu,v)

est une forme linéaire sur E. L’espace E et son dual étant isomorphes par 7 (voir section
1.5.1), on peut considérer 7' (G,),etl'ona:

wekE #7'(G,)v=G,(v)=Gu,v)
Au vecteur u de E on lui associe ainsi un autre vecteur de E donné par 7' (G,).

Définition 1.14

On appelle opérateur de covariance du vecteur aléatoire X I'opérateur I" défini sur E par :

VueE T(u)=%"(G,)
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Notons que I’opérateur de covariance posséde la propriété caractéristique suivante :

YucE et YveE T()-v=El@u- X)Xy X))
Il en résulte donc la propriété ci-dessous :
L’opérateur de covariance [" est symétrique semi-défini positif.

Il est maintenant intéressant d’utiliser cette propriété caractéristique afin d’associer a
I’opérateur de covariance I” une représentation matricielle. Soit A une matrice définissant
dans RP un produit scalaire A-symétrique et semi-défini positif ainsi que deux vecteurs u et v

de E. Il vient :
u-X ={u,X)="udX="XAu

et v-X = (v, X)=’vAX='XAv

Par ailleurs,
[(u)-v= E[(u-X)(v-X)]
= E['uAX 'X4v]
=‘udE[X'X] Av
= E[xx) Au-v
=VA@)-v od ¥V =E[x'x] estlamatricede variance - covariance

On en déduit alors que I’opérateur de covariance peut s’écrire sous la forme matricielle :

=VA.
1.5.2.2 Analyse en composantes principales et opérateurs de covariance

On se propose dans cette sous-section de montrer que 1’analyse en composantes principales

d’un vecteur centré X revient a I’étude des éléments propres de I’opérateur de covariance I
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L’analyse en composantes principales d’un vecteur centré X consiste a déterminer une suite de
variables aléatoires non corrélées deux a deux, combinaisons linéaires des variables aléatoires
initiales X; (donc de la forme u-X) et de variance maximale sous la contrainte [u]’ =1.

L’opérateur I" étant symétrique semi-défini positif, il existe une base orthonormée constituée
par les p vecteurs propres u;, uy,...u, associés aux valeurs propres 4, 4,...4,2 0. Ainsi, en

vertu du théoréme de décomposition spectrale il vient :

p
C=) 4,7, ol P, désigne I'opérateur de projection orthogonale sur ;.
=1

Chercher la premiére composante principale revient a déterminer le vecteur u tel que
[(u)u = E(u-X)° = Var(u-X) soit maximale. Soit 4 un vecteur unitaire de EP et soit u,, uy,...u,
la base orthonormée constituée des vecteurs propres de ' associés aux valeurs propres

Ai2A2.. 2/1,,.

U= gajui
r(u)=ga,.r(u,)=ga,z,uj
r(u).,,=(§aj,1ju,.].[§akuk):ia;z,

j=l Jj=l

Puisque u est unitaire, iaf. =1 et alors on obtient la majoration suivante :
=t

0<T(u) u =iaf.,lj <
j=l

L’égalité a A, ayant lieu pour u=u,, le vecteur unitaire u de EP qui maximise la variance de u-X
n’est autre que le vecteur propre u; de I’opérateur I" associé a la plus grande valeur propre 4,.
Le vecteur u; de E porte le nom de 1° axe principal d’inertie et c;=u;-X porte le nom de 1™

composante principale.
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Dans un second temps on cherche une nouvelle combinaison linéaire w-X des variables

X1,Xa,...,Xp non correlées a u; X (c’est-a-dire E[(«; - X)(u-X)]=0 et de variance maximale sous
. 2

la contrainte uf|” =1. Alors,

E[(ul-XXu-X)]=l"(u,)'u=2.,(u,-u) = u-u=0

Ainsi, la solution du probléme doit se chercher dans Ie sous-espace orthogonal a u;, que 1’on

note u;'.

On peut alors itérer le procédé en se plagant dans I’orthogonal de u, et uz, de u,, u; et u;, etc.
Il apparait que le vecteur cherché est a chaque fois le vecteur propre suivant et que la variance
de la composante principale est égale a la valeur propre correspondante. Le processus s’arréte
lorsque I’on découvre la premiere valeur propre nulle, les composantes principales étant alors

de variance nulle, donc constantes et égales a 0 puisque centrées avec probabilité 1.
On peut donc résumer cette méthode itérative a I’intérieur du théoréme qui suit :

Théoréme 1.12

Les composantes principales d’un vecteur aléatoire centré X= ‘(X;,Xa,...,Xp) sont égales aux
variables aléatoires C,=u,-X 3=1,2,...,p oll les vecteurs u,, appelés vecteurs principaux, sont
les vecteurs propres unitaires de 1’opérateur de covariance I' de X associés a la ) valeur

propre A, non nulle (A;2A;2...2A;). De plus, la composante principale C, est de variance A,

=1,2,....p.
1.5.2.3 Opérateur de produit scalaire

Comme on I’a mentionné au début de cette sous-section concernant 1’analyse en composantes

principales, deux types d’opérateurs peuvent étre utilisés afin de caractériser un vecteur
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aléatoire X. Le premier étant I’opérateur de covariance, on abordera ici le second a savoir
Popérateur de produit scalaire. Cette approche de I’analyse en composantes principales
consiste a étudier la population sur laquelle sont définies les variables aléatoires X;. En
général, on se place dans le cas d’un nombre fini d’individus, ce qui permet d’identifier L)

avec E" et I’opérateur de produit scalaire est alors appelé opérateur d’ESCOUFIER [5].

Définition 1.15
On appelle opérateur de produit scalaire associé a Y, ’opérateur ¥ de L*(Q) (ou de E") tel
que :

VYeL(Q) W(Y)=E(YX)X ouE(YX)="'(E(YX), E(YX2), ... E(YX,))

et X représente un vecteur aléatoire centré

On définit alors la variable aléatoire E(YX)-X de la fagon suivante :
YoeQ (E(YX)-X) (0) = E(YX)-X (0)

De plus, la variable aléatoire ‘P(Y) est centrée et de carré intégrable et, tout comme dans le cas

de I’opérateur de covariance, I’opérateur ¥ de L%(S2) est symétrique semi-défini positif.

Par ailleurs, afin de faciliter I’interprétation de I’opérateur de produit scalaire ‘¥, on peut,
comme pour [’opérateur de covariance, lui associer une représentation matricielle dans le cas
ou LY(Q)~E". Soit A une matrice définissant dans E° un produit scalaire A-symétrique et
semi-défini positif. L’espace ", repéré par rapport i sa base canonique, est muni de la

métrique diagonale des poids suivante :

(pl 0 A O]

O O M

D=0 y 2 0
MO O

|0 A O P,
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Il s’ensuit que :
E[YXI ] = ZP.‘K‘XM
i=]

E[YX2]= ipiinZi

i=l

A

erx, =Y pyx,,
i=l

La variable aléatoire ‘¥(Y) a pour expression :

¥(r)= E[rx] x = iiE[YXj]aijk

j=l k=1

oll ajk représente le terme de la matrice A situé a I'intersection de la j° ligne et de la k° colonne.

Ainsi, la valeur de la variable aléatoire ¥(Y) pour la i observation est donnée par :

w(r)i) = z,,: i(g plylxn} a; X,

On remarque que iiX 28X, est le produit scalaire entre les observations j et i du
J=l k=t

vecteur al€atoire X. En désignant par M la matrice de format nxn des produits scalaires entre

les observations il vient :

ii"(n“j&xu =M,

j=1 k=l
ou M;, est I’élément de la matrice M situé a I’intersection de la i° ligne et de la ° colonne et

représente le produit scalaire des observations i et 3 par rapport a la matrice A.
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D’ou,

W) =3 M, p,Y, = MD(YXD)

On en déduit alors que I’opérateur de produit scalaire peut s’écrire sous la forme matricielle

V=MD ou M représente la matrice des produits scalaires entre les observations.
1.5.2.4 Relation entre l’opérateur de covariance et I’apérateur de produit scalaire

Cette derniére sous-section concernant I’analyse en composantes principales a comme objectif

d’énoncer et démontrer un théoréme qui relie les éléments propres de ces deux opérateurs.

Théoreme 1.13
L’opérateur de produit scalaire ¥ défini sur LX) (B") et ’opérateur de covariance I" défini
sur E (EP) admettent les mémes valeurs propres non nulles et les vecteurs propres C de ¥ se

déduisent des vecteurs propres u de I par la relation : C=uX

Démonstration :
Soit u un vecteur propre de I" associé a une valeur propre A non nulle : I'(u)=Au. On considére
Y=u-X. L’image de Y par ‘¥ est alors ‘¥(Y)=E[YX]-X. Le recours a une base orthonormée

(e1,€2,...,€p) de I’espace E simplifie les calculs, on a donc :

X=2X}ei ou X, =e, - X
]=

E[rx]= ﬁ E[rx;]e,

“‘X=il(“'ej)x}
=
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On en déduit alors que :

w(Y)= fd‘ Elvx;)x;

E[(“‘XXX'e;')]X}

p

-~
n

=Zp:(l"(u)-ej))(; puisque E[(u-XXej-X)]=l"(u)-e,-

[

La variance de Y=u-X étant égale a A#0, Y n’est pas égal au vecteur nul. C’est donc un
vecteur propre de ‘¥ associé a la valeur propre L. Réciproquement, soit Y un vecteur propre de

‘¥ associ€ a une valeur propre non nulle, on a:

Y(Y)=1Y
et

E[YX]-X =Y

On montre alors que u = E[YX] est un vecteur propre de " associé a la valeur propre A.

Toujours dans la base orthonormée (e;,¢3,...,e;) on a:
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u=3 Ex e,
j=l

Le vecteur u est non nul puisque, par hypothése, Y est non nul.
a

Notons, en terminant, qu’une conséquence immédiate de ce théoréme est que les composantes
principales d’un vecteur aléatoire X sont les vecteurs propres de I’opérateur de produit scalaire

normés par la racine carrée de la valeur propre associée.
1.5.3 Les opérateurs de I’analyse canonique

L’analyse canonique est une méthode d’analyse factorielle permettant de comparer deux
ensembles de variables définies sur le méme espace probabilisé. Comme nous I’avons
mentionné dans I'introduction, I’analyse canonique mise au point par Hotelling en 1936 est
I’une des premiéres méthodes a voir le jour. Malheureusement, on trouve peu d’applications
pratiques de cette méthode en raison surtout de la difficuité d’interprétation des résultats
qu'elle donne. Cependant, plusieurs méthodes plus utilisées, comme [’analyse des

correspondances et |’analyse discriminante, peuvent étre considérées comme des cas
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particuliers de I’analyse canonique. D’ailleurs, les deux prochaines sous-sections sont

consacrées exclusivement a ces deux méthodes.

1.5.3.1 Apercu de la démarche

Soit (2,t,u) un espace probabilisé sur lequel on considére deux ensembles de variables
aléatoires (X,Xa,...,Xp) et (Y1,Yz,..,Y;). On suppose que les variables aléatoires X i=1,2,...,p
et Y; j=1,2,...,q sont centrées et de carré intégrable. Autrement dit, X; i=1,2,...p et Y;
J=1,2,...,q appartiennent a L%(Q) qui est en général associé 4 E". On appelle F (respectivement

G) le sous-espace de L*(Q) engendré par les X; (respectivement les Yj).

L’analyse canonique se propose d’étudier les positions respectives des sous-espaces F et G de
L*(2). 11 est intuitivement clair que F et G seront "proches" si P et PG se "ressemblent”. Afin
de donner un sens a cette remarque, désignons par J(E) I’ensemble des opérateurs
symétriques définis sur un espace euclidien quelconque E de dimension finie. On utilise alors

le produit scalaire de Hilbert-Schmidt que 1’on a introduit a la section 1.3.2 et qui se définit,

pour deux éléments S et 7 de 3(£), de la fagon suivante :

(8.T), ; =tr(SoT)=1r(T 0S)

Rappelons que la considération des bases orthonormées de E (u;u,....up) €t (v;,v3,...,vp)
constituées des vecteurs propres de § et T associés aux valeurs propres (4, 4,....4,) et
(41, 443...., 145) nous permet d’écrire :

)

(8.7)s. = 2 2 At )’
|75 =er(ToT)= ‘2: P
(S’ T>II.S.

Cos(S,T ) = —
B b P
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On dispose donc d’un instrument pour mesurer la proximité entre deux projecteurs S et T de

méme qu’entre Im(S) et Im(T).

En analyse canonique on cherche les couples (Uy,Vi) de FxG de corrélation maximale

(pz(Uk,Vk) maximum) sous les contraintes d’orthonormalité ci-dessous :

1 si k=K
EUU,)=EWV,.)=6:= { o k=1,2,...,min(p,q)
0 sinon

La premiére itération revient a résoudre le probléme de maximisation qui suit :

max E(U,V;)
v, i =[, =1
Ue€eF, VeG

Par la suite, les autres itérations prennent en compte comme contraintes supplémentaires la

non-corrélation aux variables aléatoires déja calculées.

D’autre part, précisons que les variables Uy et Vi déterminées par la résolution du programme
précédent présentent une corrélation positive. En effet, soit (U,V,) le dernier couple de

corrélation strictement positive, on a :

E(Ur+| ’ Vro-l ) <0 = E(_— Un-l ’ Vr«rl ) 20

Les variables aléatoires —Ur+; et V4, étant non corrélées aux précédentes, on en déduit par

définition derque : E(U,,,,V,, )=0.

Enfin, notons qu’il est possible d’exprimer le probléme posé par I’analyse canonique en

termes d’opérateurs de projection orthogonale. Le coefficient de corrélation entre U, et V,
étant positif, il revient au méme de maximiser son carré. Désignons par P, et P, les
opérateurs de projections orthogonales sur les droites vectorielles de L(Q) engendrées par U,

et Vi,onaalors ;
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p P

(PU.’PV. ),,_s_ = Zzﬂiﬂt(“i"’ky

F=l k=!
= (U, WV )2

= PZ(Ul 14 )
= cos(PUl By )

Notons que U;' et ¥,* sont sous-espaces propres associés i la valeur propre A=0 des opérateurs

Py eth, .

Le probléme revient donc a déterminer une suite de couples de projecteurs P, et P, de

cosinus maximal telle que :

(PUk ’ PU&' >H.34 = (P,,‘ ’ P"t‘ )H.S. = 5:'
1.5.3.2 Résolution mathématique

Rappelons que I’objectif poursuivi consiste a déterminer les vecteurs U, eF et V,eG tels que
U, et V| soient les vecteurs propres des opérateurs de projection. Désignons par F+G I’espace

défini par {x+y | xeF et yeG} et notons par P et P les restrictions des projecteurs sur F et G
au sous-espace F+G de L%(€2). On sait que les restrictions des opérateurs P. oF; et P, oP. a

G et F sont symétriques et positives.

On suppose le probléme résolu, a savoir que U; et V| sont unitaires et de covariance
maximale. On compléte {V} par q-1 vecteurs orthonormés {V,,Vs,...,V,} de G de sorte que

{V1,V3,...,Vq} soit une base orthonormée de G. On obtient alors que :
PG(U1)= iE(UIVl) V.
A=l
var(p,(U, )= 3 EUNY =| P
A=l

(U B0, = B0, R )= 3 EU L) = 2,0
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On en déduit alors que :

AAN) [ : ]y
=Y (E(UY, > EUY)
[Var( PG (Ul ))]}é LZI( ( 1 l)) ( [ ]

L’inégalité stricte ne peut avoir lieu car (U,;,V)) est solution du probléme et non (U,,Ps(U,)).

Par conséquent, les variables aléatoires U; et V, 3=2,3,...,q sont non corrélées (c’est-a-dire
V=2.3,..9 EQUV)=0)etona:
PG(U1)= E(UlVl)VI

Le probléme étant symétrique, on peut compléter U, par p-1 éléments de F afin d’obtenir une
base orthonormée {U;,Us,...,Up} de F et on obtient suivant la procédure précédente :

EWU,)=0 Vk=23..p
P.(V)=EUV,)U,

On aboutit enfin au résultat suivant :
(PF OPGXU|)= E(UIVI )PF(VI)z (E(UlVl))ZUl
(P 0P )V,) = EWU V)P, (U,)=(EU RV,

La démarche présentée ci-dessus a été effectuée dans le cas particulier du premier couple de
variables aléatoires (U;,V)). Notons cependant que cette résolution peut facilement se
généraliser afin de déterminer les couples (Uy, V) subséquents. Le théoréme qui suit présente
les résultats principaux permettant de résoudre le probleme portant sur un couple de variables

aléatoires (Uy, Vi) quelconque.

Théoréme 1.14

Les variables aléatoires Uy et Vy k=1,2,...,min(p,q) centrées réduites, de corrélation maximale
et non corrélées deux a deux sont vecteurs propres des opérateurs P. 0P, et P; 0P, associés

aux valeurs propres Ax k=1,2,...,min(p,q) ordonnées par valeurs décroissantes. Les carrés des

coefficients de corrélation sont égaux aux valeurs propres correspondantes.
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Définition 1.16
Les vanables Uy et V| sont appelées caractéres canoniques. Le coefficient E(U, V) est appelé

coefficient de corrélation canonique.

Enfin, on termine cette section avec un théoréme qui permet d’exprimer le produit scalaire
entre les opérateurs de projection Pr et P en fonction des valeurs propres associées aux

caractéres canoniques.

Théoréme 1.15

Soient Pr et Pg les opérateurs de projection orthogonale sur les sous-espaces F et G engendrés
par les variables aléatoires (Xi,Xa,...,.Xp) et (Y1,Y2,....Yq). Soient (U,V),(Uz,V2),...,(U, Vi)

r=min(p,q) les paires de variables canoniques associées aux valeurs propres A;>2A;2...2A>0.

Alors, le produit scalaire des projecteurs sur F et G est égal a la somme des carrés des

coefficients de corrélation canonique. En d’autres termes :

(P, P;), ZA oll r=min (p,q)

Démonstration :
Le produit scalaire entre les opérateurs de projection Pr et Pg est donné par 1’expression

suivante :

pF , p iia ﬂx oﬁ a; et B, sont les valeurs propres de Pg et Pg.

Jj=1 A=l

Or, par construction des Ujet V, on a:

U, n) =6+ p*U,1) jia=1,2,....min(p,q)
y U J=12p
/|0 sinon
1 A=12,.,q9
ﬂ;. '_'{ .
0 sinon



Ainsi,

PF,P iia ﬁl

7=l A=l

St

1=l A=l

=Y 380,

J=l A=l

=3 p’U..7,) our = min(p,q)

~
i

=Y 4,

k=1

Donc,

(Pe,Py), s =D 4 ot r = min(p,q)

Nous nous proposons dans les deux prochaines sections d’étudier les opérateurs
caractéristiques de deux méthodes considérées comme des cas particuliers de I'analyse
canonique : I’analyse factorielle discriminante et 1’analyse factorielle des correspondances. La
présentation de ces méthodes nous améne cependant & munir les espaces E° et EY d’une
métrique particuliére appelée métrique de Mahalanobis. La sous-section qui suit a donc pour
objectif d’exposer la théorie relative a cette nouvelle métrique afin de faciliter la

compréhension des sections subséquentes.
1.5.3.3 Métrique de Mahalanobis

Soit X=(X,Xz,...,.Xp) un vecteur aléatoire a valeurs dans [’espace E=E" muni du produit
scalaire m. On note F le sous-espace de L*((2) engendré par les variables aléatoires X;

j=1,2,...,p supposées linéairement indépendantes.
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Définition 1.17
On appelle métrique de Mahalanobis le produit scalaire = défini sur E tel que :
Y(u,v)e ExE x(,v)=u-v=E[@u-X)(v- X)]

On peut donc considérer la métrique de Mahalanobis sur E” comme induite par le produit

scalaire défini sur L¥(Q). En particulier, la contrainte E(u-X)* =1 dans LYQ) correspond a
l|* =1 dans BP. L’opérateur de covariance I" du vecteur X vérifie par définition :

C(u)-v=Efu-X) (- X))

L’opérateur de covariance est donc égal a Iidentité. Ceci revient donc & choisir dans EP la

métrique associée a v (T=VA=I).
1.5.4 Les opérateurs de I’analyse discriminante

Comme nous I’avons mentionné dans la section précédente, I’analyse discriminante peut €tre
considérée comme étant un cas particulier de I’analyse canonique. En fait, elle consiste a
effectuer une analyse canonique entre un ensemble de variables quantitatives et I’ensemble de
variables indicatrices d’une seule variable qualitative qui dans la pratique représente chacune
des modalités d’appartenance a une classe ou un groupe. La procédure revient donc a étudier
les opérateurs de projection de LXQ) sur le sous-espace F engendré par les variables

quantitatives (X;,X,...,.Xp) et sur le sous-espace G engendré par les variables indicatrices

(YleZr"qu)'

En principe, les deux vecteurs al€atoires doivent étre centrés. Dans le cas particulier de
I’analyse discriminante, il suffit de centrer uniquement les variables quantitatives en vertu du
fait que la variable aléatoire 1 est orthogonale au sous-espace F (E(1X;)=0 Vj=L,2,...,p).
D’autre part, le sous-espace G contenant la variable aléatoire 1 qui est la somme des variables

indicatrices, les variables canoniques de G sont aussi centrées.
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Si on désigne par (U}, V) la premiére paire de variables canoniques (U, €F et V| eG) et par P¢
et Pg les opérateurs de projection sur les sous-espaces F et G on obtient que :

Pg(U1) =EU V1)V,

Pe(V1) =EUV)U,

Les espaces EP et B9 étant munis des métriques de Mahalanobis on a :
U1 = llrx ”u,”' =1

Vi=vi'Y ||v, HZ =1

On considére les variables aléatoires ¥, de G qui se définissent comme suit :

h

/s

VA=12,..q Y, = ou p, = E(Y,)

Ainsi, en considérant les propriétés de Y, (I]Y,L"2 = E(v?)=E(Y,)= pl) le systeme {Y,L}

»=1,2,...,q est une base orthonormée de G dans laquelle Pg(U;) s’exprime sous la forme :

PG(UI)= iE(UlYA:)YJ: = i%E(UlYA)YL

Or,
E(UIYL)= E[E(UIY:JYJF P;.E[UIIYA = 1]

Donc,

ro(U)= X E I =],
Par conséquent, en tenant compte de I’orthogonalité de la base ¥, 3=1,2,...,qona:
| @) = Elp )
= ng[UJYA = 1]

=Var (P G(Ul ))
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On reconnait ici la variance interclasse de U;, égale au carré du coefficient de corrélation
canonique A;. La variance totale de U, étant égale a 1, on retrouve le critére classique de
I’analyse discriminante qui est la maximisation du rapport de la variance interclasse a la

variance totale (ici égale a 1).
1.5.5 Les opérateurs de I’analyse des correspondances

Tout comme I’analyse discriminante, ’analyse des comrespondances peut étre considérée
comme un cas particulier de I’analyse canonique. En fait, I’analyse des correspondances
donne la répartition d’une population suivant les modalités de deux variables qualitatives X et
Y. 1l est donc naturel, afin de comparer ces deux variables, d’effectuer 1’analyse canonique

des vecteurs définis par les variables indicatrices de leurs modalités.

Soient F et G les sous-espaces de L(Q) engendrés respectivement par les variables aléatoires
réelles X j=1,2,...p et Y, 3=1,2,...,q. Les données initiales se présentent sous la forme d’un

tableau de contingence exprimé de la fagon suivante :

644474 4 a8

Y A Y, A Y

r —

X, n, A n; A n,

M O M N M

X4 X n, A n, A n,
M M N M O M
L XP _npl A "pj K nm_

ou n;; représente le nombre d’individus possédant a la fois le caractére i et le caractere j.

Généralement, on effectue une transformation de ce tableau afin d’obtenir une nouvelle

structure des données que 1’on appelle : codage disjonctif complet des données. Le tableau

48



logique ou disjonctif complet est un tableau composé de données linéaires, c’est-a-dire codées
0 ou 1. La donnée située sur la ligne i et dans la colonne j vaut 1 ou 0, selon que le caractére i
est présent ou non dans le caractére j. Cette nouvelle structure peut étre représentée, a titre

d’exemple, sous la forme suivante :

6444444‘;;44444-8 6444“?44448
X X X3 A X, WY, At
1 (01 0 A O 000 A 1]
2 00 0 0
LA 100A = Tableau disjonctif complet
3 1 00 A O 01 0A O
M MMMO M MMMO M
n 000 A 1 001A O

ol X et ¥ sont des matrices de formats respectifs nxp et nxq lorsque n est le

nombre d’individus total

Ainsi, I'analyse des correspondances consiste en |’analyse canonique des variables X
=1.2,..p et Y, 2=1,2,...,q. En principe, I’analyse canonique doit étre effectuée sur des
variables centrées. Dans le cas particulier de I’analyse des correspondances, cette remarque
n’a pas d’importance puisque la variable aléatoire 1 est la somme des X; j=I1,2,...,p et est
également la somme des Y, 3=1,2,...,q. 1 appartient donc & F1G et le couple (1,1) est le
premier couple canonique avec un coefficient de corrélation canonique égal a 1 :

ProPo(1)=Px(1)=1
On retrouve ici la notion de vecteur trivial et de valeur propre triviale égale a 1. Les autres

caracteres canoniques étant orthogonaux a 1, il vient :

Vv k=2,3,....min(p,q) E(Uil) = E(Vil) =0
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Ils sont évidemment centrés et I’espérance de leur produit est égale a leur coefficient de
corrélation (E(U,V,)= p(U,.V,)). Les espaces EP et B9 étant munis des métriques de
Mahalanobis on a :
U ,=u,-X "u,t"'=l
2
Ve=ve Y |v] =1

Les caractéres canoniques donnent des bases orthonormées de F et G les plus proches I’une de
I’autre au sens de L*(Q). Il est donc naturel de vouloir comparer les deux représentations de F

etde G.

Afin de représenter la modalité Y, dans I’espace F engendré par les Xj j=1,2,...,p, on utilise la
base des caractéres canoniques Uy de F. Il s’ensuit que les coordonnées de Y, sont les
covariances E(Y,Uy). Or le sous-espace G se décompose en somme directe :

G=GO G

ot G; est le sous-espace de G engendré par les Vi k=1,2,...,=min(p,q).

Suivant cette décomposition et en utilisant des notations évidentes on a :
Y=Y:+Y-Y; o Y,eG e Y-Y eGt

Par conséquent,
Y, =D EV W, +(Y-1,)
k'=1

En vertu du fait que F est orthogonal &4 G;* on obtient que :

(YJ.’Uk> = E(Yl.Uk)

= ELZ E(Y,LVk.)Vk.U,,:l

=\/ZE(YJ.VI:)
=\/Z(Y1’Vt>

ou A, est lak® valeur propre de I’opérateur P. 0P, .
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Les coordonnées dans le systéme orthonormé (Uy) k=1,2,,...,r de la projection de Y, sur F sont
donc égales aux produits de ses coordonnées dans le systéme orthonormé (Vi) k=1,2,...,r par le
coefficient de corrélation canonique correspondant. On justifie ainsi la procédure de

représentation simultanée utilisée en analyse des correspondances.

Cette approche débouche sur une interprétation du x’ de contingence et du ¢> de Yule. On

pose :

Vi=1,2,...p et Vk=1,2,....
Pin~ E(ijh)

P, =Y p, (poidsdelamodalitX,)
A=l

D.= i Pia (poids de lamodalité Yk)

=

Les systemes /y j=1,2,....p et [y ) »3=1,2,...,q sont des bases orthonormées des
VP VD

sous-espaces F et G.

I s’ensuit que :

P,P ou a;,=1 Vj=12,..,
( : hlg;a ﬂk< AE //Z>Lz(n) g j p

p.=1 Vi=12,..q
(XI.Y;')I =X1YA.
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D’ou,

(PF’PG>H.S. =iiE o g

j=t A=t \/ P;Pa

pﬁ\.
j=l A=l p/p.x

M

A = 1+A4 +..+4,

-

VNG

i(P,’.\ P,Px)z

=l A=l PP

~,
1]

19

= 4 + 1
n

Finalement on retrouve une propriété connue de 1’analyse des correspondances. Le produit
scalaire des opérateurs Pr et Pg est égal au ¢* de Yule (c’est-a-dire le x* de contingence divisé
par n) auquel s’ajoute la constante 1. On peut donc interpréter ce ¢’ en terme de somme des
coefficients de corrélation canonique (les valeurs propres), la constante 1 correspondant a la

valeur propre triviale.

Cette section cloture le premier chapitre de ce mémoire qui consistait a faire un survol des
méthodes classiques en analyse des données tout en établissant les liens étroits avec la notion
d’opérateur. Il s’avére maintenant intéressant de généraliser ces méthodes afin d’effectuer
I’analyse simultanée de plusieurs tableaux de données caractérisés par les opérateurs qui leur
sont associés. C’est en fait ce que nous nous proposons de faire dans le prochain chapitre qui

s’intitule : Extension de I’analyse factorielle d’opérateurs.
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CHAPITRE 2

EXTENSION DE L’ANALYSE
FACTORIELLE D’OPERATEURS

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté les outils mathématiques utilisés en analyse
des données et précisé les différents types d’opérateurs utilisés dans les méthodes classiques
d’analyse de données. Cependant, il arrive fréquemment qu’en pratique on soit confronté non
pas a un seul tableau de données, mais bien a une suite de tableaux souvent indicés par le

temps comme nous le présente la figure 4 suivante :

;e-”ﬂ;" .
Xt
vanables
3
3 X,
3
. g X 1

Figure 4 : Concept de I’analyse factorielle d’opérateurs

A titre d’exemple, on peut considérer le cas d’une étude économique ou 1’on pourrait analyser
le comportement de certaines actions boursiéres par rapport a certaines variables telles le
volume des transactions, le prix de I’action, la variation lors de la derniére période, etc. Par
ailleurs, on peut aussi considérer le cas d’une étude sur I’efficacité de différents traitements
médicaux ol I’on pourrait analyser les réactions et le rétablissement des patients a travers des
contrdles périodiques caractérisés par un certain nombre de variables. Dans ces deux cas, les

méthodes classiques décrites au chapitre précédent s’avérent inadéquates. Il convient alors de
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généraliser ces méthodes afin de permettre 1’étude simultanée de plusieurs tableaux de
données. Connaissant les techniques portant sur un seul tableau, I’idée principale de cette
généralisation consiste a résumer 1’ensemble des tableaux de données par un unique tableau
sur lequel on effectue I’analyse en s’inspirant des techniques traditionnelles. Dans cette
perspective, on représente chaque tableau de données par un opérateur contenant toute
Pinformation incluse dans ce demnier. Ainsi, les notions introduites dans le premier chapitre

s’avéreront trés utiles dans le développement qui va suivre.

Comme nous I'avons mentionné dans 1’introduction, il existe plusieurs méthodes d’analyse des
données permettant de résoudre ce type de probléme. En ce qui nous concerne, notre attention
se portera plus particuliérement sur la méthode d’analyse conjointe de tableaux quantitatifs
nommée STATIS [17] (Structuration des Tableaux A Trois Indices de la Statistique).
Cependant, en tant que statisticien, nous cherchons toujours une nouvelle fagon d’analyser les
données afin de découvrir certains éléments qui nous auraient échappés. L’extension de
’analyse factorielle d’opérateurs que nous proposons est une nouvelle technique qui nous
permet justement de récupérer une certaine quantit¢ de cette information qui était jadis
considérée comme perdue. Notons par contre que cette nouvelle analyse ne se veut en aucun
point étre une méthode alternative a STATIS. Au contraire, I’extension de |’analyse factorielle

d’opérateurs est tout simplement une méthode complémentaire.

Alors, puisque les fondements de cette nouvelle technique reposent sur la méthode d’analyse
conjointe de tableaux quantitatifs, nous nous proposons de scinder le contenu de ce chapitre en
deux parties. La premiére partic nous permettra alors d’exposer la théorie entourant la
méthode d’analyse factorielle d’opérateurs, tandis que la seconde sera utilisée afin de définir le
concept de I’extension de I’analyse factorielle d’opérateurs que nous proposons ainsi que la

théorie sous-jacente a cette derniére.

Notons enfin qu’a I’intérieur de ce chapitre nous allons illustrer les principaux objectifs de ces
méthodes en faisant référence a l’exemple pratique suivant: on considére 1’étude du

comportement de cinquante actions boursiéres d’entreprises canadiennes sur une période de
P
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quinze ans. Les actions boursiéres représentent les "individus" tandis que les variables sont le
volume annuel des transactions, le prix moyen de ’action, la vanation lors de la derniére
période, etc. Un tableau résume alors, pour une année donnée, la ventilation des différents

critéres boursiers (variables) de chaque action (individus).

2.1 Analyse factorielle d’opérateurs

La méthode d’analyse des données STATIS nous propose trois types d’approches :
I’interstructure, 1’intrastructure et les trajectoires. L’interstructure analyse 1’évolution globale
du phénoméne de 1’étude en tenant compte de tous les tableaux. L’intrastructure analyse la
structure des individus a I’intérieur d’un méme tableau. Afin d’effectuer cette analyse, nous
nous devons d’avoir un individu représentatif. Nous allons donc étudier I’individu
"barométre” d’un tableau, un individu qui représente la tendance moyenne. Le tableau
comprenant cet individu "imaginaire” ainsi que les autres individus "moyens" est appelé le
compromis. Une fois cette étape effectuée, nous pourrons analyser I’intrastructure.
Finalement, les trajectoires nous ameéne a suivre un individu a travers les tableaux et par le fait
méme, de prédire quel pourrait étre son "état" au prochain tableau. En résumé, ia méthode
STATIS est une extension de I’analyse des données a un ensemble plus général que peuvent

I’étre des ensembles d’individus ou de variables.

Nous nous proposons donc dans la suite de cette premiére partie de présenter chacun de ces

principaux aspects de la méthode STATIS de fagon plus détaillée.

2.1.1 Interstructure — Opérateur caractéristique

L’objectif de I’interstructure est de comparer globalement les T tableaux de données en les
représentant par T points dans une (ou plusieurs) image(s) euclidienne(s) plane(s). Son

utilisation nous permet alors de déceler les proximités et les différences entre les tableaux,

sans cependant pouvoir donner de description fine des éléments qui les différencient. Afin de
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concrétiser ce que représente cette analyse, reprenons [’exemple introduit précédemment
concernant les actions boursiéres d’entreprises canadiennes. Cette étude économique porte sur
quinze tableaux croisant les cinquante actions boursiéres et les différentes variables et ot
chaque tableau représente une année particuliére. L’interstructure permet alors de repérer
quelles sont les années dont le portrait boursier est similaire ainsi que celles ou le portrait
differe. De plus, par I’entremise de cette analyse on peut vérifier si I’évolution des tableaux au
cours des années est réguliére ou non. Bref, I’interstructure permet de faire une analyse

globale de I’étude en question.

Nous allons maintenant faire 1’étude de I’interstructure en utilisant la notion d’opérateur que
nous avons introduite au chapitre précédent. On considére tout d’abord une famille {I';}
i=1,2,...k d’opérateurs symétriques définis sur un méme espace hilbertien E et soit
u=(uy,u,,...,ux) un vecteur de E*. On définit ’opérateur u -’ de E de la fagon suivante :

Vxe E (u-[“)(x)=iu,-l",-(x)

i=l

u-l” est symétrique. En effet :

VxeE,VyeFE ﬂ’((u . l")(x),}’)= i“; ”(Ff(x), }’)

i=l

k
=3 u, 7(x,T,(»))

i=l

= ”(x’(u 'r)(}’))

On définit I’application F : B* xB* - @& par:
VYueBX vved* Flu,v)=(u-T,v-T)

H.S.

({-,-), ¢ est défini a la section 1.3.2)

Cette application est évidemment une application bilin€aire symétrique.
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Ainsi, si on procéde comme en analyse en composantes principales, on peut définir pour un
ueE* donné la forme linéaire F, comme suit :
vveE* Fu(v) =F(u,v)

Les espaces E* et E** étant isomorphes, il existe un vecteur unique o(u) € E* tel que :
vveBE* o(u)-v=F(,v)=(u-T,v-T),

Définition 2.1
L’application ¢ définie ci-dessus porte le nom d’opérateur caractéristique de la familie {I';}

i=1,2,....k et conduit a la notion d’interstructure de celle-ci.

En raison du fait que : o(u)-v = F(u,v) = F(v,u) =c(v)-u et que : o(u)-v = F(u,v) 20, il est aisé

de voir que I’opérateur caractéristique est un opérateur symétrique défini positif de El

Comme en analyse en composantes principales, on cherchera les vecteurs propres et les
valeurs propres de ¢ qui nous permettront de mettre en évidence les opérateurs principaux qui
jouent le role des composantes principales introduites dans le premier chapitre. Les opérateurs
principaux peuvent étre déterminés en résolvant, de maniére itérative et sous contraintes
d’orthogonalités, le probléme d’optimisation suivant :

max Ju-T],s

Cette procédure correspond, de fagon analogue, a la recherche des composantes principales
d’un vecteur aléatoire. En conséquence, elle donne lieu a la recherche des vecteurs propres
unitaires de I’opérateur caractéristique associés aux valeurs propres de ce dernier et rangées

par ordre décroissant.
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Définition 2.2

On appelle opérateurs principaux les opérateurs On h=1,2,...q (q <k) définis sur E par :
On=uyT

oi le vecteur u, = (u!,u?,....u} ) est le vecteur propre unitaire de I’opérateur ¢ associé a la

valeur propre Ap 0t A;2A52 ... Ay .20 >0.

Théoréme 2.1
Les opérateurs {0,, / JZ } forment une base orthonormée du sous-espace de X(E) engendré
par la famille {I';} i=1,2,....k.

Démonstration :
Considérons deux opérateurs principaux Oy ¢t O,. Ona:

<Oh’ok>ﬂ.s. = (uh ‘Tyuy- r)II.S.

=0'(uh)'“>.

Puisque uy, est un vecteur propre de |’opérateur o associé a la valeur propre An, il s’ensuit que
o(uy)= Aup et done :

(Oh’ol)ﬂ.s. =4y Uy Uy

On obtient alors, en vertu de I’orthonormalité des vecteurs propres u, h=1,2,...q que :

A, si h=1

(NN ={o sinon

Ainsi les opérateurs Oy h=1,2,...q constituent une famille orthogonale (donc linéairement

indépendante) dont la norme de chacun des éléments est donnée par :

0, s =¥A  h=12...q.

On en déduit donc que les opérateurs b,, / J:l: } forment une base orthonormée.
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ll faut maintenant montrer que les opérateurs Oy, forment une base du sous-espace engendré

parlesI; i=1,2,....k.

La famille {0,, / ,/A,,} étant orthonormée, I s’exprime sous la forme d’une combinaison

linéaire (non nulle) de ses éléments. Puisque O, / \/Z est de norme unité, la projection de I}

sur ce dernier est donnée par :

R SR

= -\/—Z—-(e. -o(u,))
= ‘/Zu;'

[l s’ensuit que :

I=

5 %m) Y

=i ('1;.";'.) O,,/‘/Z

Définition 2.3
On appelle interstructure de la famille {[;} i=1,2,.....k le spectre de son opérateur

caractéristique.

L’¢tude de I’interstructure que nous avons définie dans les paragraphes précédents est en fait
I’étude de I'interstructure non centrée puisque nous n’avons fait aucune hypothése sur

I’opérateur caractéristique 6. Par conséquent, il est intéressant de noter que les résultats établis
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précédemment demeurent valables lorsque I’opérateur o est centré. En effet, en centrant
I’opérateur caractéristique on obtient une image euclidienne dans laquelle ’origine est le
centre de gravité des opérateurs I|,[,...,Ic. Cette technique, que l’on appelle aussi
interstructure centrée, posséde ainsi I’avantage de faire apparaitre les proximités et les

oppositions entre les opérateurs ['},I,...,['x.

Ceci termine cette premiére section consacrée a 1’analyse globale de I’ensemble des tableaux.
L’analyse de I’interstructure ayant mis en évidence, sans les expliquer, les ressemblances et
les différences entre les tableaux étudiés, il s’avére maintenant intéressant de poursuivre notre
étude de la méthode STATIS en portant notre attention a I’étude d’un tableau spécifique. Pour
ce faire, il importe de déterminer un tableau "moyen" qui pourrait bien représenter |’ensemble
des tableaux. Ce tableau, que I’on appelle le tableau compromis ou encore plus simplement

"compromis", est I’objet de la prochaine section.

2.1.2 Compromis

Il est classique d’associer a un unique tableau de données un ensemble de représentations
graphiques, en utilisant des méthodes d’analyse des données décrites au chapitre précédent,
qui permettent de reconnaitre et de montrer des tendances essentielles des phénoménes
étudiés. Par ailleurs, si on dispose de plusieurs tableaux de données, on peut envisager dans
un premier temps de les analyser indépendamment les uns des autres. Cependant, on risque
d’étre rapidement submergé par les nombreux ensembles de représentations a analyser. C’est
pourquoi nous sommes amenés a chercher un ensemble unique de représentations dont on dira

qu’il constitue un résumé global, ou encore un "compromis" de I’ensemble des tableaux.

Le calcul du compromis est en fait une étape essentielle dans 1’étude des individus a I’intérieur
d’un méme tableau, que I’on appelle aussi intrastructure. Ainsi, I’objectif de cette section est
de définir bricvement ce que représente le compromis afin de faciliter 1a compréhension des

deux prochaines sections qui introduiront deux cas spécifiques de ce demier.
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Comme on le verra plus tard, le compromis est 1’équivalent de la premiére composante
principale en analyse factorielle d’opérateurs. De plus, étant donné qu’a partir de maintenant
on considérera la famille {[;} i=1,2,.....k comme étant constituée d’opérateurs symeétriques
semi-définis et positifs, cela lui confere une propriété supplémentaire qui est donnée par le

théoréme suivant :

Théoréme 2.2
Si les opérateurs {I'i} i=1,2,......k sont symétriques et positifs, le premier opérateur principal
peut étre choisi symétrique et positif. (Résultat plus connu sous le nom de théoréme de

Frobenius)

Démonstration :

La démonstration relative a la symétrie étant simple, nous n’allons démontrer que la positivité

du premier opérateur principal.

La démonstration que nous en donnons repose sur une propriété des opérateurs symétriques
positifs:

Vi=12,..k et Vj=12,..k (r,.,r,)“ >0  (voir théoréme 1.8)

Soit u; le vecteur propre unitaire de E* associé a la plus grande valeur propre A; de |’opérateur

caractéristique ,on a:
k -
0, = uT,
i=]

En considérant la norme Hilbert-Schmidt il vient :

2 & . . .
;1,3, = Z (ul’ )2 "ri ":{S + Z i (r" T )H.S.

i=l ixj

o,

On considére le vecteur v; de E* défini de la facon suivante :

Vi=12..k v =|ui]
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Le vecteur v; est unitaire et ’on a :

1 k 2 2
Sur| =M Ik + T (),

2
HS. e=1 >y

D’aprés la définition du vecteur vi,ona:

Vi=12,...k et Vj=12..,k vv/ =|u{u,’|2u,’u{

Les produits scalaires (F, T, )H ;. €tant tous positifs ou nuls, on obtient :

9 , . . . 2
Or P'opérateur O, étant de norme maximale sous la contrainte |u,[" =1, les vecteurs u; et v,

k
Zl"{ L, 2 ”01 "::s
-

2
H.S.

sont égaux au signe prés si A est une valeur propre simple et donc toutes les composantes de
u; sont de méme signe. Dans le cas ou A; est une valeur propre multiple, v; est un vecteur
propre associ€. On peut donc considérer u; = v;. Il apparait alors que 1’opérateur O, est une
combinaison linéaire des opérateurs [; dont les coefficients sont positifs ou nuls. Par

conséquent, O, est positif puisque les opérateurs [; i=1,2,....k le sont.
O

Définition 2.4

On appelle opérateur compromis de la famille {I';} i=1,2,.....k 'opérateur

[, =u, -[‘=zk:u;[‘,

1=l
k
ou u, =u, / Z u, est le vecteur propre associé a la plus grande valeur propre de I’opérateur
1=]

caractéristique, dont les coordonnées sont positives ou nulles et de somme 1.
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k
Le coefficient de normalisation Zu; est choisi afin que le compromis soit un objet de méme

i=1
nature que les objets intervenants dans sa construction. En particulier, si les I'; sont égaux, il
est logique de penser que I'; doit étre égal a I’un des I'; quelconques. 11 existe d’autres fagons
de normaliser pour obtenir |’opérateur compromis dont, entre autres, celle d’imposer que la
norme du compromis soit la moyenne des normes des I'.. C’est cette derniére méthode qui

sera utilisée dans le prochain chapitre.

Ayant défini I'opérateur compromis de fagon générale, il s’avere maintenant plus aisé

d’aborder la prochaine section concernant I’analyse de I’intrastructure.

2.1.3 Intrastructure

L’idée essentielle de la méthode STATIS est la recherche d’une structure commune aux
tableaux. En fait, I’analyse de I'interstructure ne suffit pas puisqu’elle ne permet d’expliquer
ni les ressemblances, ni les différences entre les tableaux. Cet objectif est atteint grace a une

procédure que I’on appelle analyse ou étude de I’intrastructure.

Le compromis que 1’on a défini a la section précédente va nous permettre de représenter les
positions-compromis des individus tels qu’ils sont décrits par ’ensemble des tableaux. On
obtient alors I’image euclidienne compromis. Les positions-compromis correspondent a des

positions moyennes des individus sur la période considérée.
Lorsque les distances entre tableaux déterminées dans I’interstructure sont faibles, on est en

mesure d’affirmer qu’il existe effectivement une structure des individus commune aux

tableaux. Cette structure est alors décrite par les distances compromis entre individus.
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Comme dans le cas d’une analyse en composantes principales, les axes du plan principal
compromis seront interprétés en étudiant les corrélations des variables avec les axes du

compromis. Les positions-compromis des individus pourront alors étre interprétées.

Afin de mieux illustrer ce que représente I’analyse de I’intrastructure, reprenons notre exemple
introductif concemant les actions boursiéres d’entreprises canadiennes. Cette étude
économique porte sur quinze tableaux croisant les cinquante actions boursiéres et les
différentes variables et ou chaque tableau représente une année particuliére. L’intrastructure
permet alors de faire I’étude du comportement d’une action boursiére pour une année donnée
par rapport a "I’action moyenne". De plus, elle nous permet de repérer quelles sont les actions
boursiéres qui sont proches ou éloignées par rapport aux variables correspondantes des
différentes années (tableaux). Bref, I’intrastructure nous permet de faire une analyse plus fine

de I’étude en question.

Nous nous proposons alors de présenter dans cette troisiéme section I’étude de I’intrastructure
selon deux approches différentes. On débutera la premiére sous-section en adoptant I’optique
de I'opérateur de covariance. Ceci nous permettra de définir le compromis comme un
opérateur de covariance, de développer |’intrastructure proprement dite et de terminer avec
I’étude des composantes principales de I’opérateur compromis. Par la suite, on utilisera une
approche similaire dans la deuxiéme sous-section afin de développer la théorie concernant

I’intrastructure mais cette fois-ci, basé sur I’opérateur de produit scalaire.
2.1.3.1 Opérateurs de covariance

On suppose a I'intérieur de cette sous-section que nous sommes dans le cas particulier ou les
opérateurs {[;} i=1,2,......k sont les opérateurs de covariance d’'un méme vecteur aléatoire
X=(Xj,...nXj,....Xp) défini sur des populations différentes {I;} i=1,2,....,k que nous
supposerons finies. Notons que ce type d’opérateur est utilisé lorsque I’on est en présence

d’un méme groupe de variables portant sur des groupes différents d’observations.
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2.1.3.1.1 Compromis

Nous allons interpréter le compromis comme I’opérateur de covariance du vecteur aléatoire X

défini sur un espace probabilisé particulier. A cette fin posons :
k 3
I=Y1I, avec Vi=12,...k et Vo,el, P(;)=P(; el)=u,P,(0;)
i=]

ol P,(w;) est la probabilité que I’individu ay appartienne 4 la population I; supposée finie.

En ayant recours a la représentation matricielle des opérateurs de covariance (I'=VM) et en se
rappelant que la matrice de variance-covariance totale V1 (variables centrées sur I) est égale a

la somme des matrices de variance-covariance interclasse Vg et de variance-covariance

k
intraclasse ¥, = ul ¥, il vient:

i=l
k .
[, =0+, ou I,=)ulT,
i=l

Ce résultat nous permet donc d’énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 2.3
Le compromis I'; est égal a I'opérateur de covariance intraclasse du vecteur aléatoire X défini
sur I'espace probabilisé (/,g(/),P) ou g(J/) représente I’ensemble des parties de I et P la

mesure de probabilité définie sur ce méme ensemble.

2.1.3.1.2 Intrastructure

On se propose de représenter les variables aléatoires X; j=1,2,....p par k+1 points, le premier
correspondant a I’opérateur compromis [; et a I’espace (/,@(/),P) et les suivants aux

opérateurs [ et aux espaces (/;,0(/,),P,).
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La simple superposition des représentations graphiques obtenues en effectuant les analyses en
composantes principales des opérateurs I'; et I'; i=1,2,....k est difficilement interprétable : la
difficulté est due au fait que les axes ne sont pas nécessairement les mémes. Il est donc

nécessaire de mettre an point une procédure conduisant a une représentation simultanée.

Les variables aléatoires X; j=1,2,...,p engendrent un sous-espace F de L%<). Les composantes
principales de I’opérateur I constituent une base de F et I’on note :

Ch h=1,2,...,q : composantes principales du compromis

un h=1,2,....,q : vecteurs propres (ou axes principaux d’inertie) ou q < p

Ap h=1,2,...,q : valeurs propres

L’espace EP étant muni de la métrique «, on a Vh=1,2,..,q Cp=uy-X. Dans I’analyse en
composantes principales du compromis, les coordonnées des variables X; sont leurs
covariances avec les composantes principales normalisées, ainsi :

Y=12.p  X,=YColX,C,)C,  aiC,=C,/J%

k=l

Afin de particulariser les variables X; suivant les populations I,L,...,I, on détermine leurs
covariances avec les composantes principales C, en considérant leurs restrictions aux

populations I; i=1,2,....k. On pose alors :

Vi=12,..k et Yi=12,..,p Xj.=iCov,'(Xj,C,',)C},
h=|

oit Cov, (X,,C;)=Cov, e, X, (u, - X)/ 7, )=—Tile,)-,

|

A
Ainsi dans le méme repére {C,,} h=1,2,...q (q < p) on peut représenter Xj et X i=1,2,..k
afin de nous permettre de comparer les populations entre elles. La proximité des points
représentatifs d’une méme variable pour deux populations différentes signifie que les
covariances avec les composantes principales ne varient guére d’une population a ’autre. On

peut d’ailleurs énoncer le résultat suivant :
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Théoréme 2.4

La variable X est la moyenne des variables X i=1,2,....k pondérée par les coefficients u,.

Démonstration :

k
On sait que I’opérateur compromis s’exprime comme suit : I, = Zu;l" \

=]

Alors, il vient :

2.1.3.1.3 Composantes principales

La démarche précédente peut étre utilisée pour représenter toute combinaison linéaire des
variables X; j=1,2,...,p, et donc en particulier les composantes principales du compromis.

Cette représentation peut étre intéressante puisqu’elle peut mettre en évidence leur
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stabilité éventuelle : I’interprétation des proximités entre deux points X} et X ; peut en étre

facilitée. En effet, reprenons I’expression définissant X ; :

X =§c0v,, (c.x,)c,.

La stabilité des covariances mise en évidence par la proximité de deux points X ; et X ;
dépend de celle de la composante principale C, et de la variabie X;. Il est donc indispensable

d’étudier la stabilité des composantes principales. En notant par C. la m° composante
principale restreinte a la population I;, on a :
1

ci=3 ) ule

h=1

Définition 2.5
On appelle intrastructure d’une famille d’opérateurs de covariance {[';} i=1,2,....k I’ensemble

des variables et des composantes principales du compromis et leurs restrictions a chaque

population [; i=1,2,....k.
2.1.3.2 Opérateurs de produit scalaire

Dans le cadre de cette deuxiéme sous-section, on suppose que la famille étudiée est constituée
d’opérateurs de produits scalaires ¥y h=1,2,...,k définis a partir des vecteurs aléatoires X"
h=1,2,...k a valeurs dans les espaces euclidiens (2™ n,) h=1,2,....k. L’espace probabilisé est
le méme pour tous les vecteurs aléatoires et les opérateurs ¥, h= 1,2,....k sont donc définis
sur LYQ). Ce type d’opérateur est utilisé lorsque I'on est en présence d’un méme ensemble

d’individus portant sur des groupes de variables différents.
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2.1.3.2.1 Compromis

Désignons par ¥ = u.-'¥ le compromis de la famille {*¥;y} h=1,2,....k et posons :
k
pP= Z Ps
h=1

=Gt oo Ferds) <
"l

1 h h k k P
Uty fert o) <"
P

V= ’2’Xv’ ""42 o ""42 p) <8

On définit le produit scalaire ® sur &P de la fagon suivante :

k
alwv)=u-v=Yut z," v*)

A=l

oll m; représente le produit scalaire entre u” et v" défini sur @7 .

Théoreme 2.5

L’opérateur compromis ¥ = uc-'¥ est I’opérateur de produit scalaire du vecteur aléatoire Z a

valeurs dans EP muni de la métrique =.

Démonstration :

En désignant par ‘¥, I’opérateur de produit scalaire du vecteur aléatoire Zon a :

VYeLi(Q) Y.(Y)=E(YZ)-Z

- iuf = (E[rx*]. x*)
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- {iu: ¥, ](Y)

h=l

(¥)

=Y

Donc, on en déduit que ¥, =¥,
4

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le paralléle existant entre le cas de I’opérateur

de covariance et celui de I’opérateur de produit scalaire.

« A la juxtaposition des individus repérés par les mémes variables accompagnée d’une
définition appropriée de la probabilité sur la population I obtenue correspond I’opérateur de

covariance :

« A la juxtaposition des variables accompagnée d’une définition appropriée d’une métrique
sur EP correspond I’opérateur de produit scalaire :

\Pc = iu:" l‘Ph

h=l
2.1.3.2.2 Intrastructure

De fagon similaire a ce que I’on a fait dans le cas des opérateurs de covariance, on cherche une
représentation simultanée des individus de la population. Pour ce faire, on se propose de
reconstruire les composantes principales C, »=1,2,....,q du compromis par chaque vecteur x"
h=1,2,...k et évidlemment par le vecteur Z. Ainsi, pour chaque individu, on obtiendra k+1

points. A cette fin on propose trois procédures.
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i) 1°° méthode

On reconstruit la composante principale C, du compromis par sa projection sur les
composantes principales réduites C,, h=1,2,..k m=1,2,...qn du vecteur aléatoire X"

Ainsi,ona:

[
ct =Y colc,.C.,)C.,

Notons cependant que I’on ne peut espérer obtenir une reconstitution exacte, méme lorsque

toutes les composantes principales C,,, du vecteur X" sont prises en considération. En effet,
on n’a qu’a remarquer que C, est combinaison linéaire de toutes les variables X Jl",. h=1,2,...k
jn=1,2,...pn  alors que C,, est uniquement combinaison linéaire des variables

XE X5, X

Par ailleurs, on observe que cette procédure est analogue a celle utilisée en régression pour

comparer la valeur de la variable expliquée pour chaque individu (ici C,) a la valeur

reconstruite (C ,") a ’aide des variables explicatives (C,, , ).

Afin de représenter les individus on utilise les mémes techniques qu’en analyse en
composantes principales. Ainsi, en désignant par q le nombre de composantes principales
retenues du compromis, on associe k+1 vecteurs de &9 4 chaque individu w. Ces vecteurs sont

obtenus comme suit :

« Le premier est obtenu directement a 1’aide de 1’opérateur compromis :
(Cu(@), Cy(a).....Co(®))

« Les k suivants donnent la reconstitution de ce vecteur pour chaque vecteur aléatoire X" :

(C!@).C!@),-..C! (o))
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On obtient ainsi pour chaque individu des trajectoires permettant d’apprécier la "stabilité" de

celui-ci par rapport a un "individu moyen" obtenu a I’aide du compromis.
ii) 2° méthode

Une autre fagon de procéder consiste a considérer le fait que la composante principale C, est

vecteur propre associé a la valeur propre A, de I’opérateur compromis :

WA=12..g  C,=—¥(C)
’11
De la méme fagon que dans le cas des opérateurs de covariance, on remplace ‘¥ par ¥
h=1,2,....k pour trouver :
1

YA=12,.., C =
q A lx

¥, (C)

Or, on sait que ’opérateur ‘P, est la somme des projecteurs sur ces vecteurs propres pondérés
par les valeurs propres associées :
qa
¥, = Zitm_,, P, ou P, ,désigne le projecteur sur la droite engendrée par le
m=l

vecteur propre de ‘¥, associ€ a la valeur propre 4, ,.

On aalors :

[/ R ,
\ph (Cl) = Z J’m.h COV(CL, Cnl.ll )Cm.ll

m=l

ou C, , est lam® composante principale réduite de ‘P,
Ainsi, on en déduit que :

—~ 1 Tn R s
Ct=—Y4,, covlC,.C.,)C.,

ma=l
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Cette seconde procédure nous permet d’introduire une nouvelle interprétation de C, par le

biais du théoréme qui suit.

Théoréme 2.6

La composante principale C, du compromis ‘¥'¢ est la moyenne des variables E,'[ pondérée par

les coefficients u” h=1,2,...k.

Démonstration :

On a défini a la section 2.1.3.2.1 I’opérateur compromis de la fagon suivante :
k
¥, = Zuf Y,
h=1

Alors il vient :
4G, = ‘Pc(cx)

[Zu v, }(cl)

k
= Z “: ¥, (Cx)
h=1
k ~
= Z“f (’GC: )
h=1
k ~—
= '?').Z “: C:
h=t
Donc,
k ~
C,= Z “: C:
=l
O
iii) 3° méthode

Une derniére procédure envisagée est la méthode classique utilisée dans le programme

STATIS (programme que nous utiliserons dans le prochain chapitre). Par cette méthode, on
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cherche simplement a juxtaposer les points en effectuant des changements de base. Pour ce
faire, on pose :

~ 1)
Cf = Z COIT(C ’ Cm.l: ) Cm.h

m=|
ot Corr(C,,Crn) représente les coordonnées des projections des C, sur la

nouvelle base Cy, .

Cette démarche nous intéresse particuliérement puisqu’elle nous permet de comparer les

structures de la population définies par les opérateurs de produits scalaires.

Enfin ceci met un terme a cette troisiéme section consacrée a I’analyse fine des différents
tableaux a ’étude que I’on a appelé intrastructure. Comme on I’a constaté, ’analyse de
intrastructure nous permet d’étudier les ressemblances ou les différences entre les éléments
correspondants des différents tableaux. Par ailleurs, lorsque les différents tableaux étudiés
sont indexés sur le temps, il est intéressant de décrire 1’évolution du phénomeéne. Cet objectif
peut étre limité a une description de "I’évolution globale" du phénomeéne ou, au contraire, il
peut consister en I’étude de I’évolution de chacun des éléments composant les tableaux, On
parlera alors de “I’analyse des trajectoires” de ces éléments. Cette derniére analyse est en fait

I’objet principal de la prochaine section.
2.1.4 Trajectoires

Lorsque I’on dispose d’une suite de tableaux de données qui, plus souvent qu’autrement, sont
indicés par le temps, nous sommes conduits & décrire 1’évolution du phénoméne étudié.
L’étude de Pinterstructure a mis en évidence les écarts entre les tableaux sans cependant les
expliquer. C’est pour cette raison que I’on doit avoir recours a la technique des trajectoires

afin de déceler quels sont les individus ou les variables responsables de ces écarts.
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Il existe deux types de trajectoires nous permettant de faire 1’analyse de chacun des éléments
composant les tableaux : les trajectoires des individus et les trajectoires des variables. On
utilise les trajectoires d’individus lorsque les T tableaux de mesure ont été recueillis en
différentes occasions et sur les mémes individus. D’autre part, les trajectoires des variables
sont utilisées lorsque les mémes variables ont été mesurées sur T groupes d’individus

différents.

Dans la plupart des cas, nous sommes en présence des mémes variables mesurées sur les
mémes individus en différentes occasions (le plus souvent a différentes dates). Alors, selon
qu’on s’intéresse aux individus ou aux variables, on considére 1’une ou I’autre des trajectoires

présentées ci-dessus.

Afin de concrétiser la notion de trajectoire, reprenons notre exemple introductif concernant les
cinquante actions boursiéres d’entreprises canadiennes étudiées sur une période de quinze
années. Dans ce cas, la trajectoire d’un individu est la position d’une entreprise pour les
quinze années par rapport a I’entreprise fictive "moyenne" qui est en fait le compromis. Cette
étude nous permet alors de constater quelles sont les entreprises qui ont eu une évolution
"moyenne" au cours des quinze derniéres années et quelles sont celles qui se sont démarquées
de la tendance générale. De plus, lorsque la distribution des points de la trajectoire présente
certaines structures spécifiques, il est possible d’expliquer les axes du compromis et alors,
d’interpréter de fagon plus détaillée 1’évolution d’une entreprise a travers les années par
rapport a ces axes dont on connait la signification. Par ailleurs, puisque cette étude porte sur
des variables mesurées sur les mémes entreprises et ce, annuellement, on peut faire une
interprétation similaire en considérant les variables au lieu des entreprises et ainsi obtenir une
analyse des trajectoires des variables. Bref, I’analyse des trajectoires nous permet de décrire
les écarts entre les tableaux en identifiant les individus ou les variables qui en sont

responsables.

Nous nous proposons alors dans cette derniére section de présenter de fagon générale certains

€léments qui entourent les trajectoires ainsi que les diverses interprétations qui peuvent en
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découler. Etant donné que les deux types de trajectoires introduits précédemment se traitent
de fagon trés similaire, nous avons choisi d’exposer uniquement I’analyse des trajectoires des
individus, I’extrapolation a I’analyse des trajectoires des variables étant relativement simple.
Le lecteur qui désire approfondir cette étude de I’analyse des trajectoires pourra consulter

LAVIT[11].
2.1.4.1 Généralités

On a pris I’habitude d’utiliser le terme "trajectoire” car le plus souvent, les données décrivent
un phénomene évolutif. Notons cependant que cette technique s’applique tout aussi bien a des

données non temporelles.

La représentation des trajectoires se fait dans I’image euclidienne compromis qui, en général,
est limitée aux deux premicres dimensions. L’objectif est de représenter sur cette méme
image les T nuages d’individus (respectivement les variables), le i° nuage étant défini par les
variables (respectivement les individus) du i° tableau. On aura ainsi une représentation de nT
points, soit n trajectoires de T points puisque n est le nombre d’individus. Les différentes
positions d’un individu définissent sa trajectoire. La méthode utilisée rappelle la technique
des points supplémentaires, telle qu’habituellement utilisée en analyse des données
multidimensionnelle. Pour de plus amples informations a ce sujet le lecteur pourra consulter

BENZECRI [2].

2.1.4.2 Interprétation du sens de parcours d’une trajectoire

Les trajectoires s’interpretent par rapport a I’évolution moyenne, c’est-a-dire par rapport a
I’évolution d’un individu fictif moyen qui aurait pour valeurs les moyennes des variables de

chaque tableau. Les variables étant centrées dans chaque tableau, la trajectoire de cet individu

moyen est réduite a un point qui est a I’origine du plan.
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En ce qui conceme la forme des trajectoires, il est possible de distinguer deux types : une
trajectoire peu étendue, concentrée pres du compromis ou une trajectoire de grande amplitude.
Dans le premier cas, ce type de trajectoire correspond a un individu dont I’évolution suit
I’évolution moyenne. Cela signifie que, pour chaque variable, I’écart entre la variable pour cet
individu et la moyenne est régulier d’une période donnée a I'autre. A I’inverse, une trajectoire
de grande amplitude refléte un changement de structure de I’individu au cours des périodes,

différent de I’évolution moyenne.

D’autre part, on peut interpréter de fagon plus détaillée les trajectoires des individus lorsque
les points se regroupent nettement par variable sur le graphique des corrélations des variables
avec les axes du compromis. Ce cas se rencontre fréquemment puisque les variables sont
souvent fortement auto-corrélées dans les différentes études. Il est alors facile, en général,
d’expliquer les axes du compromis en fonction des variables et d’interpréter le sens de

parcours d’une trajectoire le long d’un axe dont on connait la signification.

A I'opposé, lorsque les corrélations entre les variables a I’intérieur d’un méme tableau sont
fortes, les points du graphique des corrélations se regroupent plutdt par étude que par variable.

I1 est alors difficile de décrire les axes en fonction des variables et d’interpréter les trajectoires.
2.1.4.3 Individus supplémentaires

Les éventuels individus placés en supplémentaire n’interviennent pas, par définition, dans la
détermination de I’intrastructure ni dans la définition du compromis. Ainsi, leur position

n’existe pas.

Si un individu est absent de certaines études, on peut le placer tout de méme dans I’image
euclidienne compromis. Pour ceia, on le traite comme un individu supplémentaire et on
calcule les coordonnées des points de sa trajectoire correspondant aux études dans lesquelles il

est présent.
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C’est sur cette derniére remarque que se termine la premiére partie de ce second chapitre.
Celle-ci nous ayant permis de couvrir I’essentiel de la théorie entourant la méthode d’analyse
des données évolutives STATIS, nous allons maintenant présenter le résultat principal de ce
mémoire. Nous nous proposons alors, dans la deuxiéme partie de ce chapitre, de présenter une

extension de I’analyse factorieile d’opérateurs.

2.2 Extension de ’analyse factorielle d’opérateurs

Jusqu’a présent nous avons présenté un ensemble de méthodes statistiques que I’on peut
retrouver dans les manuels d’analyse de données multidimensionnelles tels que SAPORTA
[15), DAZY et LE BARZIC [3], FOUCART [6] et LAVIT {11].

Afin de décrire adéquatement le concept ainsi que la théorie se rattachant a cette extension,
nous avons subdivisé cette deuxiéme partic en deux sections. La premiére section nous
permettra d’établir le concept général de la méthode tandis que la seconde section servira a la

présentation de la théorie nécessaire a la formalisation de ce concept.

2.2.1 Conceptualisation de la méthode

L’extension de ’analyse factorielle d’opérateurs a comme principal objectif de nous permettre
d’augmenter la richesse de I’information que I’on peut extraire d’un ensemble de données

multidimensionnelles. La conceptualisation de ce prolongement est considérablement

simplifiée par la présentation de la figure suivante :

78



” vd
7 P
[ ] 4
”, ’
td 4
” I’
. + X
g -~ In
e ° e
td ra
" - td
2 i’ .
e s ”, -
- ’ -’
, ’, ’
, s ’
-, , -,
rd td s
P i e x
, ’ ’ 2n
’ ’ X R4
1 12 .
L.
P ,
”, ’
’ hd s
, ,
i e
X . ..
8] - ’
I’ ,’
- x s e
22 s
’
Z
P ’
”
’, ’
> ad e
td td
R ,
wv x
@ 20 L . %
-G il P4 mn
. ,
s
s 2
'-6 ° ’ ’
e
g 7 -
. ] ’ td
”, ’
-, -,
, .
[ ] ,’ I’
, ,
-, -
xmz .
PR
s, a
’ 7
e 11’
’
-,
X - t""
, 4
ml ,
’,
,

vanables

Figure S: Structure des données dans l’extension de [’analyse

Jactorielle d’opérateur

Remarquons tout d’abord qu’en faisant abstraction des X; i=1,2,...m j=1,2,..,n dans la
figure 5 on obtient une suite de tableaux %; j=1,2,...,n croisant individus et variables. La
structure de ces n tableaux y; est en fait exactement celle a laquelle nous nous sommes
attardés lors de la présentation de 1’analyse factorielle d’opérateurs a la section précédente.
Nous supposerons alors dans la suite de cette section que les tableaux X;j,X2j,-...Xm;
J=1,2,...n présentent les mémes groupes de variables mesurées sur des groupes d’individus

différents.

Par ailleurs, mentionnons que dans la figure 5 nous avons décrit une structure ou toutes les

suites de tableaux X;;,Xi,....Xin i=1,2,....,m ont la méme "dimension temporelle". Cependant,
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il est important de souligner que le cas plus général, ou les "dimensions temporelles" different,
peut étre traité de fagon tout a fait identique. En fait, nous avons choisi de présenter le cas de

la dimension temporelle identique tout simplement afin d’alléger la notation nécessaire.

Le point de départ de cette extension est la partition des individus de chacun des tableaux ¥
j=1,2,@® selon une variable qualitative 4 m modalités dont on aimerait analyser le
comportement. De cette fagon nous obtenons m séries de tableaux portant sur les individus
caractérisés par la i° modalité i=1,2,...m. On applique alors la méthode STATIS duale a
chacune de ces séries afin de calculer I’opérateur compromis associé aux tableaux
X1, Xi2,...nXin 1=1,2,...,m. Finalement, on effectue une analyse transversale (interstructure) a
I’aide de la méthode STATIS duale sur les m opérateurs compromis calculés afin d’analyser le

comportement des variables selon les diverses modalités de la variable qualitative considérée.

Reprenons I’exemple introductif concernant le comportement de cinquante actions boursiéres
d’entreprises canadiennes sur une période de quinze années pour mieux illustrer ce concept.
L’utilisation de la méthode STATIS permet d’analyser I’interstructure, 1’intrastructure et les
trajectoires de ces cinquante actions d’une fagon tout a fait individuelle I’une par rapport a
'autre. L’extension que nous proposons permet, entre autres, d’effectuer |’analyse de
’interstructure de ces mémes actions, mais ces derniéres pourraient étre regroupées selon une
variable qualitative représentant, par intervalle de cinq ans, le nombre d’années d’existence de
I’action. Ainsi, cette méthode nous permettrait probablement de constater comment les

variables a I’étude ont évolué selon le nombre d’années d’existence des diverses actions.
Nous venons de présenter le concept du prolongement de I’analyse factorielle d’opérateurs

d’une fagon informelle. Dans la sous-section qui suit, nous allons donner le formalisme

nécessaire 3 sa mise en ccuvre.
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2.2.2 Formalisation théorique de la méthode

Afin de mieux visualiser les différents opérateurs que nous utiliserons avec cette nouvelle
structure des données, la notation des indices sera identique a celle exposée dans la figure 5

présentée précédemment.

2.2.2.1 Description des objets

Comme nous P’avons exposé dans la figure 5, nous sommes en présence de m séries de
tableaux Xi;,Xiz,....Xin (que nous avons supposé ayant tous la méme "dimension temporeile")
chacune étant caractérisée par une des modalités de la variable qualitative considérée. Ainsi,
puisque ces m séries portent toutes sur les mémes groupes de p variables mesurées sur des
groupes d’individus différents, nous allons naturellement utiliser les opérateurs de covariance
que nous noterons {[;} i=1,2,.a j=1,2,..,n. D’autre part, nous définissons par
X=(X1,Xa,...,Xp) le vecteur aléatoire défini sur des populations différentes {I} i=1,2,...m
Jj=1,2,....,n que nous supposerons finies. Ainsi, les opérateurs {[';} i=1,2,..,m j=1,2,...n sont
les opérateurs de covariance d’un méme vecteur aléatoire X=(X,,X3,...,X) défini sur un méme

espace hilbertien E.

2.2.2.2 Premiere phase

La premiére étape a franchir dans I’application de cette méthode consiste a calculer les

opérateurs compromis de chacune des m séries de tableaux (Xii,Xi2,...,Xin). Pour ce faire, nous
allons interpréter le i compromis 7 i=1,2,....m comme I'opérateur de covariance du vecteur
aléatoire X défini sur un espace probabilisé particulier. A cette fin considérons (1 i 8(L;), P,J.)

1=1,2,...m j=1,2,...,n etposons :

I,=Y1; avecVj=12,...n et Vo, eI, P(w;)=P(w; cl)=u;P(w;)
j=1
ou Pjj(w;) est la probabilité pour que I’individu @) appartienne a

la population I;; supposée finie.
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On obtient alors les m opérateurs compromis associés aux familles d’opérateurs {I'i;,I',...,[in}

i=1,2,....m que I’on définit comme suit :

If=uf T, =) u;l,;
j=l

N 1 s 8
ou u = ", est le vecteur propre associé a la plus grande valeur propre de
u
1=l

L)

I’opérateur caractéristique, dont les coordonnées sont positives ou nulles et

de somme 1.

n
Le coefficient de normalisation Zu; est choisi afin que le compromis soit un objet de méme
j=l

nature que les objets intervenant dans sa construction.

Ainsi, en s’appuyant sur la représentation matricielle des opérateurs considérés, on peut

facilement vérifier que I’opérateur de covariance totale (noté ') est égal a la somme de
’opérateur de covariance interclasse (noté I°) et de I’opérateur de covariance intraclasse

(noté I/} pour tout i=1,2,....m :

n
[[=0f+I/ oi I/ =)ul,
=l

Bref, on interpréte le i° opérateur compromis [Y i=1,2,..,m comme un opérateur de

covariance intraclasse du vecteur aléatoire X défini sur I’espace probabilisé (/;,g(/;),P,) ou

g (li)) représente I’ensemble des parties de I; et P; la mesure de probabilité définie sur ce

méme ensemble.

2.2.2.3 Deuxiéme phase
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Dans le cadre de cette deuxiéme et demiére phase nous allons considérer comme objet

représentatif de chacune des études les opérateurs compromis {F,‘,l" I ,,‘,} calculés

précédemment. Ainsi, étant donné que les opérateurs I; i=1,2,....m sont les opérateurs de
covariance, nous allons utiliser & nouveau la méthode STATIS duale. Notons cependant que
les opérateurs I'7 i=1,2,....m ne doivent pas étre considérés comme des tableaux de données

initiales lors de I’utilisation du logiciel STATIS de LAVIT[11]. En effet, les opérateurs
compromis sont déja des matrices de variance-covariance résumant 1’information de chacune
des études associées aux m modalités de la variable qualitative de segmentation. Ainsi, nous
pouvons utiliser le logiciel STATIS seulement aprés avoir effectué les modifications

permettant de lui intégrer cette variante.

La démarche qui suit étant pratiquement la méme que celle que nous avons décrite dans la
premiére section de ce chapitre, nous allons, dans un souci de ne pas alourdir inutilement le

texte, présenter briévement les principaux résultats.

Considérons tout d’abord la famille {[},[ ..., [';} d’opérateurs compromis définis sur un

méme espace hilbertien E avec le produit scalaire canonique u-v = Zu,.v,. . Etant donné un

{

vecteur u=(uy,uz,...,um)€E™, nous définissons I’opérateur u -I'° de la fagon suivante :

Vxe E (uv[")(x):iuil"f(x)

=1
Puisque I’opérateur I7 i=1,2,....m est un opérateur de covariance, il est évident que ce dernier
est symétrique. Il est alors facile de vérifier que I’opérateur u-T° I'est également. Par
conséquent, I’application F :E™ xE" — E définie par :

VuelE™ vveld” F(u,v)=(u-F‘,v-F‘>

H.S.
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est une application bilinéaire symétrique. Ainsi, il est possible, comme ¢’est usuel en analyse
des composantes principales, d’avoir un unique opérateur o(u) de ™ dans lui-méme associé a
F tel que :

Yvel@” o(u)-v=F(u,v)

Par construction, I’opérateur ¢ est un opérateur symétrique semi-défini positif de E™ appelé
opérateur caractéristique de la famille {F,.‘} i=1,2,...,m. Cet opérateur donne alors
I'information au sujet de I’interstructure de la famille. En effet, la solution du probléme

d’optimisation suivant :

2
max "u - "
"‘Iz =l H.S.

nous donne |’opérateur caractéristique. Notons cependant que cette procédure doit étre itérée
sous les contraintes d’orthonormalités. Comme nous pouvons le voir, cette procédure est tout a
fait similaire a celle des composantes principales et conduit aux vecteurs propres et aux

valeurs propres de 5. Nous arrivons naturellement a la définition suivante :

Définition 2.6
On appelle opérateur principal I'opérateur O, 3=1,2,....,q <m défini sur 8™ et ayant la forme

suivante :
m .
— c i e
O, =u-I'= E u, I;
-

ol le vecteur u, = (u,,u; ,....u; ) € B" est le vecteur propre unitaire (|u,]| = 1) de I'opérateur &

associé a la valeur propre non nulle A,. Les vecteurs propres uj,u,,...,u; sont associés aux

valeurs propres A;>A;>...2Aq>0 rangées par ordre décroissant.
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Nous avons démontré au théoréme 2.1 que les opérateurs O, 3=1,2,...,q constituent une

famille orthogonale ((0,,0,)=0 VA#X) dont la norme de chacun des éléments est

2

'li_/z (”01 =4,).

Par conséquent,

F= iui o, Vi=12,..m

Donc, I’interstructure de la famille {[,I; ,...,F;} d’opérateurs de covariance n’est autre que
le spectre de I’opérateur caractéristique o. Cette analyse nous permettra alors de déceler les
proximités et les différences entre les différents opérateurs résumant I'information de chaque

modalité de la variable qualitative de segmentation.

En terminant, il est intéressant de remarquer que les opérateurs {F,‘,l“{,...,l" ,f,} ne sont rien
d’autre que des opérateurs de covariance "moyens” d’un méme vecteur aléatoire

X=(X},X3,...,Xp) défini sur des populations différentes {I;} i=1,2,...,m que nous avons supposé

finies. Nous pouvons alors interpréter I’opérateur compromis des opérateurs compromis ( ‘)‘

comme é€tant I’opérateur de covariance intraclasse du vecteur aléatoire X défini sur I’espace

probabilisé (7,¢(),P) ou I =Y Y, . Cet opérateur compromis "généralisé” est donc défini
i=l j=l

sur un espace probabilisé identique a celui que nous avons décrit a la section 1.3.1.1 dans le

cadre de la présentation de la méthode STATIS traditionnelle.

C’est ainsi que se termine cette derniére section de ce deuxiéme chapitre consacré au
développement de la théorie permettant de formaliser 1’extension de I’analyse factorielle
d’opérateurs que nous avons proposée. Les deux premiers chapitres ayant été consacrés

essenticllement 4 une présentation théorique, il nous a semblé intéressant de terminer ce
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mémoire dans un contexte un peu plus concret. Nous nous proposons alors dans le prochain
chapitre d’utiliser ces deux méthodes (STATIS et Extension de [’'analyse factorielle
d’opérateurs) afin d’analyser |'évolution économique de certains pays a travers le monde au

cours des derniéres années.
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CHAPITRE 3

ANALYSE COMPARATIVE DE L’EVOLUTION
ECONOMIQUE DE CERTAINS PAYS A TRAVERS LE MONDE

Nous avons développé dans les deux premiers chapitres 1’essentiel de la théorie nécessaire a la
compréhension de I’analyse factorielle de tableaux multiples nous permettant de justifier
’extension proposée. Cependant, puisque la théorie prend tout son sens dans la pratique, nous
nous proposons d’effectuer, dans le cadre de ce dernier chapitre, certaines analyses nous

permettant d’illustrer les principales méthodes statistiques étudiées dans ce mémoire.

Dans une premiére section nous nous proposons d’effectuer une analyse comparative de la
structure de I’économie de divers pays a travers le monde. Naturellement, cette analyse, qui
s’effectuera a I’aide de la méthode STATIS, a pour simple objectif de sensibiliser le lecteur
aux diverses interprétations que 1’on peut tirer de ce genre d’analyse de plus en plus utilisée.
Par la suite, nous utiliserons la seconde section afin de présenter, a titre d’illustration, les
résultats issus d’une analyse basée sur I'extension de l’analyse factorielle d’opérateurs

proposée dans la seconde partie du deuxieme chapitre.
3.1 Analyse comparative de la structure de I’économie de divers pays

Comme nous I’avons mentionné précédemment nous utiliserons la méthode d’analyse
factorielle d’opérateurs STATIS pour effectuer cette analyse comparative. Ainsi, nous
débuterons cette section par une présentation des données pour ensuite poursuivre avec
’interprétation des résultats des diverses analyses qui composent la méthode STATIS :

interstructure, intrastructure et représentation des trajectoires.
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3.1.1 Présentation des données

L’accumulation systématique de données normalisées a beaucoup progressé ces cinquante
derniéres années, mais il subsiste d’importantes lacunes et des écarts notables dans la qualité
de l'information. Cela dit, sachant que la Banque mondiale possédait une excellente
réputation concemnant la fiabilité de ses données intemationales de nature économique, nous
avons décidé de puiser nos données dans la seconde édition annuelle de sa plus importante

référence statistique intitulée : "World development indicators 1998".

L’étude que nous nous sommes proposés d’effectuer couvre la période, d’une durée de 26 ans,
débutant en 1970 pour se terminer en 1995. Chaque année formera un tableau de données
croisant les individus et les variables choisies. Le logiciel utilisé pour faire nos analyses
juxtapose le premier caractére de chaque nom de tableau avec les 3 premiers caractéres du
nom de chaque variable pour construire le graphique des corrélations des variables avec les
axes du compromis dans |’intrastructure. C’est pour cette raison que nous noterons A70 le
tableau de données de I’année 1970, B71 le tableau de données de ’année 1971 et ainsi de
suite jusqu’a Z95 pour le tableau de données de I'année 1995. Par ailleurs, nous avons
sélectionné un échantillon de 40 pays représentant un peu plus des quatre cinquiémes de la
production mondiale. Ainsi, ce dernier englobe probablement toute 1’expérience de la période
considérée en matiére économique. De plus, mentionnons que tous les pays membres de
I’Organisation de Coopération et de Développement Economiques (OCDE) en 1998, a
I’exception de I’Allemagne dont les données n’étaient pas disponibles, ont été sélectionnés.
Afin de prendre connaissance de cet échantillon, on trouvera ci-dessous la liste des quarante
pays accompagnés de leur abréviation utilisée dans I’étude et nous ajouterons également, a
titre informatif, leur continent d’appartenance ainsi qu’'une mention disant si le pays est

membre ou non de I’OCDE en 1998.
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Tableau | : Liste des pays sélectionnés

s

Afrique du Sud
Algérie
Australie
Autriche
Belgique
Brésil
Cameroun
Canada
Chili
Chine
Colombie
Danemark
Espagne
Etats-Unis
Finlande
France
Gabon
Gréce
Inde
Indonésie

{hrcynatien  Coatment O DY Pais Vhecvaationr Conitnnent (0 Y

ZAF
DZA
AUS
AUT
BEL
BRA
CMR
CAN
CHL
CHN
coL
DNK
ESP
USA
FIN
FRA
GAB
GRC
IND
IDN

Afrique Non Irlande IRL Europe Oui
Afrique Non Islande ISL Europe Oui
Océanie Oui Israél ISR Asie Non
Europe Oui Italie ITA Europe Oui
Europe Oui Japon JPN Asie Oui
Amérique  Non Luxembourg LUX Europe Oui
Afrique Non Maroc MAR Afrique Non
Amérique  Oui Mexique MEX Amérique  Non
Amérique  Non Norvége NOR Europe Oui
Asie Non Nouvelle-Zélande NZL Océanie Oui
Amérique  Non Pakistan PAK Asie Non
Europe Oui Pays-Bas NLD Europe Oui
Europe Oui Pérou PER Amérique  Non
Amérique  Oui Philippines PHL Asie Non
Europe Oui Portugal PRT Europe Oui
Europe Oui République de Corée KOR Asie Qui
Afrique Non Royaume-Uni GBR Europe Oui
Europe Oui Suéde SWE Europe Oui
Asie Non Suisse CHE Europe Oui
Asie Non Thatlande THA Asie Non

D’autre part, pour chacun des pays sélectionnés nous avons recueilli des données relativement

a huit variables ayant un caractére économique. Nous avons utilisé comme unité monétaire

comparable le dollar américain constant de 1987 puisque nous nous intéressons davantage aux

variations des variables au fil des années plutét qu’a leur valeur nominale. Enfin, certaines

variables sont exprimées en dollars par habitant pour ainsi faciliter ’interprétation des

résultats. Le tableau qui suit présente les définitions caractérisant chacune des variables

sélectionnées, I’unité de mesure correspondante ainsi que I’abréviation utilisée dans I’étude.

Tableau 2 : Liste des variables sélectionnées

Porrrahdos

[RATISI NI TIIIT DY teritioons

Produit intérieur

(@ prix constant de
1987)

Milliards
Uss

PIBM Le produit intérieur brut au prix du march¢ est la somme des valeurs ajoutées de tous les
producteurs résidents et non résidents plus toutes les taxes et moins toutes les subventions
qui ne sont pas incluses dans la valeur de Ia production. 11 est calculé sans tenir compte
des déductions pour la dépréciation des actifs construits ou de la diminution et de la
dégradation des ressources naturclies.
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Croissance annuelle % annucl CPIB Le pourcentage annuel du taux de croissance du PIB au prix du marché est basé sur la

du produit intévieur valeur de la monnaie locale constante par rapport 3 1987.
brut

Produit intérieur uss/ HPIB Le produit intéricur brut par habitant est tout simplement le PIB au prix du marché divisé

brut par habitant habitant par la population totale du pays considéré.
Consommation uss/ CGGV La consornmation générale du gouvernement inclus toutes les dépenses courantes pour
générale du habitant I"achat de biens et services (incluant les salaires) par tous les niveaux de gouvernement
gouvernement excluant les entreprises gouvernementales. Elle inclut aussi les dépenses pour la sécurité

et la défense nationale. On divise par la population totale pour avoir I'unité voulue.

Exportations de uss/ EXPT Les exportations de biens et services représentent la valeur de tous les biens et services
biens et services habitant produits sur le territoire du pays et envoyés a I’extérieur de ce demier. Elles incluent la

valeur des marchandiscs, transports, assurances, voyages ct les transactions n'impliquant
pas le transfert de biens. Les transferts de biens et revenus de propriétés (formellement
appelé revenus associés 4 bien) tels que les revenus d’investissements, d’intéréts et les
revenus de professionnels sont exclus. On divise par la population totale pour avoir ['unité

voulue.
Imporsations de uss/ IMPT Les importations de biens et services représentent la valeur de tous les biens et services
biens et services habitant produits & I’extéricur du pays et amenés a I'intérieur de ce demier. Elles incluent la valeur

des marchandises, transports, assurances, voyages les transactions n’impliquant pas le
transfert de biens. Les transferts de biens et revenus de propriétés (formellement appelé
revenus associés 3 bien) tels que les revenus d’investissement, d’intéréts et les revenus de
professionnels sont exclus. On divise par la population totale pour avoir I'unité voulue.

Taux d'inflation % annuel INFL L'inflation est mesurée par le taux de croissance annuel du déflateur implicite du PIB. Le
annuel (déflateur) déflateur implicite du PIB mesure le taux moyen annuel du changement des prix dans
I'ensemble du pays pour la période concernée.
Balance Uss/ BCOM La balance commerciale est égale aux exportations de biens et services moins les
commerciale habitant importations de biens et services. On divise par 1a population totzle pour avoir I'unité
voulue.

Les variables concernant |’exportation et I’importation de biens et services par habitant sont
évidemment interreliées a la variable concernant la balance commerciale par habitant. En
effet, la balance commerciale n’est autre que la soustraction de I’exportation et de
'importation. Ainsi, afin de ne pas influencer les résultats de I’analyse nous avons décidé de
présenter cette variable en supplémentaire. Etant donné que cette variable n’est pas incluse
dans les variables actives, elle a un poids nul et n’intervient donc pas dans le calcul des axes.

Nous pouvons tout de méme situer cette variable par rapport aux autres.

Enfin, avant de présenter une série de tableaux sur les données a I’étude ainsi que certaines
statistiques ¢lémentaires les concernant, notons que cette étude présente un intérét particulier
puisqu’elle couvre la derniére période de récession en Amérique du nord, soit de 1989 a 1991.
Ainsi, ceci nous permettra d’observer I’influence d’une telle situation sur le comportement des

autres pays dans le monde.
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Tableau 3 : Données initiales et statistiques élémentaires sur les variables a I’étude

CGGYV EXPT IMPT INFL PIBM HPIB CPIB BCOM
AUS 1467,13 1296,03 14%90,59 532 121,53 9717,28 48 -194,57
AUT 2014,04 223591 234038 4,74 74,15 9985,67 7.12 -104,47
BEL 152145 4621,22 4636,31 4,62 95,25 9883,1 6,35 -15,08
BRA 132,96 64,27 100,43 17,18 109,72 1144,71 8,69 36,16
CAN 22714 2074,55 1620,64 4,62 212,66 9972,99 2,59 453,92
CHE 2634,33 5315,59 464402 4,71 135,61 21638,29 6,38 671,56
CHL 189,53 193,16 442,72 40,72 13,26 1396,52 211 -249,56
CHN 12,71 6,01 5.1 5,11 7547 92,23 25,5 09
CMR 73,52 91,73 136,92 8,1 4,01 616,42 2,89 45,18
coL 57.51 114,76 121,6 998 17 772,79 7,01 -6,83
DNK 3061,34 322183 4212 8,34 69,23 14046,08 2,03 990,17
DZA 216,81 490,31 326.6 542 28,81 2095.8 8,86 163,71
ESP 545,89 546,98 61737 5,94 175,88 5206,77 425 70,39
FIN 185167 2438,72 261242 3.85 51,18 111,52 747 -173,7
FRA 1999,34 1566,08 1711,27 5,63 566,94 11166,39 5,73 -145,19
GAB 349,34 124771 928,35 -0,06 2,08 4136,03 8,29 31936
GBR 1882,39 1621,6 1661,73 728 470,84 8463,39 2,36 -40,13
GRC 404,03 278,73 602,57 391 32,75 372448 7,95 -323,84
IDN 13,24 67,32 21,39 14,63 24,85 211,43 72 4592
IND 21,55 11,81 14,52 1,71 133,96 244,65 5.2 2,71
IRL 957,83 170137 2185,57 9,74 16,68 5655,52 2,66 -484,19
ISL 1725,37 3966,68 3489,38 16,2 2,26 1109531 7.46 4773
ISR 2181.23 1273,99 234,76 9,64 17,06 5736,58 731 -1073,77
ITA 1455,43 1200,97 1282,59 6,87 466,39 8665,44 531 -81,62
JPN 1098,87 722,45 850,59 6,58 1240,83 11891,65 10,59 -128,14
KOR 160,01 108,34 194,45 19,23 30.87 967 8,84 -86,11
LUX 17729 10401,39 10233,78 15,09 43 12668,59 L7 167,62
MAR 44,74 142,04 157,57 329 8,81 575,48 4.9 -15,53
MEX 84,57 135,27 216,05 10,75 68,92 1369,43 7,46 -80,78
NLD 1712,65 4010,83 446591 6,17 147,06 11278,51 5,69 -455,07
NOR 2326,15 33718,71 4624,61 12,81 46,36 11957.81 2 -1245,89
NZL 1382,34 1757,17 1902,64 13,33 24,59 8719,2 -1.42 -14547
PAK 239 32,73 102,31 4,36 13,53 2232 13 -69,58
PER 99 167,98 179,51 9,75 4,25 322,17 5.47 -11,53
PHL 41,63 84,82 104,76 795 18,58 494,86 3,69 -19,94
PRT 216,19 611,34 788,08 1,97 22,87 2528,74 9,11 -176,73
SWE 3520,13 324476 3862,51 5,17 115,68 14382,58 6,47 -617,76
THA 48,63 78,93 152,25 -5 17,42 487,33 11,42 -13.32
USA 3024,54 823,95 1005 5,07 292209 1425046 0,22 -181,05
ZAF 312,44 1028,3 859,02 3,713 3.1 2473,82 5.53 169,28
MOYENNES 1072,718 1559,409 1681,282 7.8558 191,436 6284,255 6,2123 -121,8722
ECARTS-TYPES 1033,647 2004,383 2028,035 713734 489,6776 5479875 4,2542 367,3473
MATRICE DE CORRELATIONS
CGGV EXPT IMPT INFL PIBM HPIB CPIB
CGGV 1
EXPT 0,611 1
IMPT 0.662 0,983 1
INFL -0,044 0,077 0,098 1
PIBAM 0,363 -0,068 0,065 -0,102 1
HPIB 0917 0,715 0,725 -0,055 0,355 t
CPIB -0.379 -0,286 -0,312 -0,402 0,174 -0,34 1
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KOR
LUX
MAR
MEX
NLD
NOR
NZL
PAK
PER
PHL
PRT
SWE
THA
UsA
ZAF

MOYENNES
ECARTS-TYPES

102,91
44,26
240,71
357245
49,38
2911,55
330,03

1105,602

1055,011

CcGGY
EXPT
IMPT

INFL
PIBM
HPIB
CPIB

2150,18
5472,5
191,24

1694,9
1282,62
172245

31045

76,04
11,59
1754,34
360483

1532,1
127834

827,29

128,49

10641,17

137,93

136,09
4385,52
3394,48
1862,86

31,98
158,55
85,18
702,87
3376,4
90,59

824,34

1037,22

161,525

2052,85

CGGY

0,628
0,656
0,001
0,339
0922
0,158

IMPT  INFL PIBM HPIB
1395,01 6.73 12741 9848,8
2476,19 621 77.95 10448 4
4787.09 5.68 988 1021348

122,02 2023 122,13 1243,53
1710.88 32 22491 1039061
4388.64 9,15 141,13 2231706

471,84 18,07 14,48 1497,48

438 023 81,19 96,53

162,3t 3,16 4,16 624,43

136,16 10,66 18,02 796,91
4153,07 7,66 71,08 14321,67

292,71 12,36 26,6 1877,15

61422 7,85 184,06 5383,36
2591,18 7,62 5225  11319,03
1802,54 6,34 59406  11591,15

940,01 6,75 2,29 418,73
1738.72 927 480,81 8596,93

64583 3,16 35,08 3972,47

274 2,52 26,65 22134

17 5.45 136,15 243,01
226547 10,59 17,26 5796,6
4304,88 12,57 256 1242267
253281 12,39 18,98 6182.96
131125 6.72 47523 8788,43
898,87 5.14 1298 48 1228493
22832 9,71 34,47 1057.35
10883 41 0,81 442 1281027

149.48 4,03 931 592,56

199,53 6.16 71,66 1378,15
468302 8.1 15327  11615,68
4888,64 6,67 4848  12422,04
1843 47 11,85 25,86 9061,83

89,17 522 13,59 217,25

182,43 7 443 326,55

101,16 14,48 19,57 506,38

944,23 5,02 24,39 2821,27
3708,88 7.1t 11677 1441984

128,19 0,84 18,28 496,2
1037.93 5.61 300613  14476,13

925,34 4,67 56,63 2552,55

1757,092 73422 198,4745 6491,293

2142,737 4,3949 504,89 5636,946

MATRICE DE CORRELATIONS

EXPT IMPT INFL PIBM

1

0,987 l
-0,165 -0,133 1
-0,065 -0,068 -0.091 1
0,719 0,716 -0,027 0,349
0,121 -0,092 0,231 -0,139

CPIB
484
5.11
3R

11,32
5.76
4,07

92

7,57

3,76

599

2,67

-1.67

4,65

2,09

4,78

2,12
7,12
723
1,63
3,47
13,06
11,22
1,89
4,65
11,65
2,67
5,64
3,97
4,22
4,58
5,18
0,49
424
537
6,63
094
4,95
2,88
545

49777

3,5747

HPIB

|
0,147

BCOM
47,04
-107,84
26,42
55,84
43929
583,86
-280,6
2,6
74,29
-18,74
-775,39
59,59
2,93
-18827
-107,64
342,61
-16.27
-33538
48,65
542
511,13
-700,05
-1000,7
32,91
-71,58
99,83
24224
-11,55
63,44
297,
1494,16
19,39
57,19
23,88
-15.98
24135
33248
237,61
-213,59
111,88

-145,5667

355,6145

CPIB
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AUS
AUT
BEL
BRA
CAN
CHE
CHL
CHN
CMR
coL
DNK
DZA
ESP
FIN
FRA
GAB
GBR
GRC
IDN
IND

ISL
ISR

JPN
KOR
LUX
MAR

NOR

CGGY
1498,54
214142
1687,74

149,71
2359,01
2815,57

217,29

13,85
78,38
6547
337095

258,22

587,36
2094,78
2112,67

479,93

1584,59
1213,12
177,29
1855,61
4532
99,39
1762,47
2541,57
1459,25
27,02
106,67
48,62
261,84
3649,06
49,51
2889,68
321,58

1143,169

1081,393

cGGv

IMPT
INFL
PIBM
HPIB
CPIB

EXPT
1350,72
259125
532597

80,21
2281,84
5765,24

159,53

8,01

90,06

129,18
354554

473,38

694,6
2736,27
1882,24
1321,18
173171

379,01

89,95

12,72
1789,92
406848
1687,74
1369,52

8494

171,23

11100,24

159,35

153,34
4713,58

3843,1
1869,83

25,65

168,52

93,11

834,51
3563,83

102,49

8848
1045,73

1730,075

2178,038

CcGGV

0,641
0,671
0,132
0,322
0927
-0,041

IMPT INFL PIBM
1386,19 9.79 132,32
2758,47 1.6 82,78
5227,28 6,35 103,91

142,97 18,89 137,14
1916,39 5,63 2377
5194,18 9.8 145,65

478,28 85,23 1438

529 -0,7 84,07

156,85 8,33 4,26

126,28 13,14 194
4190,07 9,19 74,83

330,69 1,49 31,87

757,76 8,52 199,06
2686,22 838 56,24
2023.42 6,99 620,38
1066,49 6,6 2,53
1896,29 8,15 497,82

740,52 5.03 382

30,48 17,21 28,26

15,82 10,83 13532
234439 13,36 1838
4264,85 18,37 2,72
247125 12,62 2157
1427,65 6,14 489,13

979,45 5,55 140841

226,32 18,14 35,9

11069,87 579 471

148,66 3,63 9,53

212,83 6,44 77,67

48579 937 158,34
480222 501 50,99
1982,33 9,68 26,97

58,88 6.25 13,7

176,94 8 4,55

101,23 6,55 20,63
1059,47 7.8 26,34
3844,86 6,97 119,44

140,31 6,26 19,08
1128,38 4,66 3159,73

792,08 IS 5732

1830,494 10,1335 209,2807
2§93.814 12,9623 532,746
MATRICE DE CORRELATIONS
EXPT IMPT INFL

1

0,992 I

0,114 -0,092 1

0,069 -0,061 0,111

0,725 0,731 -0.15

-0,022 0,011 0274

HPIB
10041,36
11023,15
10702,23

1363,12
10807,52
22811,24

1461,71

91,52

623,02
83545
14989,71

218143

5778.49
12119,81
1199938

4729,22

887435

4297
229,06
236,1
6079,2
13000,72

6851,25

8994,52
13139,63

1079,08
13530,13

502,42
15053,77
2528,67
6773,759

5841,995

PIBM

l
0,351
-0,013

CPIB
385
621
518

12,29
5.69
32
-0,67
3,55
2,34
7,65

19,82

HPIB

-0,019

BCOM
3547
-167.22
98,69
62,75
36545
571,06
318,76
272
-66,79
29
-644,53
142,69
63,16
50,05
-141,18
254,69
-164,58
-361,51
59,47
-3,09
554,47
-196,37
783,51
-58,13
-130,05
-55,09
30,37
10,68
-59.49
-84.32
-959,12
-112,$
-33,23
-8,42
-8.11
-224,96
-281,03
-37.82
-243,59
253,68

-100.42

277,3574

CPIB
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AUS
AUT
BEL
BRA

CHE
CHL
CHN
CMR
coL
DNK
DZA4
ESP
FIN
FRA
GAB
GBR
GRC
IDN
IND

THA
UsA
ZAF

MOYENNES

ECARTS-
TYPES

CGGV
1581,63
2192,74
1772,55
164,13
245551
286288
217,38
13,96
8324
70,44
3484,52
257,93
61844
2199,59
2166,51
392,29
2093,09
4n2
18,36
22,07
1146,53
2219,62
2857,56
1618,19
1268,15
172,7
1894,96
45,09
105,91
1762.07
2661,24
149065
27,82
109,98
52,85
282,19
373575
51,69
2833,93

328,74

1195,102

1133,392

CGGV
EXPT
IMPT

INFL
PIBM
HPIB
CPIB

6173,78
161,23
8,79
89,96
129,66
3799,78
484,11
756,12
2919,19
2068
128591
1934,31
465,43
104,14
13
1953,53
435839
1709,59
1439,46
886,52
256,83
12480,78
178.44
168,79
530743
4132,14
1799,97
26,27
133,56
105,09
869,17
40444
95
1028,28
970,86

1873,369

2426,003

cGGv

0,619
0,671
-0,165
0292
0,904
<0303

IMPT INFL PIBM
1791,87 14,37 138,46
3004.79 8,05 86,83
6176.45 7.1 1102
168,07 224 156,85
216055 89 256,02
549227 3,14 150,09
444 81 41332 13,69
6,52 0,17 91,05
138,74 6,42 4,49
125,61 19,82 20,71
469692 10,66 77,55
402,38 10,37 32,86
875,09 11,85 214,56
301891 14.08 60,01
229318 8,46 654,13
1031, 14 33,44 2.8
2110,44 7,65 5313
974,89 19.43 4099
39,87 36,51 30,63
17.59 17,6 139,89
2745.74 15,28 19,25
5059,26 31.51 29
327111 27 2229
1537,84 13,69 521,13
1207.74 12,53 152388
299,12 10,24 42,08
121588 122 5.1
17422 6.15 9,86
240,48 12,86 84,17
534823 9,01 165,77
5456,63 9,18 53,08
2361,04 932 28,89
50,63 15,48 14,68
193,26 13.73 478
103,77 17,02 22,44
1193,22 947 2929
4103,57 7,03 124,18
1684 18,42 21,03
1166,89 6,31 332343
862,67 17.96 60,11
2066818 23,8242 2222867
2441912 62,8334  $562,8971

MATRICE DE CORRELATIONS

EXPT IMPT INFL

|

0986 I

-0,132 20,122 1

-0,064 -0,068 -0,086

0,716 0,73 -0,181

0,125 0,16 0,493

HPIB
1034831
11496,07
11316,15

1522,25
11445,03
23338,76

1367,89

103,24

639,67
869,32
1544137

2181,55

6163,77
12860,69
1255091

5087.94

9449,87

4590,99

242,29
238,62

6264,41
13689,05

6799,46

9518,18
14099,67

1240,17
14468,02

597,42
1517
12334,69
13401,67
977225
220
333,47
548,76

3393,07

15261,63
537,82
15683,29
2596,58

7088,283

6082,78

PIBM

0,355
-0,027

CPIB
4,64
4,89
6,05

1437
.1
3,05

4,82
831
5.47
6,74
3,63
3,12
7.719
6,71
544

11,27
6,72
7.32
8,39
338
4,72
6,81
3,34
6,54

82

17,24
8,31
3,45
8,36
4,69
4,11

7.1
.12
5.2
8,79
2
3,97

10,26
5,18
4,87

6,491

3.4806

HPIB

1
-0,227

BCOM
-543.36
-288,1
-114,61
-18,59
319,78
681,51
-283,58
227
48,77
4,05
-897,14
81,73
-118,97
99,71
225,18
254.77
-176,13
-509,46
64,27
4,58
19221
-700,86
-1561,52
-98,38
32121
42,29
321,98
422
-71,68
408
-1324,49
-561,07
-24,36
59,7
133
-324,05
-59,17
134
-138,62
108,18

-193,4475

412,2047

CPiB
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AUS
AUT
BEL
BRA

CHE
CHL
CHN
CMR
coL
DNK
DZA
ESP
FIN
FRA
GAB
GBR
GRC
IDN
IND
IRL
ISL
ISR
ITA
JPN
KOR

MAR
MEX
NLD
NOR
NZL
PAK
PER
PHL
PRT
SWE
THA
UsA
ZAF

MOYENNES

ECARTS-
TYPES

CGGY
1659,43
231441
182735
160,57
254487
2906,07
234,39
13,68
93,11
67,21
3590,5
327,84
669,48
2286.36
2178,64
455,18
2130,36
526.16
16,04
20,57
1213
2374,11
2850,6
164826
1238,93
196,56
1940,13
49,49
109,2
1786,86
2751,57
157737
29
113,41
59,02
326,48
3839.36
49,98
2877,08

346,91

1234,836

1159,05

CGGV
EXPT
IMPT

INFL
PIBM
HPIB
CPIB

238791
6225,83
2315
8,19
99.44
119,66
3914,88
441,15
741,38
288525
223633
1867,37
2067,73
464,27
108,33
13.47
1935,33
4183,18
1755,25
154898
1071,03
2499
13640,27
168,46
164,01
540225
413522
1711,66
21,06
136,66
90,64
722,51
4246,57
99,52
117,73
904,42

1945369

2571,932

CGGY

0,604
0.661
-0,183
0,283
0,905
0,285

IMPT INFL PIBM
178924 18,54 141,08
3207,6 95 9025
6430,51 12,59 114,75
210,89 348 171,04
235734 14,41 267221
54286 693 152,28
452,33 665,32 14,03
7.53 0,23 92,01
135,26 10.66 497
119,92 25,33 21,89
4497,59 13,07 76,82
526,65 49,61 353
936,04 15,95 226,62
3203 81 22,48 61.83
322,02 11,85 674,47
2172.4 75.45 3,71
2127,03 14,56 524,08
813,05 20,93 395
51,44 46,41 33,17
1521 16,7 141,62
2639.26 6.08 20,07
5613,14 3771 3,07
3i21.34 33,71 23,81
1599,72 20,62 545,57
1234,44 20,92 1503,83
344,19 27,48 4623
1270139 16,98 532
178.2 2437 10,39
280,51 22,16 8924
526147 9,16 172,34
5679,51 10,25 55,84
2614.44 298 30,61
56,72 25,59 15,18
239,02 15,35 523
116,36 32,82 232
1232,74 18,87 29,63
4498 41 9,46 128,16
154,31 20,42 21,96
1119.9 8.54 331021
1005,6 14,61 64,65
2162,379 36,585  224,7792
252392 101,6286  560,1829
MATRICE DE CORRELATIONS
EXPT IMPT INFL
1

0,983 1
0,134 0,134 t
0,056 0,079 -0,085
0,712 0,734 0,195
-0,087 -0,077 0,023

HPIB
10280,34
11932,07
11747,44

1621
11733,02
2363422

1379,43
102,19
688,59

8968

15227,65
27237
6447,68

13179,56

12856,83
6467,51
9319,29
4407,67

256,15
236,17
6424.73
14268,32
70516
9899, 44

13651,07
1335,95

14879,04

614,71
1559,81

12723,54
14012,9

10121,28

220,44
354,44
552,32
3384,41
1570343
545,61

1547883
273542

7255081

6164,477

PiBM

0,336
<027

CPIB
1,89
394
4,13
9,04
437
145
2,51
1,05

10,73
5,73
-0,93
741
5,62
3,03
3,11
31,51
-1,36
-3,64

1,24
426
571

4,69
-1,32
9,85
4,21
539
6,03
397
519
595
342
9.28
3,38
1,14
32
4,39
04
7.55

4,7965

53281

HPIB

-0.251

BCOM
-454,71
-204,31
-160,32
-121,47
30,58
791,23
-220,83
0,66
-35,82
0,25
-582,7
85,5
-194,65
-318,56
-85,69
-305,04
-59,3
-348,78
56,89
1,75
703,93
-1429,96
-1366,09
-50,75
-163,41
-94,29
938,88
9,74
-116,49
140,78
-1544,29
902,78
-35,66
-102,36
-25,73
-510,24
-251,84
-54,79
2,17
-101,18

-217,009

466,7906

CPIB
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CGGV
1760,75
2409,04
1904,39
180,6
2661,74
294231
206,96
14,46
8599
67,1
3651,9
374,47
696,99
243367
22638
677.7
224671
583,43
20,44
22
1296,47
2560,02
306991
167982
1372,77
214,89
1987,07
67.1
121,11
184356
2912,08
1620,46
24,71
122,54
61.96
335,12
40032
55,47
2907,84
381,03

1296,047

1200,774

CGGY
EXPT
MPT
INFL
PIBM
HPIB
CPIB

EXPT
1373,33
2934,33
5§739,01

97,45
2184,63
851,32

233,21

9,42

86,62

133,74
3833,77

430,19

730,76

24717
218861
2231.22
200128

508,82

103,24

14,6
2046,7
4233,75
1746,07
1557,69
104397
291,75
11404,33

13598

145,19
5186,44

875,86

1845,632

2270,721

cGGv

1
0,638
0,672

0,118
0272
0912

-0,393

IMPT INFL PIBM
1665,85 15,08 145,03
3061,73 6,46 89,93
5834,15 12,16 13,n
196,66 33,86 179,95
2237,36 9,83 274,15
4622,5 7,13 141,19
273,05 336,05 12,4
751 -1,57 99,63
138,39 599 5,53
104,24 2324 22,35
4268,62 12,43 76,32
594,69 545 37,09
918 16,78 227,85
3208,12 13,26 62,54
2087,55 12,97 672,59
2693,53 583 436
1979.93 26,29 523,47
856,15 12,34 41,89
56.1 11,51 3512
14,64 -1,53 154,63
233038 20,13 21,21
4829.8] 41,84 3,09
3220,74 3712 24,6
1384,83 16,1 533,86
1089,82 137 154,54
3445 25,7 4941
11457,37 -0,86 497
227,11 1,51 11,09
273,75 15,68 94,18
5003,03 10,2 172,18
6041,33 10,04 58,17
2008,03 14,1 3025
51,48 24,13 15,8
225,88 23,09 541
120,31 9.44 2447
887,48 16,23 2834
4325,38 14,51 131,43
147,39 3,52 23,04
968,51 9,22 3296,57
952,88 10,71 65,68
2017,719 21,8335 226,5105
2326,907 51,2406 5603924
MATRICE DE CORRELATIONS
EXPT IMPT INFI,
1
0,982 l
-0,135 0,131 |
0,057 -0,091 -0,078
0,733 0,722 -0,161
-0,451 0,394 -0,457

HPIB
10439.36
11901,42
11548,01

1665,67
118123
22043
1199,56
108,72
743,79
893,71
15082,21
231542
641547
13274,94
12762,89
73519
9310,17
4630,44
264.9
252,06
6675,22
14162,86
721,11
9629,3
13824,7
1400,35
13781,72
640,63
1599,57
12599,33
14516,82
9800,69
222,49
357,02
567,68
3116,58
160414
557,13
15263,8
272287

721543

6033,748

PIBM

0,338
0,13

11,25
2,06
-0,66
5,07
0,54
15
0,28
17,54
0,12
6,05
5.88
9,19
5,66
0,65
332
-2,15
2,91
6,87
6,57
6,7
553
-0,09
4,17
-1,18
4,13
3,54
545
-4,35
2,55
4,94
-0.41
1,59

2,4785

50757

HPIB

0,449

-172,0888

445,1586

CPIB
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23,42
1309.21
2664,08
279,71
1709,73
1420,29

219,25
204043

94,84

1254
1904,24
3112,12
1595,64

2597

125
61,72
348,53
4129,84

64,51
2894,85

393,43

1325,735

1224,615

CGGV
EXPT
IMPT

INFL
PIBM
HPIB
CPiB

4694,62
2084,08
252
136,89
100,68
570,69
3988,93
118,52
1126,15
894,09

1996,399
2395,648

cGGv

0,663
0,701
-0,18
0,264

0,92
0,16

IMPT INFL PIBM
1822,7 11,06 149,33
3596,92 5,63 94,04
660998 7.57 119,44
189,71 47,63 197,56
2398,63 8,71 291
5274,53 2,73 1392
230,41 250,43 12,83
6,2 2,51 94,23
148,63 19,68 523
114,35 25,28 2343
4921,26 9.1 81,26
550,55 10,98 40,2
996,13 16,49 235,37
3145,89 13,54 62,27
2441,72 11,13 701,13
2935,02 1544 5.87
2074,29 15,717 53522
896,89 15,39 44,56
63,89 14,82 3742
14,33 5,96 157,31
2629,98 21,02 215
46113 32,75 327
3077.27 28,89 24,93
1545,87 18,29 568,55
1154 8,03 1608,67
420,54 19.52 56,25
11576,56 12,22 5,09
269,96 1,52 12,31
269,14 19,6 98,19
5466,14 8,96 181
6753,26 748 62,13
1962,48 18,77 3099
534 11,73 16,64
192,13 29,14 5,52
119,28 8,32 26,62
891,95 16,27 3029
4698,38 11,92 132,82
154,34 4,67 25,15
1141 6,53 345732
839,35 i0,93 66,71
2157,709 20,1602 236,5212
2462,457 379524 586,8256
MATRICE DE CORRELATIONS
EXPT IMPT INFL
|

0,982 1
0,151 0,155 1
-0,06 -0,081 -0,101
0,75 0,747 0211
-0,059 -0,033 0,025

HPIB
10641,56
12452,73
12173,91

178635
123734
21935,59
1222,02
101,25
681,62
915,14
16017,42
243417
6549,59
13176.64
1325171
9589,85
9520,84
486045
27535
250,65
6661,28
14870,44
7055,53
10204,05
14264,9
1569,1
1411536
694,82
1623,57
13140,51
15432,33
962,33
227,13
354
602,49
323832
16153,97

5923
15856,74

2706,55

7488,399

6212,106

PIBM

0,338
-0,041

8,79
9.15

4,88
1,56

5,0818

6,0755

HPIB

-0,055

4592815

CcrPiB
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CGGV
18413
258186
2013,89
175.45
2767,58
307333
20823
14,55
78.61
69,56
3885,11
378,83
756,01
26656
2393,77
800,14
223885
635,01
2433
23,59
1318.45
2697,15
229464
1752,89
1465,38
231,68
2095.34
954
120,9t
1957,19
325191
1655.7
25,92
139,19
60,83
385,53
4237.38
6937
2914,65
399,39

1344,863

1240,546

CcGGV
EXPT
IMPT

INFL
PIBM
HPIB
CPIB

EXPT
1472,06
3404,26
6745,01
9237
2565,51
7103,82
314,74
748
83,17
117,94
4131,71
41647
839,99
3181,34
2520,62
2360,39
2319,83
585,71
126,05
15,91
2450,21
5119,76
2140,6
1917,51
1337,12
492,91
11959.92
151,79
1843
5521,19
4844,68
2077,08
20,15
150,5
114,45
597,97
40323
120,84
1130,26
914,37

2092,057

2498,731

cGGvy

0,677
0,707
-0,25
0,261
0,929
0,351

IMPT INFL PIBM
1720,81 7,92 150,56
3815,82 5,75 98,38
6983,42 749 120,05
171,31 46,18 206,66
2412,02 6.29 3014
5719,76 0,26 142,59
374,34 105,93 13,93
6,55 0,96 101,66
159,07 5,89 595
122,67 29,32 2438
4907,97 941 82,57
646,39 11,76 4233
930,22 2338 242,05
3098,7 9,93 62,43
2433,63 9,26 723,69
2814,29 833 52
2105,02 14,06 546,83
953,63 12,95 46,08
65,2 12,76 40,84
18,4 555 168,65
2938,61 13,26 2327
5510,21 32,82 3,56
293834 4235 24,93
1565,11 18,41 584,98
1189,68 6.9 1676,93
498,66 15,87 62,3
11505,15 L17 517
296,68 15,66 1291
23572 29,82 101,39
5590,78 6,66 185,19
6955,95 832 64,36
1980,28 16,47 29,48
57,34 9,08 173
187,67 357 5,54
124,05 8,33 28,1
988 43 26,4 31,99
4505,56 10,53 130,7
180,06 6,38 27,53
1238,37 6,87 3604,61
708,37 11,97 66,01
2217856 16,4088 245312
2521,648 17,9776 611,5037
MATRICE DE CORRELATIONS
EXPT IMPT INFL
1
0,983 1

-0,273 -0,255 1
-0,061 -0,081 0,14
0,755 0,753 <0311
0,3 -0,305 0,125

HPIB
10608,58
13014,42
1222291

1825,63
12665,86
22536,85

1307,52

107,75

750,83
931,17
1622927
24858

665587
13172,69
1361734

824341

9731.8
495041
293,61
262,64

7111,33
16020,84

6898,76
10454,46
14727,58

1711,05
1430524

712,45

1634,96
13365,48
15917,73

9449,56

229,12
34587
620,99

3383,58

15838,33
631,92
16366,8
2618,68

7598978

6339,499

PIBM

0,344
0,007

CPIB
0,82
4,61
0,52
4,61
3,57
243
8,62
7.89

13,74
4,07
1,62
529
2,84
025
322

<114
2,17
343
9,13
721
821
8,72

0,01
2,89
4,24

10,76
1.57

49
3,26
2,32
3,58

4.87
397
0,38
5,55

5,6
-1,6
9,46
426
-1,04

3,6697

4,3305

HPIB

-0.363

BCOM
248,76
411,56
23841
-7893
153,48
1324,06
-59,6
093
-759
4,73
-776.26
22992
.9023
82,63
86,99
45391
214,81
-367.92
60,85
2,49
4884
-390,45
-797.74
35241
147,44
5,76
454,77
-144.89
51,42
69,59
211127
96.8
37,18
37,17
9.6
-390,46
473,26
59,22
-108,1
206

-125,799

469,8127

CPIB
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CGGY
1888,99
2604,5
21338
180,81
2784,58
3130,15
219,03
16,23
878
74,31
411293
380,31
787,92
2753,88
2506,51
559,67
228844
648,82
2799
24,76
1404,67
2863,15
2434,82
1804,78
1527,83
256,37
2129.4
9.8
129.8
2019,45
341223
17324
27,06
118,37
61,24
398,34
436445
76,5
2941,55
392,68

1385,159

1288,443

CcGGY
EXPT
IMPT

INFL
PIBM
HPIB
CPIB

EXPT
155731
3668,1
696045
102,22
2886.4
7356,19
344,78
732
106,1
144,66
4167,58
42828
919,47
347813
2657,87
2378,89
235791
672,99
124,52
16,69
2716,98
5843,17
2207,96
2101.88
1321,72
546,38
1226823
157,29
200,81
5669,58
523033
212639
22,06
165,51
118,64
64531
433425
132,56
12253
922,46

2207,317
2599,831

cGGV

0,686
0,689
0,128
0,251
0,927
-0,303

IMPT INFL PIBM
1830,32 7.6 159,23
3822,58 591 98,08
722839 4,44 123,38

175,06 41,06 21334
2564,73 6,02 315,18
6401,17 3,61 143,17

433,55 57,61 14,98

9,44 L 115,77

167,38 341 726

14491 17,07 26,44
489844 9,86 83,79

676,24 10,01 46,24

910,62 20,63 2456
2993,82 8.42 63,73
249531 10,12 74794
2219,15 -3,75 4,22
2184,89 11,46 566,32
1008,71 12,95 49,17

71,85 9.8 44,45

17,99 2,55 178,37
3357,24 10,53 24,94
5659,84 46,26 n
3148,69 56,38 26,13
1649,49 13,76 606,79
1260,45 4,67 1764,22

624,86 20,44 70,26

12288,55 5,13 539

252,54 1,7 13,28

280,47 16,6 109,88
5906,29 531 189,54
5990,38 6,42 67,28
2012,17 13,28 2948

59.45 9,01 18,69

1382 59,13 555

136,69 9.36 29,54

979,51 2235 32,89
4246,53 9,55 132,99

187,38 9.6 3039
1334,14 1,97 3770,19

692,45 118 67,9

2261,497 14,6285 256,144
259743 15,2801 639,8406

MATRICE DE CORRELATIONS

EXPT IMPT INFL

|

0,992 l

-0,182 0,158 1

-0,065 -0,075 -0,14

0,763 0,746 0223

-0,299 -0,278 0,047

HPIB
11089,77
12984,92
12551,55

1841,54
13113,01
2259344

1384,81

121,08
886,87
988,19
1641732

2633,94

6677,78
13408,83
14012,64

649741

10080,9

5214,18

312,59
271,52
7525.8
1683324

7080,48
10805,59
15354,69

1900,44

14863,5

716,83

1730,11
13595,14
16574,79

944598

240,34
3374
638,17

344137
16069,01

680,6
16938,22

263043

7762,111

6483,49

PIBM

0,351
-0,021

CPIB
5,76
0,31
2,77
323
4,57
041
7.5
13,88
22,01
845
1,48
9,25
1.46
2,09
3,35
-18,84
3,57
6,7
8,84
5,76
7.19
6,02
4,82
3,73
521
12,77
4,07
291
8,37
2,35
4,54
0,01
8,07
0,18
514
282
1,75
10,4
4,59
2,85

4,7425

5,6643

HPIB

1
-0,356

BCOM
-273,01
-154,48
-267,94
-1,84
321,67
955,02
-88,77
-2,13
-61,28
0,25
-730.85
-24197
8.86
484,31
162,56
159,75
173,02
-335,72
52,68
-1.3
-640,27
183,32
940,73
452,38
61,28
-78,48
-20,32
95,25
-79,66
236,71
-760,04
114,23
-37,39
27,31
-18,05
3342
87,71
-54,82
-108,85
230,01

-54,18
3357139

CPIB
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294737
401,49

1416,104

1323,572

cGGV
EXPT
IMPT
INFL
PIBM
HPIB
CPIB

EXPT
164944
4105,13
7474,99
109,19
300144
752092
387,73
104
121,88
1533
4504,4
44522
962,34
3754,09
28439
1898,08
2444.64
708,88
124,7
1732
2846,62
615447
2227,12
2256,46
1367,05
532,05
13409,4
154,56
219,99
6049,24
533594
2228 48
24,26
195,27
121,06
8489
4590,23
143
1319.21
916,49

2329444

2785,707

CGGv

0,681
0,694
-0,268
0,243
0,93
-0,208

IMPT INFL PIBM
181134 11,63 162,13
427024 3,52 103,38
7896,66 452 126,07

185,12 56,48 27,78
2828,75 10,11 327,48
682481 1,99 146,74

523,95 45,72 16,28

13,4 3,46 124,67

180,62 12,85 7.69

142,91 24,11 27,87

5128,7 7.59 86,76

600,45 13,97 49,64
1005.42 16,93 2457

35189 8,78 68,17
2735.95 10,11 772,18
1838,87 20,5 4,19
2393 44 14,5 581,94
1067.64 18,64 50,98

78.14 33,77 47,55

20,48 15,86 168,97
376131 13,67 25,71
5748,09 40,89 395
3053,82 76,19 21,71
1843,25 16,06 64121
1411,26 27 186187

686,6 17,92 76,51

13033 6,35 5.51

255,15 7.57 13,89

356,03 19,73 119,92
621043 4,13 193,74
6071,92 5.7 70,13
2273.03 13,83 30,23

75,16 6,67 19,38

160,65 73,64 5,86

155,26 14,91 31,19
1090,97 19,44 34,75
4729,78 794 138,09

2131 899 31,92
1336,78 929 3850,64

669,07 1543 70,39

2405217 179023 2649707
2757452 173893 6573275

MATRICE DE CORRELATIONS

EXPT IMPT INFL

|

0,994 1

0275 -0,263 l

0,063 0,075 0,169

0,753 0,747 20351

0,258 0,254 0287

HPIB
11170,52
13692,93
12815,49

1921,44
13489,29
23105,28
1482,93
128,66
911,21
1019,86
16956
2741,79
6621,14
14305,68
14404,79
6256,34
10347,12
5339,78
32733
25143
7632,79
17495,2
7334,65
11385,52
16068,59
2038,49
15161,92
733
1844,58
1380138
17219,16
9723,18
241,85
347,58
659,13
3596,67
16649,83
698,35
17109,77
2660,67

7992,282

6684,847

PIBM

0.347
-0,126

CPIB
1,82
541
2,18
6,77

39
2,49
8,69
1,69
6,04

54
3,54
733
0,04
6,96
3,24

0,79
2,76
3,69
6,97
-5.27
3,07
4,86
6,28
5,67
5,53

89
2,35
4,58
9.14
222
425
2,54
3.67
5.
5.57
5,64
3,84
5,03
2,13
3,68

4,338
2,7225

HPIB

-0,267

BCOM
-161,9
-165,12
421,67
<1593
172,69
696,11
-136,22
-3
-58,74
10,4
-624,3
-155.23
-43,09
235,19
107,95
5921

-358,76

406,38
-826,7
41321
4421

-154,56

376.4
-100,6

-136,04
-161,2

-735,98
44,54

-50,9
34,62
-3421

-242,07

-139,55
-78,31
-17,58
24742

-75,71732

313,689

CPIB
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CGGY
1968,88
275237
2216,03

187,15
2817,16
3202,31

213,24

20,16
92,27
90,39
452332

452,64

841,57
2958,15

26228

683,82
2365,64

672,95

35,98
26,45
1533,23
3029,66
2781,46

1883,16
1615,09

265,68
222812

99,42

148,67
2088,21
373415
1729,47

26,89
106,34
63,12
447,96
4653,5
86,97
2966,5
426,92

1466,445

1367,483

cGGry
EXPT
IMPT
INFL
PIBM
HPIB
CPIB

EXPT
1547.22
4318
7682,64
130,86
3043,61
7942.32
436,16
16,09
148,82
158,03
4731
37583
977,15
4060,48
2905,88
1971,38
24371
750,61
128,89
17,21
2998,07
6265,09
2298,74
206534
1586,73
577,13
13164,61
156,57
228
6131,58
5558,86
229623
28,13
166,48
165,75
85838
4552,29
150,7
1427,46
893,14

2383,714

2812,299

cGay

0,687
0,68
-0,126
0,229
0,917
0,379

IMPT INFL PIBM
1954,21 10,52 167,31
453191 4,98 105,79
7890,39 3,85 131,55

182,16 8731 248,53
2930,23 10,63 33233
7353,07 2,71 153,49

6373 28,75 17,61

20,36 2,99 135,44

175,51 14,25 7.54

166,32 27,52 29,02
477594 823 86,38

601,79 25,59 50,1
1030,86 13,42 248,89
3801,07 9,75 7.8
2789,74 11,38 784,73

20698 37,37 428
2306,67 18,84 5724

972,83 17,69 51,88

83,99 30,82 51,76

23,68 11,52 180,21
3557,33 14,7 26,5
5868,08 52,48 4,18
2794.15 123,22 29,68
1935,88 2091 663,85
1291,57 549 1913.35

639,81 26,98 14,47

13487,84 7,92 5.56

229,88 9,46 15,16

458,37 26,57 130,09
6180,25 5,54 196,05
6207,63 13,13 73,6
211343 14,82 30,58

75,85 8,87 214

179,46 65,93 6,04

181,84 14,27 32,79
1153,89 209 36,34
474116 1,72 1404

216,19 12,85 33,53
1265,27 10,12 380736

776,41 24,62 75.68

2441,303 21,7155 268,6913
2822,355 23,3494 654,5715
MATRICE DE CORRELATIONS
EXPT IMPT INFL
|

0,996 1
0,209 0,193 1
0,059 -0,084 0,15
0,77 0,748 -0,253
-0.258 -0,252 0,26

HPIB
1138797
1400625
1335939

2049,12
1351328
24291,02

1580
138,03
866,85

1040,45

168613

2683,49

6657,39
1502125
14564,32

6191.9
10161,47
5379.83
349,04
262,19

779144
18338,52

7652,68

117633
16383,98

195341
15230,73

782

195449

138554
17991,11

982364

259,12
34937
678,59

372129

16895, 13
717,71
16755.92
2787.72

8151,253

6848,155

PIBM

0,331
-0.285

CPIB
32
233
435
9,il
1,48
4,6
8,16

-1,97
4,14
-0,44
0,93

533
1,62
2,11
-1.64

8,86
6,65
3,08
5,75
6,87
353
2,77
2,67
0,84

848
119

1,16
1041
3,06
514
4,59
1,67
5,04
-1,12
7,51

3,7962
3,332

HPIB

|
-0,384

BCOM
-406,99
213,91
-207,75
-51,31
113,39
589,25
201,14
4,27
26,69
-8,28
44,94
-225,96
-53.712
25941
116,13
98,42
130,44
22222
49
6,47
-559,26
397
-495.42
129,46
295,16
-62,68
-323,23
<1332
-230,37
48,67
-648,77
182,8
47,72
12,98
-16,09
295,51
-188,86
65,49
162,19
116,73

~57,5895

242 5851

CPIB
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AUS
AUT
BEL
BRA
CAN
CHE
CHL
CHN
CMR
coL
DNK
DZA
ESP
FIN
FRA
GAB
GBR
GRC
IDN
IND
IRL
ISL
ISR
ITA
JPN
KOR
LUX
MAR
MEX
NLD
NOR
NZL
PAK
PER
PHL
PRT
SWE
THA
UsA
ZAF

MOYENNES
ECARTS-TYPES

CGGV
1954,2
2799,64
2229,34
177,26
2852,42
3263,94
204,64
2039
95,67
91,87
4643,28
468,12
862,88
3066,2
2689,99
786,39
2370,7t
712,47
38,73
27,02
15194
3213,85
2903,66
1921,57
16753
276,48
225498
102,05
160,14
2131,51
3912,91
1743,38
27,67
122,98
59,96
468,52
4753,59
97,92
2974,54
4243

1502,497

1402,227

CGGV
EXPT
IMPT

INFL
PIBM
HPIB
CPIB

EXPT
1559,64
452941
7892,76

155,19
313824
8278,53

391,14

20,24
191,33
136,6
5119,98
365,6
1047,58
425544
2995,92
1771,23
241596
699,86
103,53
17,1
3019,49
6379,82

2363,5
2167,46

2419,078

2804,743

CGGV

0,709
0,683
-0,025
0,219
0915
-0,433

IMPT INFL PIBM
2140,21 10,08 171,56
448983 6,6 105,65
7685,18 5,53 129,42

156,07 107,21 237,61
3140,99 10,77 3446
721828 6,93 155,7

726,3 13,01 18,45

24 335 141,03

253,34 88 8,83

171,12 22,99 29,64
4696,63 10,08 85,61

679,15 144 5161

978,42 12,57 24845
3630,93 11,14 73,14
2716,63 1138 793,96
2880,48 8,56 4,57
2240,19 11,42 564,94

999,39 19,75 5191

110,15 10,63 55.89

24,64 10,26 191,99
357384 17,44 27,38
6204,12 49,81 436
2996,36 126,7 312
1897,84 19,09 667
128733 4,12 1973,82

666,8 17,15 79,28

13076,42 7.18 553

229,14 9,7 14,74

527,08 26,19 141,53
5773,46 536 195,08
6285,89 13,05 74,19
2321,57 15,78 32,04

59.99 9,89 23,1

207,99 64,57 6,49

176,65 1,72 339

1170,6 17,61 36,93
4459,73 9,55 140,38

21299 834 35,52

1316,1 10,16 3877.61

861,3 9,03 80,46

2456,638 19,1975 273,6275

2751,096 25,1318 667,6925

MATRICE DE CORRELATIONS
EXPT IMPT INFL
i

0,991 1
0,133 -0,108 1
-0,055 -0,09 -0,11
0,786 0,746 0,149
<0414 -0,391 -0,035

HPIB
11493,47
13965,09
13136,21

1915,17
13839,18
24504,45
1630,44
1419
986,06
1041,57
16714,53
2679,52
6583,13
15237,37
14653,5
64112
10025,12
533522
369,36
273,16
7952,21
18872,23
788797
11804,81
16777,31
20474
15117,83
743,63
2076,95
13692,65
18094,94
10187,99
271,39
366,12
687,1
3748,88
16872,57
744.9
16898 4
2890,53

8216,787
6890,543

PIBM

0,332
0,125

4,13
17,08
2,1
-0,89
3,02
0,18
1,86
1,18
6,92
-1,3
0,06
7,96
6,53
332
4,26
515
0,47
3,16
6,46
-0,55
2,76
8,79
0.5
038
4.77
7,95
135
34
1,62
-0,01
5,94
1,84
6,31

3.0635

38774

HPIB

0,441

BCOM
-580,57
39,58
207,58
-0,88
2,76
1060,25
-335,16
-2,16
-62,01
-34,52
423,35
-313,55
69,16
624,51
279,29
-1109,25
175,77
-299,53
-6,62
-1.55
-554,35
175,69
-632,85
269,62
4852
-12,71
-570,71
75,69
-279,05
430,08
-643,83
3,67
-27,88
-44,09
-3,92
-357.44
179,23
-51,82
116,08
-32,59

-37,5607

384,1836

CPIB
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MOYENNES
ECARTS-TYPES

CGGV
1972,
2881,63
2198 86
186,81
2884,87
32787
197,81
20,61
100,56
94.26
478987
482,01
903,62
315035
2776,11
798,15
2392,89
72428
4141
29,16
1551,88
3361,19
2674,02
1967.23
1712,42
274,94
228898
108,53
159,61
2170,18
3966,24
173339
29,19
130,48
62,93
483,01
479935
9721
301928
439,88

1523,36

1422,567

CcGGv
EXPT
IMPT

INFL
PIBM
HPIB
CPIB

296,96
6121,32
5628,19
2334.84

30,47

177,48

155,13

84593
4900,18

176,49
1288.89

802,09

2396,912

2778,828

CGGV

0,711
0,691

0221
0.921
-0,207

IMPT INFL PIBM
192993 114 167,35
427519 526 107,73
7680,3 691 131,56
1434 104,83 23899
2632,75 8,69 333,51
698882 7,07 154,26
438,19 8,64 16,52
19,64 0,76 152,44
225,38 12,48 9,49
181,12 24,68 2993
487791 10,56 882
646,55 1,84 54,94
1019,6 13.93 25234
3690,37 8,89 75,51
2171,57 1,73 814,17
25216 16,63 444
2352,16 7,76 573,68
1062,97 25,1 52,11
109,57 6,73 56,15
22,98 744 199,25
342594 15,18 28
6089, 13 5329 445
304397 126,43 31,77
1899,88 17,05 670,05
1247,13 1,82 203344
6763 8,51 83,75
13041,75 10,81 5,59
230,95 7.2 16,16
320 60,49 140,39
572138 538 192.8
6586,32 10,36 74,34
2328,86 1038 32,69
5782 94 24,6
206,17 649 6,46
176,7 8.72 35,12
1208,46 20,69 3172
460941 825 141,79
178,31 5,18 3738
1302,46 6.39 3788,1
693,97 14,95 79,3

2415873 19,1682 274 4117

2755291 26,3218 659,8572

MATRICE DE CORRELATIONS
EXPT IMPT INFL
1

0,991 1
0,131 -0,087 I
-0,062 -0,089 -0,136
0,783 0,75 0,155
0,162 0,166 -0,123

HPIB
11025,95
14224,03
1334828

1883 .46
13233,51
24137,12

143834

i51,14

1030,97

1031.7

17232,68
2763,62
6650,61

15644,17

14944,35
6026,88

10186,48

53229
364,04
277.34

804731
19032.25

7881,24
11850,07
17167,19

2129,75
15293,13

797,31

2012,67
13469,95
18065, 18
10277.47

280,39
356,13
695,02

380556
17031,54

768,7
16351,69

2777.84

8225,198

6907657

PIBM

1
0,326
-0,149

6,45
1,57

2,55
-2,87
1,55
0,39
047
3,78
228
2,16
1,81
0,46
3,02
5,64
1,13
9,63
-0.8
-1.17
0.2
2,03
6,5
-0,43
3.6
2,14
1
523
=231
-1,44

1,616

3,5253

HPIB

0,246

21,57
-362,53
290,77
-1,83
-13.58
108,12

-18,9627
377,8905

CPIB
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PAK
PER
PHL
PRT
SWE
THA
UsA
ZAF

MOYENNES
ECARTS-TYPES

436,75
1546,5

440,399

CcGGV

IMPT
INFL
PIBM
HPIB
CPIB

1637,46
4777,06
8228,55
154,11
3195,19
80454
399,96
21,86
182,31
128,09
5511,54
401,24
1196,95
4246,8
3023,56
1697,9
2485,85
692,94
92,19
17,58
345822
6284,49
225895
2217,51
1848.87
790,54
1312592
166,45
33t,4
6291,52
5999,58
2445,65
36,89
153,41
157,95
956,87
538121
162,9
1212,32
761,85

2504,477

2905,551

cGGy

0,717
0,695
-0,137
022
093
-0.005

IMPT INFL PIBM
2008,42 6,73 178,03
4531,64 3n 110,69
7573,18 59 131,76

115,82 1402 230,84
284139 483 344,17
726594 2,99 155,81

373,89 30,55 1591

21,94 1,67 168,05

223,14 12,76 10,15

161,56 20,37 3041
4967,63 7.64 9042

665,02 6,86 579

1011,8 11,76 25795
378091 8,57 77.56
268529 9,73 819,82
2798,96 14,78 421
249781 5,34 594,05
1126,21 19,12 52,32

104,64 13,65 6126

24,56 8,48 214,04
3561,14 10,71 27.94
542932 762 436
3164,67 149,42 32,88
184378 15,1 67821
1201,03 1,83 2079,27

746,42 484 93,65

13201,08 6,82 5,76

200,27 734 16,07

206,98 91,78 133,99
5924,75 2,09 196,09
6357,58 6,96 76,99
2281,23 84 3345

62,04 53 26,26

149,87 105,67 5,65

166,96 143 35,76
112933 24,61 37,65
4642,12 10,07 14427

232,44 37 39,45
1454,72 497 3899

567,87 1698 76,98

2432583 22,5685 2812257
2771937 359817  671,7973
MATRICE DE CORRELATIONS
EXPT IMPT INFL

1

0991 1

0,172 0,152 1

0,071 -0,083 -0,141

0,78 0,75 0217

0,051 0,047 0,486

HPIB
11584,02
14656,93
13368,16

1779,53
13520,38
2427327
1363,66
164,23
1072,26
1028,52
17680,47
2820,66
6766,48
15971,1
14979,98

2346,52
15745,82
775,39
1876,81
13648,37
18628,85
10382,13
290,34
304,64
689,61
3782,56
17317,5
796,53
16677,2
2629,89

8319,267
7012,706

PIBM

l
0328
0,053

CPIB
6,38
2,74
0,15

-3.41
32

1
3,7
10,24
6,87
1,61
2,52
5.39
2,22
2,7
0,69
53
3,55
04
9.1
743
-0.25
2,15
3,51
1,22
2,25
11,81
2,99
-0,57
4,55
1,71
3,57
232
6,75
-12,5
1.8
-0,17
1,75
5.54
2,93
-2,92

1.9705

4,419

HPIB

b
-0,027

BCOM
-370,96
245,41
655,36
3829
3538
779.46
26,07
0,09
40,34
-3347
5439
-263,77
185,15
465,39
338,28
-1101,06
-11,97
43327
-12,44
6,98

193,98
71,8922

400,1029

CPIB
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AUS
AUT
BEL
BRA
CAN
CHE
CHL
CHN
CMR
coL
DNK
DZA
ESP
FIN
FRA
GAB
GBR
GRC
IDN
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ISL
ISR
ITA
JPN
KOR
LUXx
MAR
MEX
NLD
NOR
NZL
PAK
PER
PHL
PRT
SWE
THA
Usa
ZAF

MOVENNES

ECARTS-TYPES

CGGV
212191
2962,83
212,78
146,53
290735
3419,24
193,29
26,19
116,31
93,99
4773,76
508,83
953,24
331934
284327
987,91
2455,65
758,66
40,5
3148
1514,22
3465,63
2634,03
2070,89
1773,17
280,83
2378,55
106,77
166,83
202,27
4082,87
1772,89
36,35
107,16
50,19
498,52
4940,32
106,8
310442

455.27

1565,556

1454,725

CcGGY
EXPT
IMPT

INFL
PIBM
HPIB
CPiB

EXPT
1866,79
5079,62
8660,06

183,97
3724,83
852522

420,07

25,18

256,15

138,69
5704,96

41037
1331,55
4436,02
222,15

2027,7
2643,72

806,29

96,44
18.82
4003,59

6382,3
2535,01
2392,67
2109,07

862,44

15466,99

168,19

342,44
6739,57
646124
2649,36

33,24

158,95

159,72
1064,52
5746,41

187,83
1278,62

774,1

2727371

3217311

CGGV

0,69
0.68
-0,062

0931
-0,157

IMPT INFL PIBM
2296,16 5,51 187,09
4987,06 4,61 111,09
7996,26 5.21 134,64

110,04 212,49 243,24
3295,67 3,i4 366,11
7756,32 2,77 158,57

416,46 12,63 17,18

28,66 4,89 193,58

275,08 13,41 10,92

1523 2195 31,49
5240,51 5,65 94,39

659,39 6,65 61,28

989,66 11,62 261,73
3821,64 8,86 79.9
2746,21 147 830,54
2752,88 348 4.9
2740,29 442 608,9
1122,97 20,28 53,76

95,01 7.81 65,66

2548 147 221,95
3884,28 6,38 29,15
5876,52 2545 4,54
3136,05 384,44 33,18
2067,95 11,57 695,64
1318,31 2,63 2160,95

800,04 3,03 101,88

15012,54 441 6,11

204,73 8,76 16,74

238,27 58,58 138,92
6194,11 139 202,55
6714,01 6,31 81,54
2519,88 7,62 351

63,03 9,59 27,61

126,93 112,13 5.88

134,18 53,35 33,13
1075,43 24,68 36,95

4887,1 7,58 150,11

246,02 145 41,72
1794,95 4,39 41438

663,98 10,73 81.5

2611,672 27,8697 294,0979
3041,881 679161 716,0182
MATRICE DE CORRELATIONS
EXPT IMPT INFL
I
0,995 1
0,144 0,116 1
-0,072 0,07 -0,099
0,762 0,745 0,18
-0,098 -0,07 0,192

HPIB
1203633
14709,42
13665,04

1835,47
14244,45
24614,67

1449

186,71

11236

104527
1846381

28899
6838,
16365,23
1511538

621391
10775.83

5432.56

410,16
296,06

8260,69
1898543

7978.32
1229537
18005,25

2521,5
16692,81
79026

1901,33
1404268
19695,48

10790,5

296,02
31022
622,32

3698,63

1800542
828,28
17571,
2717.44

8593,021

7248471

PIBM

|
0,329
0,017

CPIB
5,09
0,36
2,19
537
6,37
1,77
7,95

15,19
7,61
3,56
4,39
5,84
1,47
3,02
131

16,37

2,5
2,75
7,18

3,7
435
4,13

09
2,57
3,93
8,79
6,19
4,19
3,68

33

59
4,94
513
4,11

-7,33

-1.88
4,05
5,75
6,28
5,87

4471
38117

HPIB

1
-0,157

BCOM
42937
92,56
6638
73,94
429,17
7689
3,62
3,48
-18,93
-13,61
464,45
249,53
341,89
614,37
47595
725,18
96,57
-316,69
1,43
6,66
119,31
505,78
-601,04
324,712
790,76
62,4
45445
-36,54
104,16
545,46
252,77
129,48
29,78
32,02
25,55
-1091
859,32
58,19
516,33
110,12

115,7008
370,8088

CPIB
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AUS
AUT
BEL
BRA
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CHL
CHN
CMR
coL
DNK
DZ4
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GAB
GBR
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ISL
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KOR
LUX
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MEX
NLD
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NZL
PAK
PER
PHL
PRT
SWE
THA
UsA
ZAF

MOYENNES
ECARTS-TYPES

CGGYV
2193,11
3001,01
226691

182,57

2970,1

3514,08

189,7
204
121,59
96,32
489239

520,72
1002,09
345539
2896,39

854,41
2446,05

779,83
42,73
3437

1536,89
3659,81
2691,88
2134,86
1768,04

293,75
241875

120,45
164,51
224415
4166,56
1793,36
37,68
109,09
48,38
529,38
5052
1124
3218.78
460,15

1601,251

1493,346

CcGGv
EXPT
IMPT

INFL
PIBM
HPIB
CPIB

EXPT
1911,75
5438,09
8757.09

192,91

39102
9193,56

442,17
26,73

271,71

155,65
5985,64

408,05
1362,04
4465,75
327031
1898,47
2789.46

813,52

873
17,84
4253,44

7028,6
2702,84
2475,58
221023

871,83
16895,2

176,17

321,06
7049 85
6907,75
2677.96

32,08

162,38

129,72
1132,94
5806,63

203,15
1283 .45

823,87

2863,574

3452.36

CcGGY

|
0,677
0,682
-0,134
0219
0,93
0,15

IMPT INFL PIBM
226948 6,79 194,27
5291,95 3,12 113,53
8057,98 6,15 135,64

107,81 231,74 262,55
354793 2,63 38344
8114,36 3,08 164,45

367,51 30,84 18,38

43,46 9.8l 22037

286,87 11,22 11,8

139,61 24,68 32,52
5662,62 433 98,44

675,99 4,34 64,89
1063,93 7,69 268,57
4049,91 533 82,59
2859,51 573 846,42
284423 199 4,79
2799,55 591 630,38
1261,92 17,67 5544

98,21 4,29 67,93

28,26 1.55 23394

3998 518 30,05

6376,2 31,29 4,69
3058,27 266,71 3433
2170,26 9,01 715,18
1291,99 2,08 2256,99

778,8 536 109,23
16012,74 298 6,29

2042 8,49 17,79

264,13 55,83 143,01
6555.68 1,77 208,77
7289,24 534 85,69
2543,68 14,11 354

66,51 4,58 29,69

113,45 167,74 6,02

112,12 17,61 30,72
1088,15 21,73 37,98
5258,65 6,63 153,01

211,65 2,14 43,67
1902,48 345 4282,7

557,71 17,54 79,62

2735,624 26,5592 305,0292
3233,052 57,7381 741,2573
MATRICE DE CORRELATIONS
EXPT IMPT INFL

l
0,995 1

0,181 0,17 I
-0,076 -0,072 0,111
0,753 0,745 -0,235
-0,159 0,167 0,063

12637,28
18690,78

10820,25
308,74
31042
561,94

3793,96

18324,22
854,16

18000,27

2594

8811,403

7473,891

PIBM

[
0328
0,015

794
4,73
3N
7,01
13,84
8,03
327

345
2,81
444
721
292
6,26
294
3,07
509
0,85
7,56
2,26
-1,29
2,81
1.93
4,68
335
-2,31

3,629
3.2456

HPIB

1
-0,157

BCOM
357,73
146,15
699,12
85,1
362,27
1079,2
74,66
-16,73
-15,16
16,05
323,02
267,94
298,12
415,34
4108
-945,76
-10,09
4484
-10,91
-10,42
255,44
652,4
-355.43
30531
918,24
93,03
882,46
-28,04
56,93
494,17
-381,48
134,28
34,43
48,92
17.6
44,79
547,97
-8,51
619,02
266,16

127,9495
4033708

CPIB

106



FRA
GAB
GBR
GRC
IDN
IND
IRL
ISL
ISR
ITA
JPN
KOR
LUX
MAR
MEX
NLD
NOR
NZL
PAK
PER
PHL
PRT
SWE
THA
USA
ZAF

MOYENNES
ECARTS-TYPES

CGGY
2231,31
3os1.9
2307,42
214,68
2986,76
3625,56
188,66
29,89
151,17
95,88
4509,43
528,01
1053
3551,37
2934,73
808,79
2479
7L
432
37,06
1576,96
389345
2396,15
2187,1
1847,68
315,54
2468,63
133,54
163,19
2311,88
4229,75
1809,98
40,14
115,06
4726
567,34
5102,97
109,9
3312,62
460,41

1627212
1515,815

cGGv
EXPT
IMPT
INFL
PIBM
HPIB
CPIB

EXPT
2068,46
530337
9235,11

169,15
4043 87
9179,48

478,94
30,76

227,85

184,49
597928

395,57

1383,3
450545
320987
1764.75
2905,49

924,95
98,78
18.58

4375.09
738523
2830,31
2494.15
2071,78
1093,09
17348,39

180,75

321,92
713922
703539
279631
41,34

142,79

147,86
120956
6008,64

230,84

1356,67
7753

2927304
3534,22

GGy

1
0,679
0,69
-0,247
0,225
0938
0218

IMPT INFL PIBM
2083,71 7.23 199,16
513111 272 116,18
8651,92 3,56 137,86

136,03 144,32 284,62
377983 2,37 395,96
8641,15 3,78 169,16

390,15 2,09 1941

kAT 45 240,01

23221 0,14 12,6

142,62 28,8 34,52
6036,64 4,55 102,02

512,36 2,23 64,56
121396 11,07 277,16

41405 4,57 84,54
3051,42 5,17 868,05
249775 22,07 4,59
2982.73 3,17 658,12
130594 17,52 56,34

100,47 20,11 71,96

2972 6,55 245217
421,717 6,55 2992
638415 25,48 498
3284,82 49,55 3597
2263,89 7.83 735,49
1309,18 1,81 232081

910,02 447 121,98
16516,47 2,75 6,78

216,69 10,8 19,18

2209 739 137,37

6750,6 0.11 214,58
811543 0,87 88,69
2591,09 184 36,13

62,95 328 31,33

133,67 74,71 6,57

120,32 2,95 31,77
127195 20,45 39,56
5481,51 6.86 156,52

206,45 1,61 46,11
200,15 2,64 4399,08

532,13 1593 7991

2842537 14,5343 314,6204
338065 27,5398 761,567
MATRICE DE CORRELATIONS
EXPT IMPT INFL
1

0,995 I
0,228 024 1
0,08 -0,07 -0,099
0,755 0,757 0,279
0,051 0,07 0,221

HPIB
12433,5
15357,11
13978,73
2063,39
15110,69
26008,86
1585.39
22499
12293
1103,65
19922,09
2868,77
719542
17190,72

11025,74
315,87
33194
565,75

3951,34
18699,82
8879
1831935
2546,35

9034,805
7702,844

PIBM

0322
0,086

7,83
-3,95
2,78
35
2,07
5,52
9,24
342
4,14
2,29
5,58
2,72
0,36

3,8385
3,1955

HPIB

1
<0225

389,8318

CPIB

107



AUS
AUT
BEL
BRA

CHE
CHL
CHN
CMR
coL
DNK
DZA
ESP
FIN
FRA
GAB
GBR
GRC
IDN
IND
IRL
ISL
ISR
ITA
JPN
KOR
LUX
MAR
MEX
NLD
NOR
NZL
PAK
PER
PHL
PRT
SWE
THA
Usa
ZAF

MOYENNES
ECARTS-TYPES

CGGV
2261,04
3054,89
2311,57
254,49
2998,71
3666,96
180,79
30,82
141,99
99,38
5024,59
516,58
1143,56
3691,59
3004,58
724,78
2496,1
775,05
4237
39,43
1497.8
409697
2778,53
2256,88
186735
331,69
2569,27
1304
157,63
23577
4403,34
1809,5
44,12
117,88
48,2
590,02

5134,1

108,45
3383,15

467,64

1665247
1557,047

cGGv
EXPT
IMPT
INFL
PIBM
HPIB
CPIB

EXPT
21192
5462,07
9793,55

197,93
4130,54
9275,14

502,85

33,63

195,01

193,59
6275.51

40792
1467,43
4614,05
329385
1608,03

3065,7
1068,81

122

203
4966,83
75338
3095.46
2603,81
2050,5
1317,35
18006,17
195,6
3496
7380,78
7082,21
2977,06

43,16

129,66

153,17
1347,43
6242,78

276,68
1476,34

745,18

3047,565

3656,577

cGGY

0,674
0.687
-0.276
022
0,935
0,087

IMPT INFL PIBM
2261,52 7.47 209.6
5404,37 2,07 118,18

9377.8 2,21 140,79

129,57 204,92 294,08
3990,96 4,71 412,35
9059,56 2,58 172,59

455,17 24,65 20,68

33,39 492 268,22

240,95 =222 12,31

147,52 23,36 36,37
590887 4,71 102,32

35537 5,58 64,47

1454,7 5,88 292,72
4509,23 4,68 88,01
327281 2,93 887,86
1703,12 121 385
321528 4,98 689,45
1516,71 14,26 56,08

100,65 1543 75,74

28,6 8,59 256,9
447496 22 31,32
7773,85 19,5 541
3847,58 20,24 38,56
2536,16 6,12 758,26
1426,75 0,07 2418,18
1077,72 43 136,32
17642,62 0,93 6,94

23095 361 18,75

240,01 140,3 140,16
6986,93 0,73 217,62
7557,15 6,87 90,55
2793,39 11,88 3638

68,44 4,52 33,35

150,33 83,9 713

150,52 749 33,14
1567,89 10,1 42,08
588333 4,76 161,44

271,31 4,65 50,53
2096,26 3,07 4528,1

539,22 13,57 82,07

3012,051 17,2693 3259715
3582273 38,7933 785,7764
MATRICE DE CORRELATIONS
EXPT IMPT INFL

!

0,997 1

-0,245 0247 1

-0,082 -0,071 -0,082

0,747 0,752 0,295

0,103 0,104 0,072

HPIB
12887,16
15605,8
14264,03
2092,26
15531,22
26370,48
166138
24743
116821
1141,86
19957,28
2785,06
7581,53
17841,13
15960,05
441436
12093,66
5607,13
44821
321,66
8829,68
2197773
882491
13396,41
19806,38
3278,83
18662,57
829,64
1791,59
14839,65
2162543
1101296
325,95
352,53
574,03
421051
19221,36
957,55
18683,84
2560,67

9243,678

7910,449

PIBM

0322
0,013

CPIB
5,24
1,73
2,12
3,32

1,75
232

029
0,14
561
4,1
-16,16
476

474

315
9.6
293
27
3,4985

44835

HPIB

BCOM
49,6
5721
415,75
68,36
139,58
215,58
47,68
024
45,93
46,07
366,63
52,55
12,73
104,83
21,04
95,08
-149,58
-447,89
10,57
-8,29
491,86
-240,05
752,12
67,65
623,75
239,63
363,55
-35.34
109,59
393,85
474,94
183,67
-25,28
-20,68
2,65
-220,45
359,45
5,36
-619,92
205,96

35,516

276,9478

CPIB
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AUS
AUT
BEL
BRA
CAN
CHE
CHL
CHN
CMR
coL
DNK
DZA
ESP
FIN
FRA
GAB
GBR
GRC
IDN
IND
IRL
ISL
ISR
ITA
JPN
KOR
LUX
MAR
MEX
NLD
NOR
NZL
PAK
PER
PHL
PRT
SWE
THA
USA
ZAF

MOVENNES
ECARTS-TYPES

2507,01
816,63
44,78
40,67
1430,06
422099
266428
231648
1902,76
354,84
268436
134,34
153.4
237584
4375,59
1812,64
44,59
106,37
5113
639,26
514194
110,95
3411,49
465,91

1681,886

1576473

caGGy
EXPT
IMPT
INFL
PIBM
HPIB
criB

2205,77
6002,67
10594,68
219,82
465,11
9771,75
551,64
3726
198,32
192,19
6759.81
398,62
15386
476132
354392
1608,79
3073,76
1160,47
110,43
20,84
5440,17
7148,86
298927
2732,67
2162.9
1468.48
20032,87
230,85
361,64
7991,5
7493,67
298591
40,81
117,81
170,85
1438,87
6370,62
346,03
169345
801.96

3231174

3965,807

cGGr

0,657
0,676
-0,248
0.219
0933
-0.199

IMPT INFL PIBM
27583 8,81 218,33
5948.43 1,57 121,93
10103,1 1,77 147,72
12582 65229 293,32
4483.93 4,69 43282
9502,37 242 177,6
504,88 21,42 22
39,23 11,9 299,11
214,57 0,77 1135
15434 2773 37.86
599389 3,39 103,51
351,71 13,05 63,42
1661,05 5,65 307,84
499361 7,03 92,33
353725 28 928,12
172735 5.8 401
361323 6,06 7238
1632,39 15,59 58,57
80,4 13,04 80,54
3245 8,03 282,47
4715.76 325 33,01
7300,84 22,83 54
371496 20,17 39,34
2688,43 6,78 7876
1718,05 0,64 256921
1205,67 6,67 151,73
1900912 0,71 7,66
24594 5,49 20,66
32093 112,82 141,94
7469,69 117 22331
7340,46 495 90,45
276598 8,43 36,15
64,98 9.46 3595
134,04 555,04 6,53
175,1 9.63 3539
18442 (1,82 44,15
6170,58 6.48 165,07
372,39 592 5725
2149,63 38 470038
64424 15,63 85,14
3187882 403475 3410792
377755 130889  819,8038
MATRICE DE CORRELATIONS
EXPT IMPT INFL
1

0997 1
0,207 0216 1
0,077 -0,068 -0,066
0.741 0,755 -0,268
0,031 0,025 0431

HPIB
13206,42
16053,98
14918,09

2049,66
16093 .09
27036,22

1753,82

271,53

1047,43

1167,11
20177,97

2667,33

7956,45
18648.11
16607,93

451,78
12663,06

5835,71

4683

346,34

9350,29
21617,21

8855,57
13908,03
20953,83

3614,67

205134

895,56
1774.6
15129,62
21490,11
10898,52
340,56
31647
596,03

442927
19567,86

1066,83
1922454

2603,43

9514,17

8128,565

PIBM

1
0,329
0,05

CPIB
4,17
3.17
492

026
496
2,9
735
11,52
7,78
409
1,16
-1,64
517
49
4,53

498

4,1463
44299

HPIB

0,12

BCOM
552,53
5423
491,58

-18,82
27537
46,76
-1.97
-16,25
37.85
765,92
40,92
-122,45
226,29
6,67
-118,56
-539.47
471,92
30,03
-11,61
724,42
-151,98
725,69
4424
444,84
262,81
1023,75
-15,09
40,71
521,82
153,21
219,93
24,17
-16,23
4,25
405,34
200,04
26,36
456,17
157,13

43,292

350,8401

CPIB

109



AUS
AUT
BEL
BRA

CHE
CHL
CHN
CMR
coL
DNK
DZA4

ESP
FIN
FRA

GAB

GRC
IDN
IND

ISL

KOR

CGGY
2312,03
3109,39
2252,06
28745
3149,19
392236
187,63
33,89
106,36
111,28
5035,06
530,83
1283,13
384081
307545
603,86
253342
857,05
48,53
42,09
1420,29
42995
239473
233599
1932,39
3815
2757.82
130,85
151,02
2397,96
4440,48
1827,49
52,09
78,36
53.24
675,78
5215,63
1.9
343981

475,39

1697,352

1589,587

CcGGY
EXPT
IMPT

INFL
PIBM
HPIB
CPIB

2286,62
6651,14
11351,
227,07
442179
10145,69
629,74
39,29
231735
204.7
7036,68
419,69
1581,55
481757
3867.45
187341
3206,6
1207,14
119,79
2324
6037,53
7277.95
3049,51
2940,51
2350,84
1395,43
21400,86
205,38
37391
8471,88
828137
2901,44
4528
137,01
184,07
1630,3
6524,5
412,02
1867.9
829

3416,622

4217,438

cGGY

0,651
0,667
0,213
0,218
093
0,18

IMPT INFL PIBM
2851,54 592 22491
641592 2,73 127,09
10980,34 4,57 152,81

134,74 1322,76 302,89
468131 4,89 44307
9893,78 4,16 184,46

618,15 15.79 2439

41,53 8,82 31135

256,47 1,7 1,13

14727 24,64 39,16

6259 422 104,1

4073 14,49 66,59
1944,17 7.03 3226
5426,37 6,11 97,56
3785,86 3,02 967,62
1590,98 9,58 431
3866,59 7.13 739,57
1795.76 14,43 60,83

88,13 10,04 87.82

31,6 829 301,08
5382,96 5.49 34,96
6479,39 19,78 542
340411 18,05 39,68
292846 6,29 810,3
2028.83 1,99 26943
1388,32 5,26 161,

20039,27 3,47 8.41

260,27 4,04 21,14

370,46 26,3 148,17
7925,59 121 233,79
7467,15 5.57 91,41
3137.14 575 36,41

65.4 8,77 37,67

98,12 2926.6 577

196,28 9,02 37.59

1956.9 12,15 46,32
6582,05 8,03 169

445 6,14 64,21
21964 4,59 4846,19
633,98 17,08 873

3355073 114,3125 353,822
3960,731 4948786 8482388

MATRICE DE CORRELATIONS

EXPT IMPT INFL

1

0997 1

-0,169 0,179 1

0,074 -0.064 0,067

0,746 0,76 0,234

0,094 0,091 0,624

HPIB
13376,04
16653,99
15376,44

2080,44
16182,89
27750,62
1894,56
278,34
998,07

1185,7

20279,81
273046
832133

19661,44

1714542
4628,67
128939

60283
501,67
361,64
9960,39

21431,84
8782,28

14298,02

2188427
381076

22276,77

897,27
1812,69

1574427

21624,19

10933,29

34592
273.86
616,14
4661,7

19898,43
1176,13
19634.6
2618,71

9775,281

8346,662

PIBM

0,33
0,01

345
0,56
5.01
4.79
5,67
426
7.39
2,18
3,85
9,04
6,59
5,89
025
0,87
2,38
487
6.44
9,85
229
439
4.69
1,05
0,71
4,79
-11,66
6,22
492
238
12,17
3,1
2,54

3,841

3,7195

HPIB

|
-0,072

BCOM
-564.92
23522
371,36
9233
-259,52
251,91
11,59
224
-19,12
§7.43
777,68
12,38
-362,62
-608,81
81,58
282,42
659,99
-588,62
31,66
836
654,57
798,56
-354.6
12,05
322,01
7.11
1361,59
549
3,44
546,29
814,22
-235,7
20,12
38,89
-12,21
-326,59
57,54
32,99
3285
195,02

61,549

415,6128

CPIB

110



AUS
AUT
BEL
BRA
CAN
CHE
CHL
CHN
CMR
coL
DNK
DZA
ESP
FIN

GAB

ISL

MOYENNES

ECARTS-
TYPES

CGGY
2341,53
311021
2235,64
255,16
3201,98
4066,5
186,39
33.13
117,03
112,58
5006,41
535,24
1365,56
3968,92
3122,59
568,09
2588.46
855,83
49,97
42,63
1498,82
4450,44
2425,09
236245
1954,51
4042
281223
127,19
152,49
2420,44
4640,86

1867,09

1729,34

1623,115

CGGv
EXPT
IMPT

INFL
PIBM
HPIB
CPIB

EXPT
2507,64
7086,8
11752,23
212,37
4536,04
10350,91
678,95
4347
207,82
236,38
7514,61
423,18
1629,56
4859,28
4053,11
2027,37
335394
1150,19
118,14
24,79
6571,57
7215,99
3008,31
314723
2504,36
1436,78
21875,16
242,34
3855
8862,44
8964,01
305191
44,99
114,19
181,63
1802,83
6579,49
452,04
1992,65
8279

3550,702

4346,34

cGGv

0,654
0,658
0212
0213
0927
0,152

IMPT INFL PIBM
2658,97 3,16 223,04
6802,86 3,44 132,89
11360,91 2,85 158,44

145,88 2598,96 28883
470213 3,04 441,78
10083,08 5,71 188,7

629,57 19.25 25,19

35,66 573 323,02

232,77 1,69 10,45

155,94 28,79 40,67
6324,06 2,69 105.58

358,26 34,61 65,62
2092,03 1731 334,68

5370,1 5,82 97,57
3996,58 3,08 991,99
1468,74 16,43 4,49
3869,93 6.42 742,48
1938 37 206 60,84

105,12 7,78 95,68

3197 1098 318,04
5662,94 071 37.88
6490, 13 16,71 5.48
3574,46 15,73 4239
3202,45 7.63 827,83
2181,55 227 2832.5

1568.6 975 177,12

20707,18 342 8.59

290,22 538 22,01

43432 2117 156,12
8201,52 229 243,46
762923 3,87 93,21
3102,05 24 36,26

5722 6,44 3935

107,54 613445 5,46

210,48 1337 38,59

22414 12,37 48.46
6575.03 8,84 1713

540,67 5,59 71,76
2241,04 437 4901,9

586,09 1529 86,87

3449,189 2271392 362,4129
4073,085 1028,69 865,438
MATRICE DE CORRELATIONS
EXPT IMPT INFL

1

0,996 1

0,168 0,176 i

0,072 0,063 -0,068

0,752 0,757 -0.233

0,007 0,001 0,447

HPIB
13069,68
17201,19
15895,53

1951,52
15896,43
28113,61

1922,71

284,56
909,61

1209,09

2054138
26239

8617,75
19569,31
1748458

4674,14
12898 98

5987,73

536,84
374,38
10804,16
21504,69

9096,69
14595,23
22928,32

4131,56
22501,07

915,63

1869,99
16282,55
21975.11
1078237

350,28
253,86
616,52
4896,7
20014,08

1291,09
19654,94

255821

9919,648

8463,006

PIBM

1
0,333
0,018

CPIB
-0,83
4,56
3,68
4,64
-0,29
23
3,25
3,75
6,15
3,84
1,43
-1,46
3,74
0,01
2,52
423
0,39
0,03
8,95
5.63
8.36
L17

2,16
5.13
9,67
2,16
4,15
5,37
4,14
1.97

0,42
447

-5,39
2,68
4,61
136

11,75
1,15
0,5

2,6443

3.6987

HPIB

-0,086

BCOM
-151,33
283,94
391,32
66,49
-166,09
267,82
49.38
7.81
-24.95
80,44
1190,55
64,92
-462,46
-510,82
56,53
558,64
-515,99
-788,68
13,01
-7,18
908,62
725,86
-566,15
-55,22
322,81
-131,81
116798
-47,88
-48,82
660,92
1334,78
-50,15
-12,23
6,65
-28,85
-438,57
446
-88,63
-248.39
241,81

101,5135

468,1565

CPIB

11
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CHE
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CMR
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DNK
DZA
ESP
FIN
FRA
GAB
GBR
GRC
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ITA
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MEX
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NZL
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SWE
THA
UsA
ZAF

MOYENNES
ECARTS-TYPES

CGGV
237991
3139,14
2276,19

246,38
3250,54
415545

1912
40,15
124,47
11422
498542
571,95

1438.81

40457
3191,81

568,11
2643,77
835,64
51.69
41,58

1534,33
4533.59
238211
240026
198727

43434
2882,01

129,52
160,14
243828
481947
1836,95
4717
71,76
52,96
798,17
5420,57
122,81
346148
4794

1757,118

1647,854

CcGGV

IMPT
INFL
PIBM
HPIB
CPIB

EXPT
2696,58
7410,72
12074,76
222,79
454776
1000728
739,12
4948

195,14

259,86
8069,59

409,26
1754.15
4512.39
419537
2023,23
331825
1182,53

139,16

26,77
6879.95
6716,04
2777,17
3149.35
2627.59
1591,77
23016,7

238,18

39721
9206,39
9464,04
329238

5824
12737
1877
1825,49
6383,52

513,41
2090,43

812,74

3629.746

4498485

cGGy

1
0,639
0,634

0,268
0,204

0,92
0,426

IMPT INFL PIBM
2721,68 1,88 223,74
7149,01 3,74 137,45

11633,87 309 160,93

158,05 377,34 290,31
4802,17 2,82 433,74
9789.55 6 187,19

672 20,88 27,01

40,77 6,46 353,62

215,16 342 10,06

15837 26,16 41,6
656737 2,23 107

287,04 56,46 64,7
2275,84 7,09 342,33
4713,93 248 90,68
4095,29 324 100027
1396,69 -12,51 4,82
3655,86 6,57 7278
203791 19,89 62,67

120,58 8,87 104,18

27,61 14,62 319,58
570692 1,78 38,86
6765,02 76 5.55
3826,34 19,97 45,65
3305.48 7,69 837,25
2107,07 2,64 294092
1853,23 10,03 193,42

22267,97 1,48 9,12
291,77 6,83 23,46
490,57 235 162,39
8472,55 2,69 249,03
7606,47 2,42 96,13
294982 1,22 35,82

51,43 13,05 41,5

125,61 350,63 584

198,01 16,1 38,51

2392 12,07 49,58
6210,08 7,63 16939

597,71 59 77,53
2187.86 39 4851,17

588,02 13,47 85,99

3512,817 26,7832 366,1697
4250,659 78,1236 866,4168
MATRICE DE CORRELATIONS
EXPT IMPT INFL

!

0,994 1

-0,223 -0,226 l

-0,07 -0,07 -0,076

0,751 0,746 0,294

-0,083 -0,087 0,066

12589,92
6E16
574,33
3688
11022,62
21516,81
9224,97
14753,09
2373226
4470,22
23563,56
956,44
190748
16524.67
22556,93
1051733
358,26
266,08
601,17
5023,74
19656,52
1372,33
1924257
248735

9946,3

8464,643

PIBM

|
0,333
-0.15

CPIB
0,32
343
1,57
0,51

-1,82
0.8
124
9.47

3,65

23
1,34

-1,41
2,29

-1,07
0,84

15

-1,98
3o
8,88
0,48

2,6
1,31
7.7
1,14
3,83
9.2
6,15
6,58
4,02
229
314
1.2
5.46
6,97
0,2t
231

-L12
8,04

-1,04

-1,01

2,4653

3.8018

HPIB

0,344

BCOM
25,1
261,71
4409
64,74
-254.4
217,73
67.12
871
-20,02
101,49
150223
12222
-521,69
-201,54
100,07
626,54
-337,61
-855,39
18,58
0,84
1173,03
-48.98
-1049,17
-156,12
520,52
-261,46
748,73
-53.59
93,35
733,84
1857,56
342,56
6,81
1,76
-10,31
-566.,51
173,45
-84,3
97,43
22472

116,9302

539,001

CPIB
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ESP
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FRA
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GBR
GRC
IDN
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ISL
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ITA
JPN
KOR
LUX
MAR
MEX
NLD
NOR
NZL
PAK
PER
PHL
PRT
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THA
UsA
ZAF

MOYENNES

ECARTS-
TYPES

CGGY
2386,4
3167.82
2269,36
240,51
323537
4140,72
197,96
47,63
106,18
124,01
49913
610,24
1493,49
3934,39
3282,53
583,16
2632,04
801,26
53,71
42,18
1561,71
4441,79
232299
242331
2021,16
463,1
288528
137,63
158,08
2461,58
5047,87
1867,17
42,16
72,14
513
801,38
5386.92
128,75
3406,7
477,96

1762,481

1648,513

cGGy
EXPT
IMPT
INFL
PIBM
HPIB
CPIB

EXPT
282146
7452,83

1245748
2422
4822,95
10193,6
825,13
56,37

19941

269,44

8153,6

415,09
187936
4935,96
4376,36
2015,86
344244
127523

157,58

28,25
776049
6523
308033
3355,79
2753,01
1750,59
23785,81

250,23

409,13
9403,66
9899,82
333837

64,4

127,84

190,58
1901,29
6495,03

57137
2200,87

818,94

3767,679

4635,781

CcGGV

0,639
0,634
-0,176
0,199
0916
-0.312

IMPT INFL PIBM
2887,94 1,29 231,02
7198,73 43 139,33
12054,6 3,6 163,65

136,81 996,47 286,82
4995,76 1,27 437,27
9272,12 2,74 186,95

816,36 16,21 29,98

51,67 7,51 4053

214,74 -1,44 9,77

219,89 234 43,28
6597,29 3,17 107,24

293,09 23,18 65,38
242797 6,84 344,77
4739,52 0.71 8746
4122,97 2,17 1011,27
1371,66 0,52 4,66
3885,35 4,58 72393
2123,07 14,49 62,99

128,92 536 1L

30,55 8,56 336,92
6058,02 2,06 40,65
6164,33 3,75 5.37
4148,83 13,51 48,22
3543 42 4,66 841,98
2087,12 1,78 2970,03
1930,36 6,09 203,15

21790,18 4,28 9,53

320,98 3,96 22,62

575,71 14,42 168,27
8585,96 2,23 254,15
7617,22 -0.44 99,28
3133,31 2,03 36,22

65,29 10,09 44,75
132,16 63,32 5,714
216 793 38,64
2644 10,61 50,49
6244,03 1,05 166,98

634,58 431 83,81
2319,29 272 4984,66

608,77 12,86 83,78

3559,714 32,403 313,713
4190,31 154,7408 885,7559
MATRICE DE CORRELATIONS
EXPT IMPT INFL
1

0,993 i
0,143 0,152 ]
0,07 -0,068 0,027
0,758 0,752 -0,183
-0,081 0,085 -0,128

HPIB
13207,01
17611,58
16291,36

1878,72
15320,1
27193,01
221323
347,91
802,1
1241,15
20743,53
2509,2
8838.83
17346,03
17626
4573,59
12480,22
6102,83
605,27
381,87
11454,02
2054997
9413,18
14808,27
23907,7
4652,62
24276,28
903,91
1939,2
16744,4
23162,12
10521,17
374,97
256,12
589,44
511743
19263,94
1461,79
19546,86
2381,63

9965,964

8465,518

PIBM

0,335
0,009

CPIB
325
1,37
1,69
1.2
0,81

0,13
10,99
14,61
-2,96
4,04
023
1,82
0,71
-3,55
11
-3,38
-0,53
0,51
722
543
4,6
-3,35
5,63
0,57
099
5,03
4,46
-3,59
3,62
2,06
328
Lit
7,83
-1,76
0,34
1,84
-1.42
8,11
2,75
-2,57

2,039

3.9508

HPIB

0,26

BCOM
66,49
254,1
402,89
105,39
172,81
921,48
8,77
47
-15,33
49,54
1556,31
12
5486
196,45
253,39
6442
442,91
-847,84
28,66
.2'3
1702,47
358,67
-1068,49
-187,63
665,89
-179,77
1995,63
-70,75
-166,58
8177
2282,61
205,06
-0,89
432
2542
242,71
251
-57.21
-118.42
210,17

207,9652

686,6306

CPIB
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ECARTS-
TYPES

CGGY
242247
3222.83
2292,39

228,74
320426
4097,36

201,13

53,88
83,14
125,98
st
594,25

152632
3708,05
338031

557,26
2629,65
835,26
5291
44,08

573,25
449828
2371,59
2426,19
206359

472,93
2949,13

143,62
154,54
2481,88
5125.8
1839,51
48,21
nn
53,22
807,27
5365,717
133,62
3342,78
483,66

1769,738

1655,109

cGGv
EXPT
IMPT
INFL
PIBM
HPIB
CPIB

EXPT
3086,95
7285,08
1263741
263,01
525021
10250,22
845,52
60,86

189,55

281,09
801088

398,12
2035,28
5733,63
4336,47
2212,08
3550,11
1274,16

159,98

3L
8471,66
6884,09
331764

3672,7
2780,62
1931,24

24100,99
273,6
434,1

9484,05
10152,11
3584,61
63,37

129,43

197,81
1897,58
6950,74

640,32
2246,97

843,98

3898,75

4710,03

CcGGV

0,651
0,628
0,161
0,191
0,912
<0335

IMPT INFL PIBM
309586 -1,95 242,45
7082,86 2,75 140,07

12225,13 3,84 161,43

180,08 2073,07 299,75
535831 1,06 447,18
919343 2,67 186,05

893.26 12,07 31,85

66,66 14,16 461,61

179,81 1,94 946

29598 24,18 45,65
6322.81 0,6 108,89

26735 10,45 64,6
2297,08 433 340,69
4752,67 2,38 86,43

3957,3 2,38 998,67
1397,54 1,2 47
3991,81 3.1 73927
2133,56 12,74 63,14

132,65 8,92 119,77

3532 9,34 35347
640381 425 4214
5574,98 2,37 541
4454,62 9 509
322237 4,39 83225
2076,57 0,66 2977.51
204131 5,03 21494

22088,54 0,74 10,36

311,25 3,64 22,39

575,62 9,77 171,12
8350,64 1,93 256,1
7907.83 2,1 102,04

33672 1,51 38,49

72.84 8,64 4562

131,27 46,95 6.1

23534 6,83 3946
2559,99 597 50,65
6052.45 2,59 16327

709,12 33 90,8
2507.89 2,61 5107.32

640,55 10,82 85,08

3578,592 58,0583  380,4287
4214169 3227618 901,833
MATRICE DE CORRELATIONS

EXPT IMPT INFL

|

0,992 1

0,133 -0,138 1

0,076 0,067 0,018

0,776 0,758 0,165

-0,051 0,044 0,098

HPIB
13727,25
17534,46
16008,17

1934,38
154482
26816,4
2312,65
391,72
754,61
1285,82
20984,62
2405.88
8717.09
17060,87
17317,79
4559,96
12704.17
6084,12
638,07
393,53
11825,61
20519,717
9675,62
14588.41
23908,81
4878,75
260204
877,45
1935,73
16761,64
23664,68
11120,51
3713
266,93
588,18
512589
18726,83
1563,85
19811,57
2377,89

10042,25

8525,708

PIBM

0,327
0,076

CPIB
4,95
0,53

-1.35
4,51
2,27

-0,48
6,24

13,89

3,14
548
1,53

-1,93

-1.18

-1,18

-125
225
2,12
023
722
491
3,66
0,89
5,56

-1,16
0,25

5.8
8.7
-1
1,69
0,77
2,78
6,28
1,94
6,37
2,12
031

-2,22
8,34
2,46
1,55

2518

3,5575

HPIB

-0.281

BCOM
-8,91
202,22
412,28
82.93
-108,1
1056,79
47,73
5.8
9,74
-14,89
1688,07
130,76
2618
980,96
379,17
814,54
4417
-859.41
27,33
3,55
2067.85
1309,11
-1136,98
450,33
704,05
-110,06
2012,46
-37,65
-141,52
1133,41
224428
21741
9,47
-1,84
37,53
662,41
898,29
68,8
-260,93
203,43

320,1582

753,0388

CPIB
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ECARTS-TYPES

CGGY
2487,83
3286,49
2317,83

223,29
314,71

414732
202,58
57,47
74,66
142,57
5208,07
6004
1518,87
3680,54
3401,95
548,08
2670,35
860,17
53,23
44,11
1623,18
462535
2294,19
2422,82
2105,73
488,41
2965,61
143,32
157,22
2471,38
5167,07
1772,36
42,12
76,79
55.19
816,25
529261
138,09
3306,81

495,82

1777,521

1662,821

cGGV
EXPT
IMPT
INFL
PIBM
HPIB
CPIB

3162,62
7659,69
13754,31
279,25
595596
10377,78
900,61
77,12
204,09
276,21
870421
37593
237128
6465.64
4574,65
225547
3864,53
1362,68
171,67
34,1
9602,49
7496,7
3603,76
403829
2898,37
222971
24799,66
278,85
500,7
10047,86
10974,93
379483
6349
148,98
231,54
2111,89
7865,11
725,62
242607
838,71

4187,634

4956,077

cGagy

0,666
0,655
0,163
0,187
0918
0,29

IMPT INFL PIBM
3606,03 2,06 253,17
7632,57 3,15 143,29
1319511 2,54 165,21
20489 229198 317,16
5911,33 0,74 465,38
984128 1,65 186,91
923,86 13,96 33,19
72,1 19,16 521,49
167,03 10,93 9,23
361,26 24,76 4833
7158,44 1,56 135
277,28 2831 63,92
255395 3,97 34791
5336,67 1,46 9023
4201,74 1,52 1027,13
114721 41,52 491
4194,93 1,85 768
2209,36 10,14 64,53
149,39 781 128,76
40,75 9,52 380,11
72333 1,13 4523
57517 2,14 56
478177 11,67 54,43
345427 3,49 849,94
2252,79 02 2995,96
2460,67 544 233,46
21745,67 534 10,79
316,32 0,86 24,88
681,44 8,33 178,58
883251 1,96 2648
824831 0,19 107,68
374281 1,47 40,57
63,17 123 4738
164 18,63 69
263,32 10 412
2832 5.86 51,01
6799,97 245 168,72
817,6 4,51 98,79
2791,38 2,16 529833
731,56 9,44 87.47
3828906 64,7945 393,602
4323919 356,754 928,672

MATRICE DE CORRELATIONS

EXPT IMPT INFL

I
099 1
-0,136 0,144 i
-0,079 0,066 0,019
0,784 0,778 0,166
0,188 0,205 0,065

HPIB
14185,51
17850,49
16332,55

2018,83
15907,04
26724,55
237182
437,89
715,38
1336,92
21806,67
2326,79
8888,3
17731,01
17731,16
4581,77
13151,89
6188,98
674,69
416,06

10081,86
14879,95
23975,13
525191
26730,19
956,29
1984,03
17216,02
24830,32
1142843
374,86
295,82
600,04
515111
19214,72
1682,41
20349,08
2404,84

10313,06

8725,095

PIBM

0,319
-0,129

8.62
42
1,12
4,36
34
5.52
54
3.85
13.1
44
0,71
334
879
374
2,81

45158

3,264

HPIB

0,347

358,7275

901,22

CPIB
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ECARTS-TYPES

CGGYV
2518,5
327,02
2334,96
225,65
3053,24
408533
204,15
54,95
73,18
147,81
52124
607,31
1536,59
3714,36
3409,71
543,79
2694,38
870,68
53,08
45,6
1665,26
4650,5
233333
2406
2171,45
487,53
298981
133,43
144,11
2474.67
5191,37
1785.9
43,2
84,59
56,81
834,08
5208,73
136,75
325835
489,57

1780,203
1658,957

CGGY
EXPT
IMPT

INFL
PIBM
HPIB
CPIB

3461,12
8136,29
14418,67
271,56
6587,08
10447,19
988,44
83,64
194,66
293,48
872932
390,54
2561,04
6976,35
482758
2313,96
4127,79
1386,83
183,34
4327
11191,83
7266,7
379896
449835
304428
2731,16
25525,78
292,02
654,29
10685,39
11310,14
38128
59,86
156,55
253,49
236148
8804,62
823,46
2658,21
902,07

4431,34

5156,251

cGGy

0,666
0,663
-0.461
0,183
0,921
-0,233

IMPT INFL PIBM
37555 2,59 262,98
8193,74 223 145,41
13796,32 14 1684
276,65 72,53 326,58
6346,5 LS 476,12
10305,87 1,27 188,37
111,98 12,29 36,01
74,39 12,84 57749
161,11 16,82 9.56
400,88 20,49 50,89
7523,96 1,85 116,51
276,41 28,28 66,44
2773,79 494 357,58
5652,57 2,45 94,07
4394,36 1,67 1049.28
1149,54 5,85 5,09
4341,56 2,32 787,11
2339,76 9,27 65,84
170,22 9,39 139,32
44,86 7.35 407,88
8045,03 0,54 50,08
§929,78 2,73 5,67
5035,63 9,57 58,25
3752 4,97 875,17
2564,07 -0,62 30378
2967,06 5,56 254,43
22259.86 1,01 112
3512 17,44 2332
583,78 37,97 161,5
9468,02 1,41 270,49
8657.8 331 111,61
3952,02 2,88 41,81
63,87 13,45 4981
202,37 12,82 739
298,51 7,46 43,16
307233 5,08 5195
7456,02 3713 174,75
950,46 6,73 107,92
3019.21 2,24 5423.87
839,16 9.16 90,16
4063,967 8.8693 404,6817
4491,744 12,7513 948,6347
MATRICE DE CORRELATIONS
EXPT IMPT INFL
1
0,99 1

0,408 -0417 1
0,077 -0,064 0,14t
0,786 0,787 -0.508
-0.087 -0,113 0,095

HPIB
14558,8
18070,12
16613,22
2051,09
16077,03
26752,67
2534,19
47991
719,1
1382,39
22286,09
2363,73
9119,71
1841541
18046,57
46353
13430,59
6295,58
718,24
438,88
13965,49
21155,82
10505,04
15299,14
2421732
5654,55
27356,8
879,13
18285
17496,42
25597,97
11639,17
383,43
310,08
614,25
5233,67
19787,82
1816,82
20631,72
243954

10545,03
83823

PIBM

0,311
-0,108

CPiB
3,87
1,48
1,93
2,97
231
0,78
8,5
10,74
3,48
53
2,65
395
2,78
4,25
2,16
3,72
2,49
2,03
8.2
731
10,73
1,16
7,02
2,97
14
8,98
3,79
-6.29
-6.21
2,15
3,65
3,05
514
6.97
4,76
1,86
3,57
9.24
237
3,07

3,757

34928

HPIB

-0,236

BCOM
294,38
5745
622,35
-5.09
240,59
141,32
-123,54
8,75
33,55
-107.39
1205,37
114,13
212,75
1323,78
43321
116441
-213,76
952,93
13,13
-1,59
3146,8
1336,93
-1236,68
746,35
480,21
-2359
326592
-59,18
70,5
1217,37
2652,34
-139,.22
4,01
4583
45,02
-710,85
1348,6
-127
-361
62,91

367,3738
957,8313

CPIB
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Etant donné les différences importantes de dispersion des variables ainsi que I’hétérogénéité
de ces derniéres, nous avons choisi de travailler sur des données centrées et réduites a
'intérieur de chaque tableau. Nous affecterons le méme poids aux quarante individus et
chacun des 26 tableaux aura la méme importance. Finalement, nos analyses s’effectueront sur

des tableaux normalisés.
3.1.2 Analyse de Pinterstructure

L’analyse de I’interstructure est l’étude des relations entre les différents tableaux. Elle
consiste en une comparaison globale de la structure de T tableaux de données en les

représentant par T points dans une (ou plusieurs) image(s) euclidienne(s) plane(s).

En ce qui nous concerne on considere 26 tableaux de données centrées et réduites que 1’on
notera X,X3,...,X26. De plus, nous caractérisons chaque étude (X,,/;,+/,) t=1,2,...,26 par
une matrice de produit scalaires entre individus que I’on définit comme suit :

W, =X1,'X,
En fait, W, est la représentation matricielle de I’opérateur de produit scalaire ¥, que 1’on a

défini au chapitre 2. Par ailleurs, afin d’équilibrer I’influence des différents tableaux dans

I’analyse, nous utiliserons les objets normés *; our caractériser chaque étude.
LA
th s

Puisque nous effectuons I’analyse globale des 26 tableaux de données (interstructure), c’est
une analyse en composantes principales de la matrice des produits scalaires entre les tableaux
qui s’impose. Notons que cette matrice est communément appelée la matrice RV et est définie
comme suit :

trace(W,*W.)

s WPl

RV (t,t")

Débutons cette analyse par une interprétation des résultats de I’interstructure non centrée.
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3.1.2.1 Analyse de Uinterstructure non centrée

Le tableau 4 nous présente les coefficients RV entre les différentes années a 1’étude. On
remarque que les coefficients RV entre les années sont particuliérement élevés, ce qui signifie
qu’on a la méme structure des pays a I’intérieur des différents tableaux et que, par conséquent,

les positions mutuelles des pays évoluent peu d’une année a I’autre.

Tableau 4 : Matrice des coefficients RV

AT
m

[}
om 1
(=4 303 s ’
oz an D ans ]
e axmn oxy a7 awml 1
s s awl asear oy '
LU s asnr amn arn amz '
Hr amr o ast orn LY (L3 s '
m arn oz ans ased o ane and s 3
I LU B wss T asT7 osrs am Qs LX) 1
e d ams amy L1y s un L ane o ans ans )
w ase asm oxtse  aan TS a3 o am arn ass e ¥
w2 ey ans e amn s am r a’ Qe ant am T [}
s as am7 am axis orse a2 ass asm? any (L3 any e ass 1
o4 asas ane amd .84 axT? oY ams asm as? ey s arie a4 a9 1
s asss ame Qhed LV ars o2 arrs a ars ana any M a4 are s 1
[ ] AR A aMI  0SK  OM2 am: o’ Q9 aMe @se  am  ass  asy A’ @Ol A ]
24 x4 LU ams as azzs axT Qs e e axy LU ams as ans om as ari ]
E: e s a7 axm asss asme a5y asle arte am a4 am am ans s a2 an ane 1
we asis ary anl an s g7 any ane L] e ey arls am3 L4 > un assd V] ar: '
o s e LY s ases as 04 o s Ty arne [T Y LT oy 08y o an: e an? L '
" am amn Qa3 15 asaT ageT am: s an as) asa e L) ars e L an} a2 0544 LE 2] a7 1
By  ashd  am Azt ose  amd  am? ARy s o¥T A amy ot 0FT? o @m e 0MWs o) anE oSN aF?  an2 ]
w aFis G aME OBl QI G MY Asd ¥ usl amT At ard  aift AKe  aFM Qe Qe Q%4 A  asml an  awms )
™ afs  AMd  aMy N ass? sy aMs WHT WX AfN W ard U asTt L o Wz ave  aw? amy ar ant [ L LR U Y] 1
o3 Ll ) wms a3 [V amd o o2 s 0.364 (11} an a7 o st o un aso8 ans s ast am 908 ass  asu ans '

La similitude entre les tableaux est représentée par 1’interstructure. Ainsi, la diagonalisation de
la matrice des coefficients RV fournit un systéme d’axes associé aux 26 valeurs propres du

tableaux 5.

118



Tableau 5 : Valeurs propres de ’interstructure non centrée

Voot pregios dncine i, Ve Faloms proprren e

1 23,151100 89,04 89,04 14 0,064160 0,25 98,23
2 0,679334 2,61 91,66 15 0,058252 0,22 98,45
3 0,384649 1,48 93,13 16 0,054812 0,21 98,66
4 0,297202 1,14 94,28 17 0,048483 0,19 98,85
5 0,183527 0,71 94,98 18 0,047104 0,18 99,03
6 0,160932 0,62 95,6 19 0,043075 0,17 99,2
7 0,112554 0,43 96,04 20 0,039896 0,15 99,35
8 0,103513 0,4 96,43 21 0,036130 0,14 99,49
9 0,092677 0,36 96,79 22 0,034751 0,13 99,62
10 0,086401 0,33 97,12 23 0,032705 0,13 99,75
11 0,081502 0,31 97,44 24 0,024963 0,1 99,85
12 0,075416 0,29 97,73 25 0,020670 0,08 99,93
13 0,066807 0,26 97,98 26 0,019396 0,07 100

Les deux premiers axes expliquent 91,66% de I’inertie totale. Ceci est largement suffisant
pour conclure qu’une représentation dans le plan des deux premiers axes principaux suffit.
Ainsi, on retrouvera dans le tableau 6 qui suit les coordonnées de tous les tableaux sur les deux

premiers axes.

Tableau 6 : Coordonnées des tableaux sur les axes principaux (non centrés) 1 et 2

Tubleaa e ; Tableann

A70 09183  0,2044 084 09449 -0,0338
B7I 09298 0,1124 Pss 09568 -0,0698
Cc72 09337 0237 086 09582 -0,1074
D73 09217 0,2654 R87 09557 -0,0864
E74 09397 0,2329 538 09482 -0,1917
F7$ 09374 02624 789 09252 -0,1692
G76 09408 02424 U9 09334 -0,1862
H77 09451 0,186l V91 09532 -0,1755
178 0,954  0,0851 w92 09465 -0,162
J79 09539  0,0069 X93 0942 -0,1762
K80 09545  -0,03 94 09417 -0,1746
L8l 09551 -0,0452 295 09378  -0,i43
M82 09554  0,0196 WD (compromis) I 0
N83 09498  -0,0842 . 0 0
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D’autre part, lorsque I’on regarde la figure 6 concernant la représentation des 26 tableaux dans
le plan des axes 1 et 2 ainsi que le tableau 7 présentant les coefficients de la combinaison
linéaire donnant le compromis, on remarque que le compromis est un bon résumé de
I’ensemble des tableaux. En effet, les valeurs trés similaires des coefficients de la combinaison
linéaire donnant le compromis reflétent les valeurs élevées des coefficient RV et le

resserrement des faisceaux formés dans I’image euclidienne des années.

Tableau 7 : Coefficients de la combinaison linéaire caractérisant le compromis

W,

.1, s
a 0,03966 a 0,04103
a; 0,04016 as 0,04081
a; 0,04033 Qs 0,04133
a, 0,03981 ay 0,04139
as 0,04059 an 0,04128
a;s 0,04049 a 0,04096
ar 0,04064 an 0,03996
as 0,04082 ay 0,04032
@ 0,04121 az; 0,04117
an 0,04120 ay 0,04089
an 0,04123 az, 0,04069
a; 0,04126 s 0,04068
a;; 0,04127 as 0,04051

Cependant, on note dans la figure 6 un changement de structure avec les années. En effet, la
décennie 70 se retrouve regroupée au-dessus du compromis WD, la majeure partie de la
décennie 80 se regroupe prés du compromis et finalement, la fin de la décennie 80 et la
premicre moitié de la décennie 90 se rassemble en dessous du compromis. En fait, on peut
remarquer deux grandes périodes de changement : la premiére survient entre les années 1977
et 1978 et la seconde entre les années 1987 et 1988. Par contre, de fagon générale, nous

assistons dans la figure 6 a une évolution naturelle des tableaux avec les années. Ceci s’avére
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tout a fait normal étant donné que les variables économiques étudiées sont majoritairement des
variables qui tendent a prendre de I’ampleur avec les années. L’analyse de I’intrastructure
nous permettra de mettre en évidence les variables responsables de cette évolution et de ces

écarts entre les tableaux.
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Figure 6 : Représentation des 26 tableaux dans le plan des axes principaux (non centrés)
let2
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Enfin, la qualit¢ de la représentation ci-dessus se mesure par la norme des tableaux en
projection. Ainsi, le tableau 8 nous montre qu’il y a trés peu de différences entre les normes
projetées et les normes exactes. Les valeurs des cosinus carrés sont comprises entre 0,887 et
0,947 pour les axes 1 et 2. On en déduit alors que les 26 tableaux sont bien représentés étant

donné qu’un cosinus carré élevé signifie que le point représenté est presque dans le plan.
ep
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Tableau 8 : Qualité de la représentation selon les axes principaux (non centrés) 1 et 2

N N ) - \ i
Labhlcaun Cos o Fabloin Con o [y
e

[ERRT I Jroc el

A70 1 0,94 885 N83 1 0,95 909,21
B71 1 0,94 877,11 084 1 0,95 893,91
c72 1 0,96 928,02 P8s 1 0,96 920,31
D73 1 0,96 919,94 Q86 I 0,96 929,64
E74 1 0,97 937,22 R87 1 0,96 920,75
F75 l 0,97 947,48 538 1 0,97 935,78
G76 I 0,97 943,81 T89 l 0,94 884,64
H77 1 0,96 927,75 9o | 0,95 905,96
178 1 0,96 917,27 Vol 1 0,97 939,42
J79 1 0,95 910,04 w92 1 0,96 922,19
K80 1 0,95 912,02 X93 1 0,96 918,35
L8] 1 0,96 914,28 Y94 1 0,96 917,34
M82 1 0,96 913,15 Z95 1 0,95 899,88

Avant d’analyser plus en profondeur les écarts entre les tableaux, nous allons examiner les
résultats produits par I’interstructure centrée.
3.1.2.2 Analyse de Uinterstructure centrée

L’interstructure centrée a I’avantage de faire apparaitre les proximités et les oppositions entre

les différents tableaux étudiés.

Tableau 9 : Valeurs propres de Uinterstructure centrée

Ives Vol poapres s werte D Gl [N Pl propres Lo ter e ol
frrey

1 0,67981 23,84 23,84 14 0,05826 2,04 85,89
2 0,38589 13,53 37,37 15 0,05500 1,93 87,82
3 0,29739 10,43 47,719 16 0,04851 1,70 89,52
4 0,18394 6,45 54,24 17 0,04711 1,65 91,17
5 0,16097 5,64 59,89 18 0,04321% 1,51 92,69
6 0,11257 3,95 63,83 19 0,03992 1,40 94,09
7 0,10354 3,63 67,46 20 0,03614 1,27 95,35
8 0,09269 3,25 70,71 21 0,03477 1,22 96,57
9 0,08640 3,03 73,74 22 0,03272 1,15 97,72
10 0,08165 2,86 76,60 23 0,02497 0,88 98,59
11 0,07549 2,65 . 1925 24 0,02068 0,72 99,32
12 0,06683 2,34 81,59 25 0,01940 0,68 100,00
13 0,06427 2,25 83,85
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En recourant aux trois premiers axes principaux on parvient a expliquer prés de 48% de
I’inertie totale. Cela demeure quand méme suffisant pour conclure 4 une représentation selon
les trois premiers axes. Ainsi, on retrouvera dans le tableau 10 qui suit les coordonnées de tous

les tableaux sur les trois premiers axes.

Tableau 10 : Coordonnées des tableaux sur les axes principaux (centrés) 1, 2 et 3

Fablcaun

A70 02045 -0,0719 0,0016
B?I  0,1120 0,0009 0,0432
C72 02367 -0,0823 0,0050
D73 02655 -0,1497 -0,0226
E?4 02323 -0,1043 -0,0269
F?§ 02619 -0,1034 -0,0197
G76 02417 -0,0484 -0,0215
H?77  0,1850 0,919 -0,0070
178 0,0837 0,1740 -0,0303
J79 00056 0,1555 -0,0247
K80  -0,0313 0,1491 0,0351
L81  -0,0466 0,152 0,0355
M82 00182 0,1672 0,0107
N83  -00854 0,1908 -0,0542
084  -0,0348 0,1474 0,0600
P8S  -0,0712 10,1600 0,0356
086  -0,1087 00607 0,0444
R87  -0,0876 -0,0073 0,0710
S88  -0,1923 -0,0701 -0,1622
789  -0,1691 -0,0738 -0,2892
U%  -0,1863 -0,1089 -0,2456
V91  -0,1762 -0,0983 -0,0649
W92  -0,1626 -0,1428 0,1298
X93  -0,1766 -0,1508 0,1889
Y94  -0,1751 -0,1370 0,1552
295  -0,1434 -0,1008 0,1526
WD 00000 00000 0,0000
* 0,0000 0,0000 0,0000

Comme nous I’avions remarqué précédemment, la figure 7 nous montre de fagon plus nette les
écarts importants entre les tableaux H77 et I78 ainsi qu’entre les tableaux R87 et S88. Ce

graphique nous présente également un changement majeur entre les tableaux G76 et H77.
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Figure 7 : Représentation des 26 tableaux dans le plan des axes principaux (centrés)
let2

La figure 8, quant a elle, nous fait voir une nouvelle facette de la relation entre les tableaux.
Cette derniere met en évidence quelque chose de particulier pour les années 1987 a 1992. En
effet, on remarque que, si on suit la chronologie des années, a partir de 1987 les tableaux vont
partir du deuxiéme quadrant et descendre jusque dans le coin inférieur gauche du troisiéme
quadrant pour finalement revenir dans le coin supérieur gauche du second quadrant. Ce
changement majeur dans I’évolution de 1I’économie mondiale semble refléter I’influence qu’a
eue la récession nord américaine de 1989 a 1991 sur le plan intemnational. La figure 8 nous

permet alors d’identifier les différentes phases de cette récession.
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Figure 8 : Représentation des 26 tableaux dans le plan des axes principaux (centrés)
let3

Ainsi, nous pouvons constater que les premiers bouleversements de cette récession se sont fait
sentir au cours de I’année 1988, autrement dit, avant méme que celle-ci soit officiellement
déclarée. Les années subséquentes ont donc contribué a I’accroissement continu des

répercussions pour finalement atteindre le creux des changements provoqués par la récession
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nord américaine en 1989. L’année 1989 a donc été I’année ou I’économie mondiale s’est
reprisc et a entamé son redressement. [l est intéressant de remarquer que cette période
correspond exactement a la période ou il a été annoncé officiellement que I’ Amérique du nord
était en récession et donc qu’elle tenterait par tous les moyens de s’en sortir. Nous remarquons
alors que dans les années qui ont suivi, nous assistons au redressement de I’économie
mondiale et, d’aprés la figure 8, nous constatons que I’économie mondiale s’est remise de ce
bouleversement économique en 1992, soit a la méme période ou I’Amérique du nord s’est
sortie de la récession. Bref, nous pouvons prétendre que la récession qui s’est abattue sur
I’Amérique du nord de 1989 a 1991 est un événement marquant dans I’histoire de I’économie
mondiale puisqu’elle s’est fait sentir de fagon trés prononcée dans plusieurs pays en

provoquant bon nombre de changements économiques.

Enfin, contrairement aux résultats de [I'interstructure non centrée, la qualit¢ de Ila
représentation n’est pas trés bonne autant pour le plan des axes I et 2 que pour le plan des axes
1 et 3. En effet, comme nous le montre le tableau 11, les valeurs des cosinus carrés varient

entre 0,005 et 0,778 pour le plan des axes 1 et 3.

Tableau 11 : Qualité de la représentation selon les axes principaux (centrés) 1, 2 et 3

vy foer Tven Jor s

Tabicin

A70 0,40 0,22 299,71 0,40 0,20 266,78
B71 0,37 0,11 92,69 0,37 0,12 106,46
c72 0,36 0,25 491,35 0,36 0,24 438,52
D73 0,39 0,30 617,97 0,39 0,27 472,36
E74 0,34 0,25 556,50 0,34 023 469,36
F75 0,35 0,28 655,99 0,35 0,26 570,74
G76 0,34 0,25 530,10 0,34 0,24 513,70
H77 0,33 0,21 399,53 0,33 0,19 320,85
178 0,30 0,19 412,69 0,30 0,09 87,68

J79 0,30 0,16 267,86 0,30 0,03 7,09

K80 0,30 0,15 259,81 0,30 0,05 24,717
L81 0,30 0,16 287,09 0,30 0,06 38,89
M82 0,30 0,17 322,86 0,30 0,02 5,10
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N&3 0,31 0,21 444,23 0,31 0,10 104,02

084 0,33 0,15 213,40 0,33 0,07 44,72
P8s 0,29 0,18 360,19 0,29 0,08 74,44
Q86 0,29 0,12 187,89 0,29 0,12 167,10
R87 0,30 0,09 88,60 0,30 0,11 145,81
S88 0,32 0,20 414,57 0,32 0,25 626,13
189 0,38 0,18 235,97 0,38 0,34 778,24
U990 0,36 0,22 361,63 0,36 0,31 738,20
47} 0,30 0,20 444,76 0,30 0,19 385,22
w92 0,32 0,22 449,48 0,32 0,21 415,55
X93 0,34 0,23 478,12 0,34 0,26 593,09
Y94 0,34 0,22 436,29 0,34 0,23 483,22
295 0,35 0,18 254,54 0,35 0,21 363,26

En bref, cette analyse de I’interstructure ne nous donne qu’un apergu global et général de
I’étude. Afin d’identifier ou d’analyser les causes de ces écarts plus ou moins grands, nous

allons faire I’étude de I’intrastructure ainsi que de son compromis.

3.1.3 Analyse de P’intrastructure

L’idée essentielle de cette analyse est la recherche d’une structure commune aux tableaux.
Cette recherche peut se reformuler ainsi : les distances entre les pays sont-elles stables d’une

année a ’autre ?

Le compromis étant déterminé au cours de la section précédente, nous allons représenter les
positions-compromis des pays telles qu’elles sont décrites par I’ensemble des tableaux. On
obtiendra alors 1I'image ecuclidienne compromis. Notons que les positions-compromis des
individus correspondent a des positions moyennes des individus sur la période. Bref, ce genre
d’analyse nous permetira d’identifier les pays responsables des écarts plus ou moins

importants constatés dans I’analyse de I’interstructure.
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3.1.3.1 Interprétation des axes de l’image euclidienne compromis

L’image euclidienne compromis s’obtient en déterminant les éléments propres de la matrice
WD ot W est I’objet compromis. Le tableau 12 fournit les dix premiéres valeurs propres de
WD ainsi que I'inertie expliquée par chaque axe. Les trois premiers axes expliquant pres de

75% de I’inertie totale, nous nous limiterons a I’examen et I’interprétation de ces demniers.

Tableau 12 : Valeurs propres de Uintrastructure

e Faorlcnns propros Coniminde

1 0,924124 49,86 49,86
2 0,317498 17,13 66,99
3 0,142608 7,69 74,69
4 0,103072 5,56 80,25
5 0,080296 4,33 84,58
6 0,053542 2,89 87,47
7 0,038737 2,09 89,56
3 0,033788 1,82 91,39
9 0,026524 1,43 92,82
10 0,021953 1,18 94,00

L’interprétation des axes est possible grice a I’examen de leurs corrélations avec les variables
initiales. Le tableau 13 nous permet de découvrir quelles sont les variables qui expliquent les
axes du compromis. Afin de mettre en évidence les variables explicatives de chaque axe, nous
avons doublement souligné les corrélations p telles que |p| > 0,8 et souligné les corrélations p
telles que 0,6 < |p} < 0,8. Notons que pour I’axe numéro 3 nous avons doublement souligné la
variable INFL pour chaque tableau (méme si les corrélations étaient comprises dans

Pintervalle {-0,8 , 0,8]) puisqu’elle était la variable la plus corrélée.
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Tableau 13 : Corrélations des variables avec les 3 premiers axes

CGGA EXPA IMPA INFA PBA HPIA CPIA  BCOA CGGB EXPB IMPB INFB PIBB HPIB CPIB  BCOB
[ 08754 08902 09069 00053 20,1939 09124 03543 0,149 03839 0392 09020 01148 01935 09129 0,167 02845
2 02705 0336 03279 0,765 09344 02400 00802 G037 02507 03358 03338 0042 09150 -0.344 01393 -0,0730
J 01631 00424 00073 04351 00048 -00590 01486 0,195 20,1599 00453 00016 06404 -00060 -0,0682 -03689 02710

CGGC EXPC IMPC INFC PMBC HMC CPIC  BCOC CGGD EXPD IMPD INFD PIBD HPID CPID BCOD
! 08912 08912 0909 01611 0,925 -09354 00210 01487 0868 08911 09084 0340 20,1912 09N 02109 01370
2 02374 03364 03260 0,108 0JISE 02354 00161 00633 02124 03353 03298 00957 0966 -02379 00289 0,019
J 01563 00403 00063 02970 00074 -00716 -02764 02663 0,190 00478 00075 01892 -0,0085 -0,0667 00378 03256

CGGE EXPE IMPE INFE PBE HPE CPIE BCOE CGGF EXPF IMPF INFF PIBF HPIF CPIF  BCOF
! DS 08810 0904 099 01917 09420 027 00306 08769 09031 09005 01652 01891 09379 0499 00991
2 02037 03332 03409 0098 09368 -02161 02737 -0,0074 21979 0320 03433 00807 0980 -0,2280 00037 0,1521
J 01927 00579 00029 01743 -00107 -00675 -0,0974 03347 20,1974 00448 00058 02834 -00103 -00705 0,1661 02586

CGGGC EXPG IMPG INFG PIBG HPIG CPIG BCOG CGGH EXPH IMPH INFH PIBH HPIH CPIE  BCOH
1 08887 09105 09130 02075 0I881 09353 01403  0,1459 Q8065 09153 09167 03269 -0,1860 0974 03169 00524
2 0919 03181 03271 0128 09376 02285 00411 00946 01921 03155 03248 0129 09374 -0.2359 -00379 0,065
3 01780 003838 00074 03147 00123 -00658 00252 0,1627 0S50 00327 00036 05%3 -00[13 -00685 O0,1678 0,544

CGGI EXPI IMP1 INFI MBI WPl CP  BCOL CGGI EXPI IMPJ INFI PMBS HPU CPU  BCOJ
I 0399 0903 09153 O0BM 0836 D03 03174 00455 08955 09182 9191 03602 835 DI 02932 00748
2 01859 03130 03213 0,427 9376 02434 -0,0201 -0.1084 21816 03147 03255 016312 09384 02414 00740 -0,0664
J 01606 00247 00086 719 00106 -00715 0,878 0,1253 20,1479 00275 00160 OT850 00115 -0,0752 -0,2666 01042

CGGK EXPK IMPK INFK PIBK HPIK CPIK BCOK CGGL EXPL IMPL INFL PIEL HPIL CPIL  BCOL
1 08889 09244 09158 02686 .0,1827 .09I6 03909 -0,0620 O372 09138 09148 O0i742 01811 09347 04683 -02661
2 01693 03049 03336 01500 09392 02255 02492 -03463 01633 02908 03353 0121 0919 02298 00385 02778
3 -0,1683 00242 00222 07907 -00i27 0081t -0.1687 00220 0,726 00IS9 00148 0SSP 00097 -0,0827 0,911 00105

CGGM EXPM IMPM INFM PIBM HPIM CPIM  BCOM CGGN EXPN IMPN INFN PIBN HPIN CPIN BCON
1 08888 09136 09177 O.IT36 -0.1308 09i66 02135 0,176 08926 09112 09196 02329 01801 09386 00102 -040S8
2 01666 02967 03319 01531 09404 02222 00889 -0,23%6 20,1669 03040 03257 01529 0M06 02256 -0.0922 -0,0483
3 01643 00250 00130 0849 00075 -00814 03609 0,089 01542 00239 00248 -036I8 00040 -00752 05620 00019

CGGO EXPO IMPO INFO PIBO HPIO CPIO BCOO CGGP EXPP IMPP INFP PIBP HPIP CPIP  BCOP
! 08918 09238 09161 O.I710 01780 09409 0,1492 04997 08906 09184 09169 02376 -0.1763 09197 01936 -0,5109
2 01691 03149 03194 0,1103 09401 02273 00078 01124 20,1702 03208 03185 01274 09407 02283 00301 0,1931
3 01541 00361 00338 07333 00041 -0072 0,377 00362 01595 00341 00341 -08503 00043 -0,0733 00124 00181

CGGQ £XPQ IMPQ INFQ PIDQ HPIQ CPIQ BCOQ CGGR EXPR IMPR INFR PIBR HPIR CPIR BCOR
! 08950 015§ 09193 03120 01751 094311 0,1894 -03276 08921 09130 09167 03318 -0,1734 09401 0ISS4 01977
2 01758 03255 03146 01069 002 02195 0,125 02225 2,701 03274 03163 00889 09404 02216 -00160 02328
3 01507 00337 0029 08140 D051 -00758 -0,1529 0,0489 01683 00344 00164 07251 00037 00823 0,108 02416

CGGS EXPS IMPS INFS PIBS HPIS CPI5S BCOS CGGT EXPT IMPT INFT PIBT HPIT CPIT  BCOT
1 08959 09034 DHI128 0293 0,179 09451 00717 0386 03987 08993 -09087 02464 -0,1709 09489 00267 -04662
2 01714 03285 03146 00833 09405 02209 00167 03264 20,1720 03278 03116 00816 09405 02148 00861 03569
3 01628 00519 00368 07692 00004 00692 05494 0,1903 20,1531 00584 00581 06280 00019 -00580 04852 00382

CGGU EXPU IMPU INFU PIBU HMU CPIU SCOU CGGV EXPY IMPV INFV PIBV HPIV CPIV  BCOV
i 02986 09010 09038 02429 01702 LI4B3 00744 05012 0896 08911 0873 03133 0,679 09510 03071 04395
2 01692 03235 03122 00805 09400 02143 00571 028N 20,1629 03243 03254 00844 09391 02047 02475  O.1404
3 01512 00636 00613 06157 00063 -00533 04326 0057 20,1462 00758 0064 -07491 00092 -00480 00593 0,1250

CGGW EXPW [IMPW INFW PIBW HPIW CPIW BCOW CGGX EXPX IMPX INFX PBX HPIX CPIX BCOX
Il 09002 08881 08862 02111 20,1651 09524 02479 05574 09017 03908 08795 01944 .06l6 0956] 02523 06498
2 01606 03234 03209 00450 09390 -0.2054 00575 02250 20,1545 03240 03201 00389 D938 01951 01866 02355
J 0409 00780 00666 06645 00118 00419 02532 0,120 20,1409 00751 00687 06471 00126 -00391 -00230 00854

CGGY EXPY IMPY INFY PIBY HPIY CPIY BCOY CGGZ EXPZ IMFZ |INFZ PIBZ HPIZ CPIZ BCOZ
1 09025 08947 03923 0,192 0,191 09574 03282 06189 09031 DI HBM4 05054 01569 DISIS 02428 -0,5954
2 01507 03202 03069 00402 09389 -0,iI910 0,134 02882 01481 03142 03002 01116 09388 0,1864 0,1366 02838
3 01383 00715 00637 069 0031 -00409 -0,1125 00872 20,1391 00779 00637 05417 00IS2 -00397 00770 01207

Notons par ailleurs que la représentation graphique de ces corrélations s’avére tout aussi
intéressante puisqu’elle nous donne un apercu global du phénoméne des corrélations axes-

variables. Puisque nous avons décidé de considérer uniquement les trois premiers axes, les

129



figures 9 et 10 nous exposent, respectivement, les représentations graphiques des corrélations

des variables avec les axes 1 et 2 du compromis ainsi qu’avec les axes 1 et 3 du compromis.

Débutons avec I’interprétation de ’axe numéro un, qui explique prés de 50% de I’inertie
totale. Aprés une simple observation du graphique des corrélations, on remarque que ce sont
les variables CGGV, EXPT, IMPT et HPIB qui expliquent majoritairement I’axe 1. Toutes ces
variables possédent de fortes corrélations négatives avec cet axe. Par contre, le tableau des
corrélations nous affirme que c’est la variable HPIB qui s’avére expliquer de fagon la plus
imposante ce premier axe. Ainsi, nous pouvons interpréter ’axe 1 comme étant un axe
mesurant le niveau d’activité économique d’un pays par habitant. Donc, plus un pays posséde
une grande activité économique par habitant, plus il devrait se projeter du coté négatif de

I’axe 1.

Considérons maintenant I’axe deux, qui explique 17% environ de !’inertie totale. En ce qui
conceme cet axe, que I’on regarde le tableau ou le graphique des corrélations, on ne peut faire
autrement que de constater que c’est la variable PIBM qui explique pratiquement toute
I'inertie de I’axe 2. En effet, toutes les corrélations de cette variable sont négatives et plus
petites ou égales a -0,9344. Ainsi, il ne fait aucun doute que I’axe 2 s’interpréte comme un axe
qui distingue les pays ayant un petit PIB de ceux ayant un PIB gigantesque. Donc, plus un

pays possede un gros PIB, plus ce pays se situera du coté négatif du second axe.

Terminons avec I’interprétation de 1’axe trois, qui explique quant a lui prés de 8% de I’inertie
totale. Bien qu’elle ne franchisse qu’a I’occasion le seuil de corrélation que nous avions fixé a
-0,6, c’est la variable INFL qui nous semble expliquer le plus adéquatement I’axe 3. De plus,
la figure 10 confirme cette impression en nous présentant 1’ensemble des variables INFL
regroupées prés du troisiéme axe. Ainsi, I’axe 3 nous permet de distinguer les pays trés
inflationnistes de ceux qui le sont moins ou méme déflationnistes. Donc, plus un pays a des

tendances inflationnistes, plus il se retrouvera du c6té négatif de 1’axe 3.
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Figure 9 : Graphique des corrélations des variables avec les axes 1 et 2 du compromis
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Figure 10 : Graphique des corrélations des variables avec les axes 1 et 3 du compromis
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Enfin, avant de passer a la représentation des individus actifs compromis, résumons en
quelques mots la signification de chacun des axes de I’image euclidienne compromis. Nous
sommes arrivés a la conclusion que Paxe 1 représente le niveau d’activité économique d’un
pays par habitant, I’axe 2 représente la taille du PIB d’un pays et finalement, le troisiéme axe

s’identifie au caractére inflationniste de celui-ci.

3.1.3.2 Représentation des positions-compromis des individus

Nous nous intéressons maintenant aux individus par rapport aux axes du compromis. Le
compromis étant centré pour les poids des individus, I’image euclidienne compromis D’est
aussi. Il est donc possible d’interpréter les positions-compromis des individus par rapport a un
axe quelconque. Le tableau 14 qui suit nous indique les contributions absolues, les cosinus

carrés ainsi que les coordonnées des individus-compromis par rapport aux trois premiers axes.

Tableau 14 : : Contributions absolues, cosinus carrés et coordonnées des individus-

compromis selon les axes 1,2 et 3

Conintrhietnonms absoliics Comngnies coti iy Coordonnees

AUS 0,0006 00008 00006 00926 0,0450 0,0163 -0,1429 -0,0997 0,0599
AUT 0,0172 00010 0,0009 08298 0,0172 0,0064 -0,7969 0,1147 0,0698
BEL 0,0421 0,0201 0,0061 00,7407 0,1217 00166 -1,2469 0,5054 0,1868
BRA 0,0323 00012 03985 02698 0,0035 0,5130 11,0933 0,1250 -1,5077
CAN 0,0094 0,0022 0,0000 06322 00506 0,0004 -0,5895 -0,1668 0,0157
CHE 0,0884 0,0022 00001 09190 0,0080 00002 -1,8076 0,1686 -0,0261
CHL 0,0237 0,0050 0,0248 02281 0,0165 0,0367 09364 072516 -0,3758
CHN 0,0300 0,001 0,0382 05097 00005 0,1002 11,0534 0,0322 04669
CMR 0,0235 0,0007 00117 05009 00,0050 0,0383 09327 0,0933 02579
coL 0,0244 0,0014 0,0004 09240 0,0188 0,0021 09493 0,1354 0,0451
DNK 0,0488 00001 00034 08182 00007 0,0088 -1,3431 10,0379 -0,1390
DZA 0,015t 00003 0,0046 04880 0,029 0,0232 07459 0,0575 0,1628
ESP 0,0030 00006 0,0020 04210 003i2 0,0439 03306 -0,0900 0,1067
FIN 0,0158 0,0001 0,0002 06490 0,0010 0,0010 -0,7650 0,0296 -0,0305
FRA 0,0092 10,0197 0,0000 05212 03837 0,0000 -0,5833 -0,5005 -0,0002
GAB 0,0033 0,0040 0,0062 0,0672 0,0279 0,0194 03504 0,2257 0,883
GBR 0,0028 0,0088 0,0000 03121 03331 0,0005 -03238 -0,3345 0,0133
GRC 0,0070  0,0003 0,0019 0,6088 0,0097 0,0252 0,5097 0,0643 0,1037
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IDN 0,0279 0,0015 00125 0,782 00145 0,0543 10163 0,1380 0,2671
IND 0,0254 0,0000 0,0266 0,6972 0,0003 0,1128 09689 -0,0189 0,3898
IRL 0,0008 0,0065 00048 0,0929 02457 0,0825 -0,1764 0,2868 0,1662
ISL 0,0346 0,0063 0,0391 0,6621 0,0414 0,1155 -1,1307 10,2828 -0,4722
ISR 0,0002 00045 0,1381 0,0039 00310 04302 -0,0842 02384 -0,8876
ITA 00012 00117 0,0000 0,1699 0,5760 0,0002 -0,2094 -0,3856 -0,0079
JPN 0,0034 0,1563 0,0030 0,0520 0,8257 0,0071 -0,3537 -1,4089 0,1310
KOR 0,0166 0,0014 0,0112 04872 00143 00505 0,7845 0,1344 0,2527
LUX 0,1760 01176 0,0171 0,6654 0,1528 0,0100 -2,5506 11,2221 0,3124
MAR 0,0227 0,0013 00132 06313 0,0128 0,0565 09165 0,1306 0,2741
MEX 0,0228 0,0006 0,0056 0,6242 0,0057 0,0237 09172 0,0879 -0,1788
NLD 0,0273 0,0061 0,038 0,8455 0,0647 0,0183 -1,0053 0,2780 0,1480
NOR 0,0526 0,0034 0,010 0,8847 0,0195 0,0026 -1,3949 0,2071 -0,0756
NZL 0,0004 10,0007 0,00001 0,0497 0,0325 00019 -0,1146 0,0926 -0,0222
PAK 0,0271 0,0012 10,0222 0,7921 00117 0,1003 10010 0,1215 03562
PER 0,0318 0,0048 0,1488 03797 0,0198 0,2737 1,0850 0,2478 -0,9212
PHL 0,0236 0,0011 0,0066 0,6876 0,0106 0,0296 09340 0,i158 0,1939
PRT 0,0086 0,0017 0,0020 06052 0,0403 00214 05646 0,1458 0,1062
SWE 0,0479 0,0001 0,0042 0,7763 0,0004 00104 -1,3309 -0,0304 -0,1539
THA 0,0244 10,0013 0,0371 0,6547 00124 0,1533 09500 10,1308 0,4598
Us4 0,0157 0,6024 0,0007 0,0667 08789 0,0004 -0,7618 -2,7660 -0,0614
ZAF 0,0122 00008 0,0028 0,6371 00140 0,0223 0,6720 0,0998 0,1258

Commengons par examiner les pays ou groupes de pays qui contribuent le plus a la formation
de chacun des axes. En ce qui concerne le premier axe, on constate que c’est le Luxembourg et
la Suisse qui contribuent le plus a 1’axe numéro 1 avec respectivement 17,60% et 8,84%. En
regroupant les pays par continent, on s’apergoit que c’est I’Europe qui s’avére étre celui qui
représente le mieux le premier axe avec une contribution de 58,33%. Mentionnons que les

pays membres de I’OCDE, quant a eux, obtiennent 62,77% de contribution absolue.

Les résultats du second axe sont beaucoup plus remarquables. En effet, les Etats-Unis, le
Japon et le Luxembourg obtiennent respectivement une contribution a I’axe numéro 2 de
60,24%, 15,63% et 11,76%. De plus, lorsque I’on considére les pays membres de I’'OCDE

nous obtenons une immense contribution absolue atteignant 97,18%.

Enfin, le troisi¢éme axe est, quant a lui, caractérisé par le Brésil, le Pérou et I'Israél puisque

leur contribution absolue jumelée s’éleve a 68,54%. Cependant, contrairement aux deux
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premiers axes, ce sont les pays non membres de I'OCDE qui obtiennent la plus grande

contribution absolue avec 87,38%.

Analysons maintenant la représentation des pays par rapport aux axes 1, 2 et 3 de I'tmage
euclidienne compromis. Commengons par effectuer I’analyse selon les deux premiers axes. La
figure 11 montre clairement une opposition, selon1’axe 1, entre les pays membres et non
membres de I’OCDE. Puisque les pays membres de I’OCDE se projettent du c6té négatif du
premier axe, cela nous confirme que ce sont des pays qui possedent une trés grande activité
économique par habitant. Parmi ces derniers, on remarque la position particuliere du
Luxembourg. En effet, ce pays se retrouve dans le coin supérieur gauche du second quadrant.
Ainsi, on peut affirmer que le Luxembourg est un pays possédant une trés grande activité
économique par habitant tout en possédant un trés petit PIB. Par ailleurs, on retrouve
évidemment les deux leaders économiques mondiaux, en 'occurrence les Etats-Unis et le
Japon, a I’extréme négatif de I’axe 2 : 1’axe représentant la taille du PIB. Finalement, en
élargissant notre vision aux sept pays les plus industrialisés du monde, autrement dit le G7
(Allemagne, Canada, Etats-Unis, France, Grande-Bretagne, Italie et Japon), on s’apercoit

qu’ils sont tous regroupés, comme nous pouvions le prévoir, du coté négatif du deuxiéme axe.

Effectuons a présent I’analyse de la représentation des pays par rapport aux axes 1 et 3 de
I'image euclidienne compromis. La figure 12 nous apporte les mémes commentaires que
précédemment en ce qui conceme I’axe numéro 1. Cependant, le troisitme axe met en
évidence trois pays que I’on pourrait caractériser comme étant de nature trés inflationniste.
Ces pays sont en fait le Brésil, le Pérou et 1’Israél puisque tous les trois sont projetés trés loin
du coté négatif de 1’axe numéro 3. De plus, la figure 12 nous permet d’affirmer que les pays
(étudiés) d’ Amérique du Sud et d’Amérique Centrale sont des pays ayant une faible activité
économique par habitant et possédant un énorme taux d’inflation. Cette affirmation vient du
fait que ces pays se retrouvent majoritairement dans le quatrieme quadrant de 1’'image

euclidienne compromis.
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Figure 12 : Représentation des individus-compromis dans le plan des axes 1 et 3

Cela étant dit, c’est ici que se termine cette troisiéme sous-section consacrée a 1’analyse fine
des différents tableaux a I’étude que I’on a appelée intrastructure. Nous allons maintenant nous
intéresser a 1’évolution d’un méme pays au fil des années. Cette analyse de 1’évolution se fera
par I’entremise des trajectoires de chaque pays. C’est en fait I’objet de notre prochaine sous-

section.
3.1.4 Représentation des trajectoires

L’étude de [Iinterstructure a mis en évidence, sans les expliquer, les écarts et les
ressemblances des objets entre eux et avec le compromis. L’observation des trajectoires va

nous permettre d’expliquer ces écarts au niveau individuel.

Comme nous I’avons mentionné dans le second chapitre, la représentation des trajectoires se
fait dans I'image euclidienne compromis. Alors, puisque nous sommes en présence des mémes

variables mesurées sur les mémes individus chaque année, nous sommes portés,
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instinctivement, a s’intéresser autant aux trajectoires des individus qu’a celles des variables.
Cependant, aprés avoir effectué I’analyse des trajectoires des variables, nous en sommes venus
a la conclusion qu’elles nous apportaient trés peu d’informations supplémentaires. En effet,
toutes les variables, a I’exception du taux d’inflation annuel et de la croissance annuelle du
PIB, avaient une trés faible évolution. Tant qu’aux variables concernant le taux d’inflation et
la croissance du PIB, elles possédaient des projections similaires a celles des graphiques des
corrélations des variables avec les axes du compromis (figure 9 et 10) que nous avons
présentés a la section 3.1.3.1 du présent chapitre. C’est pour cette raison que nous allons

effectuer uniquement I’interprétation des trajectoires des pays de I’étude.

3.1.4.1 Représentation des trajectoires des pays

Les trajectoires des pays s’interprétent par rapport a I’évolution moyenne, c’est-a-dire par
rapport a I’évolution d’un individu fictif moyen qui aurait pour valeurs les moyennes des
variables par années. Puisque nous avons centré les variables par année, la trajectoire de cet
individu moyen est réduite a un point qui est a I’origine du plan étudié. Par ailleurs, I’analyse
de I’intrastructure nous a permis d’attribuer une signification a chacun des axes. Il nous est

alors possible d’interpréter le sens de parcours d’une trajectoire le long de ces axes.

Etant donné le nombre élevé de pays étudiés, la représentation de toutes les trajectoires
provoque inévitablement la superposition de plusieurs d’entre elles et il en résulte une lisibilité
quasi inexistante. Pour contrer ce probléme nous avons décidé de sélectionner les pays qui,
dans un plan ou I’autre, ont eu une évolution trés différente de I’évolution moyenne. En fait,
nous avons observé sept pays parmi les quarante, pour chacun des plans factoriels, qui
méritent une attention particuliére. Le tableau 15 nous présente les coordonnées des points de
ces trajectoires pour les pays sélectionnés par rapport aux deux premiers axes tandis que la
figure 13 nous expose graphiquement les trajectoires associées. Notons que, dans la figure 13,
I’étoile preés de la lettre représentant le pays correspond a la position compromis du pays en
question. La position du compromis est la position du pays représenté précédemment dans la

figure 11 de I’intrastructure.
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Tableau 15 : Coordonnées des points des trajectoires sur les axes 1 et 2

Comy -0,1429 -0,0997 09364 02516 -0,7650 0,0296 03504 02257 -03537 -1,4089 -25506 12221 -0,7618 -2,7660

)
1970 -0,2089 -0,1248 06448 04694 -05511 00350 0438 0,413 -0,0737 -i,0939 -2,5163 12616 -1,0248 -2,8616
1971 -0,1580 -0,0939 08719 02712 -06045 00082 04594 02876 -02148 -1,1775 -2,5669 12107 -0,9070 -2,8645
1972 -0,1228 -0,0952 10082 04489 -0,6290 00541 03332 0,267 -0,2223 -1,2122 -2,4827 12318 -08678 -2,8077
1973 -0,1519 -0,0953 08879 03558 -0,6183 00518 05027 0,1905 -02161 -1,2084 -23999 12348 -0,8186 -2,7117
1974 -0,1533 -0,1520 11,0766 03285 -0,6497 00177 05511 08751 -0,2892 -1,3270 -2,5128 12981 -0,8461 -2,8420
1975 -0,1215 -0,0829 06999 03390 -0,6544 00474 03795 02536 -02168 -1,i872 -2,4966 1,1786 -0,7810 -2,5870
1976 -0,1477 -0,0941 11,1637 04336 -0,6668 00229 00945 03352 -02513 -1,2362 -2,2887 11,1224 -0,7417 -2,7054
1977 -0,i854 -0,0955 13035 03842 -0,7136 00450 -03030 02662 -0,2685 -1,2034 -2.2555 1,0207 -0,7299 -2,6160
1978 -0,1223 01131 11,0123 03069 -0,687F 0,0304 -02122 02036 -02822 -1,2494 -22552 11,0466 -0,7362 -2,6435
1979 -0,1854 -0,1345 10440 03001 -0,6498 00585 0,903 0,1416 03133 -12745 -23182 1,0230 -0,7765 -2,6269
1980 <0,1293 -0,1252 09176 02950 -0,7146 0,1094 02774 0,1854 -03453 -1,3262 -22982 09621 -0,8037 -2,7071
1981 <0,1109 -0,0845 08i06 0,1278 -0,7835 00642 03138 02133 -03094 -12889 -22179 09971 -0,6564 -2,5215
1982 <0,1252 -0,1283 10,6140 -0,0333 -0,7744 00804 0,937 0,1557 -03252 -1,3775 -2,1879 11,0527 -0,6739 -2,6175
1983 -0,0993 -0,1405 08390 0,941 -0,8082 00465 02324 02751 -03457 -13781 -2,1992 11,0343 -06179 -2,5669
1984 <0,1191 -0,0831 08596 0,1229 -0,7888 0,0423 03422 02036 -03511 -1,3541 -23377 1[,1448 -0,6309 -2,5997
1985 -0,1190 -0,0962 08842 01197 -0,7800 00266 0,1942 02315 -03354 -1,3738 -23939 11,1660 -0,6633 -2,5974
1986 -0,1242 -0,1157 08619 10,1763 -0,7899 -0,0042 10,1288 -0,0270 -0,3606 -1,3747 -23154 12159 -0,6849 -2,5770
1987 -0,0971 -0,0883 08568 0,1308 -0,782!1 0,0280 02770 0,1841 -03402 -13795 -24119 11670 -0,6664 -2,5575
1988 -0,1227 -0,0729 08026 0,1305 -0,7904 00312 04894 0,573 -03587 -13833 -24478 11,1895 -0,6532 -2,5239
1989 -0,1120 -0,0795 10,7813 0,1859 -0,7989 00414 05107 0,955 -03862 -1,3697 -24818 12219 -0,638] -2,4940
1990 <0,1035 -0,0899 07849 0,1307 -0,8035 -0,0016 05332 10,1720 -04114 -1,4236 -2,5190 1,1666 -0,6403 -2,5032
1991 -0,1486 -0,1213 08662 02623 -0,8833 -0,2726 05964 02831 -0,4329 -14451 -2,5002 13247 .0,6844 -2,5324
1992 -0,0851 -0,0438 09185 10,1871 -0,7483 -0,0026 04585 0,1168 -0,4747 -1.4991 -2,5731 12402 -0,5998 -2,4732
1993 -0,0933 00118 08336 02080 -0,7069 -0,0094 05447 10,1473 -04886 -1,5154 -25464 13615 -0,6074 -2,4748
1994 -0,1562 -0,0448 0,7621 0,1080 -0,6683 00950 05478 0,1070 -0,5193 -14879 -2,5713 11127 06130 -2,4675
1995 -0,2069 -0,0601 08615 02066 -0,7100 0,0831 05527 10,1192 -0,5336 -1,4092 -2,5071 10127 -0,6449 -2,4008

En observant la figure 13 on constate que, méme parmi les trajectoires les plus étendues,
I’évolution des pays par rapport & I’activité économique par habitant et & 'ampleur du PIB
s’avere tres discréte. En effet, que 1’on regarde les pays ayant, dés le début des années 70, une
trés grande activité économique par habitant comme le Luxembourg, un trés gros PIB comme
les Etats-Unis et le Japon ou méme les pays plus pauvres comme le Chili, tous possédent une
évolution a travers les années des plus constante. Toutefois, avec un bref survol des
trajectoires on peut constater quelques changements isolés dans 1’évolution de certains pays.
Par exemple, on remarque facilement qu’en 1974 (D5) le Gabon a subi une brusque chute de
son PIB tandis que la Finlande, qui suivait I’évolution moyenne jusqu’en 1990, a connu une

augmentation éphémeére de son PIB en 1991 (C22). D’autre part, il est intéressant de
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remarquer le parcours des deux leaders économiques mondiaux : les Etats-Unis et le Japon. En
fait, ces deux pays ont une évolution opposée : le Japon tend a augmenter son PIB et son
activité économique par habitant tandis que les Etats-Unis semblent faire tout le contraire.
Ceci laisse peut-étre présager un changement éventuel de leader économique dans le monde.
Finalement, mentionnons que la trajectoire trés peu étendue de I’ Australie et sa proximité de
I'individu fictif moyen suggére qu’il pourrait bien étre le pays barométre de I’économie

mondiale en ce qui concerne I’évolution du PIB et I’activité économique par habitant.
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Figure 13 : Trajectoires de sept pays dans le plan factoriel | et 2

Lors de I’analyse de I’intrastructure nous avons réussi a décrire les trois premiers axes. Il est
alors intéressant d’examiner les trajectoires marquantes sur les axes | et 3. Le tableau 16
contient les coordonnées des points des sept trajectoires qui nous semblaient se démarquer des

autres tandis que la figure 14 nous présente le graphique de ces derniéres.
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Tableau 16 : Coordonnées des points des trajectoires sur les axes 1 et 3

C“"('_')""'" 10933 -1,5077 09364 -03758 03504 0,1883 00842 -0,8876 -2,5506 03124 10850 -09212 -0,7618 -0,0614

1970 08502 -0,1954 06448 -1,2663 04386 04410 -0,2212 -0,1567 -25163 -03584 08129 00310 -1,0248 -0,3183

1971 09808 -1,5975 08719 -12420 04594 02037 -0,1691 -1,0401 -2,5669 09765 08496 02198 -09070 0,0328
1972 08606 -03434 10082 -07431 03332 00966 -0229 -0,5187 -24827 00309 08635 03131 -08678 -0,1695
1973 09181 02005 08879 -07252 05027 0,188 -04557 -02209 -23999 00228 08321 01683 -08186 -0,2661
1974 08530 00860 10766 -0.5665 05S11 -02800 -03499 -02030 -25128 00666 09147 01231 -08461 -0,2003
1978 08604 0,1560 06999 -12731 03795 04459 03819 -02248 -24966 -0.1236 08810 01777 -07810 -0,2914
1976 09015 00223 11637 -12372 00945 01641 -03288 -0,1902 -22887 00488 09079 00852 -07417 -0,1901
1977 09642 -04983 13035 -1,6735 -03030 -0,1590 -0,1506 -07163 -2,2555 02617 09080 -03633 -0,7299 -0,0197
1978 09051 -0,7931 10123 -1,2495 -02122 0,824 -00577 -14716 -22552 02782 10137 -14454 -07362 -0,0203
1979 10772 -1,1738 10440 -09752 10,1903 03245 02255 -1.8764 -23182 04717 12207 -1.5885 -0,7765 0,1638
1980 1,152 -1,4892 09176 -0,1642 02774 02117 01838 -24256 -22982 04046 09960 -0,7986 -0.8037 0,1743
1981 07432 -2,0314 08i06 03332 03138 04287 00152 -23989 -22179 0,1120 11005 -0.7030 -0,6564 -0,0660
1982 09730 -1,7465 06140 -04587 01937 01809 -00122 -23334 -2,i879 0,1248 09592 -09541 -06739 -0,2129
1983 1,0400 -2,1958 08390 -04794 02324 -04246 00425 -19414 -2,1992 03492 10485 -23965 -06179 0,1666
1984 09874 -1,2082 08596 03076 03422 05194 00382 -27403 -2,3377 02895 09824 -04973 -06309 00129
1988 11252 -1,9241 08842 00662 0,942 0,1488 01134 -24391 -23939 03090 10500 -12616 -0,6633 0,0209
1986 1,2681 -2,6357 08619 -0,0925 0,1288 10565 00129 -0.7735 -23154 0,1675 1,1650 -12505 -0,6849 0,0693
1987 12322 -2,2074 08568 -00027 02770 05951 -0,1561 -0,1679 -24119 02306 1,1023 -0,7594 -0,6664 -0,0293
1988 1,152 -26468 08026 04419 04894 02631 -01484 -01582 -2.4478 07836 1,553 -29141 -06532 -0,0777
1989 09536 -09921 07818 06775 05107 0452 -00568 -0217F -24818 08063 12379 -35856 -0.6381 -0,1458
19%0 09317 -14537 07849 02013 05332 02650 -00290 03657 -25190 02815 12436 -29056 -0,6403 -0,1827
1991 11323 -2,1948 08662 0,i451 05964 03480 00781 00546 -2,5002 04825 13341 -19459 -0.6844 -0,0249
1992 1,1285 -2.8886 09185 04830 04585 -01023 00062 01747 -25731 04916 08751 -02048 -05998 0,0004
1993 1,918 -2,6869 08336 00940 05447 01185 -0,0302 00199 -2,5464 03493 09996 00439 -0,6074 -0,0303
1994 1,1895 -2,6387 07621 0,156 05478 00930 -0,0194 -00193 -25713 03301 1,502 -0,0946 -0,6130 -0,0045
1998 14360 -1,7084 0861S 00175 05527 0,137 00176 -0,0034 -25071 04661 09995 -00223 -06449 0,0774

Contrairement aux trajectoires dans le plan des deux premiers axes, les trajectoires de la figure
14 possedent une amplitude beaucoup plus prononcée. De plus, on remarque que les pays
représentés ont des trajectoires plutot verticales. Ainsi, cela laisse présager que les pays ayant
une trajectoire de grande amplitude seront en fait des pays ou I’inflation sera généralement trés

variable.

141



Gabon

Etats-Unis

ANE1

Figure 14 : Trajectoires de sept pays dans le plan factoriel 1 et 3

Une simple observation de la figure 14 nous permet de constater que ce sont les pays de
I’ Amérique du Sud qui semblent avoir le plus de difficuiltés a gérer leur inflation. En fait, le
pays ayant I’amplitude de trajectoire la plus prononcée est sans aucun doute le Pérou. Lorsque
I'on examine de plus prés son évolution on constate que ce pays a connu deux décennie, soit
de 1970 a 1989, de hausse du taux d’inflation avant d’atteindre son point culminant en 1990.
Ce n’est qu’a partir de 1990 que Fon assiste a une diminution de I’inflation pour ainsi revenir
sensiblement a celle de 1970. Le Brésil a, quant a lui, résisté a cette hausse jusqu’en 1976,
mais il a vite sombré dans cette période d’inflation élevée sans pour autant réussir a s’en sortir,
du moins pas avant 1995. Enfin, le Chili semble étre celui qui s’est sorti le mieux de cette

vague d’inflation qui planait sur I’Amérique du Sud. En effet, ce dernier n’a pas connu de
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hausse continuelle du taux d’inflation. Au contraire, I’évolution de son taux d’inflation s’étale
plutot selon deux plateaux. De 1970 a 1977 le Chili a maintenu un taux d’inflation assez élevé
mais relativement stable. Par contre, les années 1978, 1979, 1980 et 1981 ont contribuées a
I’abaissement significatif du taux d’inflation pour finalement se stabiliser jusqu’en 1995 a un

niveau respectable et comparable a celui des autres pays  travers le monde.

Par ailleurs, la figure 14 nous fait prendre conscience qu’il n’y a pas seulement que les pays
d’Amérique du Sud qui sont touchés par la volatilité¢ des taux d’inflation, il y a également
I’Israél. Ce demier semble suivre le méme parcours que le Brésil. En effet, a partir de 1975
’augmentation de I’inflation en Israél est remarquable et ce, jusqu’en 1984. Cependant, nous
assistons a un revirement exceptionnel a partir de 1984 : le taux d’inflation diminue d’année
en année avec la méme rapidité avec laquelle il avait augmenté jusque la pour finalement se

stabiliser dans les années 90 a un taux moins élevé qu’en 1970.

A P’opposé, on peut remarquer sur la figure 14 des pays comme les Etats-Unis et le
Luxembourg qui possédent des trajectoires beaucoup moins étendues. Ainsi, a I’exception du
début des années 70, ces deux pays possédent un taux d’inflation trés faible et surtout

relativement stable.

Enfin, il existe d’autres pays comme le Gabon pour lesquels il nous semble pratiquement
impossible de prédire I’inflation d’une année a I’autre puisqu’elle s’avére particuliérement

fluctuante. En effet, un simple regard a la trajectoire du Gabon suffit pour nous en convaincre.

Mentionnons en terminant que les autres pays dont nous avons décidé de ne pas représenter la
trajectoire dans les figures 13 et 14 ne sont pas dépourvus d’intérét. Au contraire, il pourrait
étre tres intéressant de les analyser un a un et méme d’effectuer une classification de leur
trajectoire. Cependant, étant donné que I’objectif de ce mémoire n’est pas d’effectuer une
analyse économique en profondeur, nous avons décidé de ne représenter que les pays ayant

des trajectoires exceptionnelles.
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C’est ainsi que se termine cette premiére section concernant I’application de la méthode de
statistique descriptive STATIS. Cette méthode nous a permis d’analyser de fagon globale et
plus détaillée I’étude de 40 pays a travers le monde sur le plan économique et ce, sur une
période de 26 ans. Le moment est maintenant venu de passer a la deuxiéme section afin de
présenter les résultats d’une analyse basée sur I’extension de I’analyse factorielle d’opérateurs

proposée dans la deuxiéme partie du second chapitre.

3.2 Illustration de I’extension de I’analyse factorielle d’opérateurs a ’aide

de données sur ’économie mondiale

La section précédente nous a permis de présenter les résultats d’une analyse sur 1’économie
mondiale effectuée a I’aide de la méthode d’analyse factorielle d’opérateurs STATIS. Cette
analyse s’avére compléte en soi. Cependant, en tant que statisticien, nous cherchons toujours
une nouvelle fagon d’analyser les données afin de découvrir certains éléments qui nous
auraient échappé. C’est en fait 1’objectif poursuivi par 1’extension de I'analyse factorielle
d’opérateurs que nous avons proposée dans la seconde partie du deuxiéme chapitre. Rappelons
par contre que cette nouvelle analyse ne se veut en aucun point étre une méthode alternative a
STATIS. Au contraire, I’extension de I’analyse factorielle d’opérateurs est tout simplement
une méthode complémentaire a STATIS nous permettant d’augmenter la quantité

d’informations extraites des données a 1’étude.

Cela étant dit, ’application que nous proposons dans la présente section est donnée
simplement a titre illustratif. Ainsi, il est bien évident qu’il nous aurait été possible, en
modifiant certains paramétres comme la variable qualitative de segmentation, d’obtenir des
résultats beaucoup plus remarquables que ceux qui vont suivre. Cependant, I’objectif étant
uniquement de proposer au lecteur une démarche a suivre afin d’analyser les résultats produits

par cette méthode, cet aspect est demeuré secondaire dans notre esprit.
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L’extension de I’analyse factorielle d’opérateurs s’effectue, comme nous 1’avons présenté au
chapitre 2, selon deux phases. Nous avons donc jugé intéressant de préserver cette subdivision
afin de décrire 1’application qui lui est associée. Ainsi, la premiére sous-section nous permettra
de présenter les données a I'étude, leur structure par rapport a la variable qualitative de
segmentation ainsi que les matrices compromis résultantes de la premiére phase de cette
analyse. Par ailleurs, nous utiliserons la deuxiéme sous-section afin d’interpréter les résultats
obtenus lors de I’analyse de I’interstructure tel que nous I’avons décrit & la section 2.2 du

second chapitre.

3.2.1 Présentation des données, variable qualitative de segmentation et matrices

compromis résultantes

Nous avons mentionné précédemment que I’extension que nous proposons se veut étre une
méthode complémentaire de la méthode STATIS. Dans la premiére section de ce chapitre nous
avons décrit une application de la méthode STATIS en utilisant des données sur I’économie
mondiale. Il est alors naturel d’opter pour ces mémes données afin de présenter une

application de cette extension et ainsi découvrir de nouvelles facettes a I’économie mondiale.

L’étude que nous nous proposons donc d’effectuer, couvre la période de 26 ans débutant en
1970 pour se terminer en 1995. Chaque année formera un tableau de données croisant les
mémes individus et les mémes variables actives sélectionnées lors de I’analyse comparative de
la structure de I’économie de divers pays effectuée précédemment. Le lecteur peut se référer

aux tableaux 1, 2 et 3 pour de plus amples informations.

L’extension de 1’analyse factorielle d’opérateurs est basée sur la partition des individus selon
une variable qualitative a plusieurs modalités. En ce qui nous concerne, nous avons opté pour
une variable caractérisant chacun des pays par son continent d’appartenance. Notons qu’étant
donné le nombre restreint de pays appartenant a I’Océanie, nous avons décidé de fusionner ces
derniers a I’Asie pour ainsi former un seul continent que nous nommerons : Asie-Océanie.

Ainsi, I’Afrique est représenté par S pays, I'’Amérique par 7 pays, I’Asie-Océanie par 11 pays
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et finalement, I’Europe est représenté par 17 pays. Nous nous retrouvons alors avec quatre
séries de tableaux X;;,Xi2,....Xi2s i=1,2,3,4 chacune contenant les pays associés au continent

approprié comme nous le présente la figure 15.

. ‘ xl.zs . : Xzzs . ’ X:.zs . ' x-s,zs
Xi2 X22 Xs2 Xs2
X1t Xa.1 X3, Xs.1
AFRIQUE AMERIQUE ASIE-OCEANIE EUROPE

Figure 15 : Structure des données de lillustration de !’extension de ’analyse factorielle

d’opérateurs

Les pays étant naturellement différents d’une série a 1’autre, il convient d’appliquer la
méthode STATIS duale a chacune des séries afin d’obtenir quatre matrices compromis ayant
la méme structure. Ainsi, I’application intégrale de cette méthode nous permettra d’obtenir une
matrice de variance-covariance entre les sept variables et résumant toute l'information
contenue dans les 26 tableaux de chacun des continents. A Iintérieur de cette premiére phase,
aucune interprétation n’est nécessaire. En fait, le seul objectif poursuivi est de calculer les
matrices compromis correspondant a chacune des modalités de la variable qualitative de
segmentation. Le tableau 17 nous présente les quatre matrices compromis résultant de cette

premiére étape.
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Tableau 17 : Matrices compromis résultant de la premiére phase de !’application de

l’extension de I’analyse factorielle d’opérateurs

Viarrcos connprongin

Afrique

0,20306 0,16684 0,16386 0,05766 005736 0,18724 0,01471
0,16684 020306 0,19969 0,01110 -001926 0,19383 0,01784
0,16386 0,19969 0,20306 -0,00068 -0,02898 0,19129 0,01989
0,05766 0,01110 -0,00068 0,20306 0,07334 0,02772 -0,01640
0,05736 -0,01926 -0,02898 0,07334 0,20306 -0,00621 -0,01286
0,18724 0,19383 0,19129 0,02772 -000621 0,20306 0,02410
0,01471 0,01784 0,01989 -0,01640 -0,01286 0,02410 0,20306

Amérique

0,20779 0,17596 0,18335 -0,09423 0,15251 0,20640 -0,04014
0,17596 020779 0,20580 -0,08840 0,05538 0,16477 -0,02629
0,18335 0,20580 0,20779 -0,08988 0,06983 0,17330 -0,02779
-0,09423 -0,08840 -0,08988 0,20779 -0,06385 -0,09477 -0,03701
0,15251  0,05538 0,06983 -0,06385 020779 0,16537 -0,03682
0,20640 0,16477 0,17330 -0,09477 0,16537 0,20779 -0,03843
-0,04014 -0,02629 -0,02779 -0,03701 -0,03682 -0,03843 0,20779

Asie-Océanie

021593  0,20521 0,20703  0,05210 006106 0,18127 -0,07808
0,20521  0,21593 0,20901  0,04207 005126 0,18014 -0,07775
0,20703  0,20901 0,21593  0,06761 0,02136 0,15774 -0,06682
0,05210  0,04207 0,06761 0,21593 -0,05790 -0,01740 -0,00078
0,06106 0,05126 0,02136 -0,05790 021593 0,14821 -0,03122
0,18127 0,18014 0,15774 -0,01740 0,14821 0,21593 -0,08171
-0,07808 -0,07775 -0,06682 -0,00078 -0,03122 -0,08171 0,21593

Europe

025709 0,09423 0,09131 -0,05827 -0,00953 0,21595 -0,03881
0,09423 0,25709 0,25417 -0,07546 -0,08721 0,16540 0,01698
0,09131 0,25417 0,25709 -0,06984 -0,09421 0,15753 0,01823
-0,05827 -0,07546 -0,06984 0,25709 -0,03128 -0,06921 0,00701
-0,00953 -0,08721 -0,09421 -0,03128 0,25709 -0,01653 -0,03512
0,21595 0,16540 0,15753 -0,06921 -0,01653 0,25709 -0,01967
-0,03881 0,01698 0,01823 0,00701 -0,03512 -0,01967 0,25709
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L’objectif de cette premiére phase ayant été atteint, la prochaine sous-section portera donc sur

I’analyse de I’interstructure de ces compromis.
3.2.2 Analyse de linterstructure

Nous considérons dans cette sous-section I’analyse de I’interstructure comme étant I’étude des
relations entre les différentes matrices compromis calculées précédemment. En fait, nous
effectuons une comparaison globale de la structure de T matrices de variance-covariance en

les représentant par T points dans une (ou plusieurs) image(s) euclidienne(s) plane(s).

En ce qui nous conceme, on considére quatre matrices de variance-covariance représentant les
compromis de chacun des continents. Ainsi, contrairement a [’application de la méthode
STATIS, ces quatre matrices seront notées V,, V,, V3 et V; au lieu de X, X;, X3 et X4. En
fait, de par leur construction, ces matrices correspondent déja a ’opérateur de covarance I',

que I’on a défini au chapitre 2. Par ailleurs, afin d’équilibrer I’influence des différents tableaux
dans I’analyse, nous utiliserons une fois de plus les objets normés %[“ pour caractériser

chaque étude.

Nous allons débuter cette analyse par une interprétation des résultats de I'interstructure non
centrée pour ensuite enchainer avec celle de I’interstructure centrée. Notons cependant que la
fagon d’interpréter les résultats qui en découlent est pratiquement la méme que lorsque I’on
utilise la méthode STATIS. C’est pour cette raison que nous allons abréger au maximum le
texte qui va suivre en nous attardant essentiellement aux éléments plus importants de

I’analyse.

3.2.2.1 Analyse de Uinterstructure non centrée

Le degré d’association entre les études est mesuré, en pratique, par le coefficient de corrélation
vectorielle entre les études, plus communément appelé coefficient RV. Le tableau 18 présente

ces coefficients entre chacun des quatre continents. On remarque que les coefficients RV sont
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particuliérement élevés, nous pouvons alors en déduire que I’on a la méme structure des
variables a I’intérieur des différents continents et que, par conséquent, les positions mutuelles

des variables évoluent peu d’une année a I’autre.

Tableau 18 : Matrices des coefficients RV entre les continents

Continenis Vot Linterngine Ivie- 0 cuine farope

Afrique 1
Amérique  0,8328221037 1
Asie-Océanie 0,8831695993 0,8990550691 1

Europe 0,8927569290 0,8437932505 0,8114750981 1

La proximité entre les continents est représentée par I’interstructure. Ainsi, la diagonalisation
de la matrice des coefficients RV nous fournit un systéme d’axes associé¢ aux quatre valeurs

propres du tableau 19.

Tableau 19 : Valeurs propres de Uinterstructure non centrée de |’extension de l’analyse

Jactorielle d’opérateurs

Valctes prropros Lodierne L cumiude

1 3,581684487 89,51 89,51
2 0,2145886681 5,40 9491
3 0,1436109145 3,59 98,50
4 0,0601159340 1,50 100,00

Les deux premiers axes expliquent prés de 95% de la variabilité totale tandis que I’ensemble
des trois premiers axes explique 98,50% de la variabilité totale. Puisque nous considérons une
étude ayant quatre dimensions, il est amplement suffisant de ne considérer que les deux
premiers axes. Ainsi, le tableau 20 nous dresse la liste des coordonnées de tous les continents

pour les deux premiers axes principaux.
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Tableau 20 : Coordonnées des continents sur les axes principaux (non centrés) 1 et 2

Coottircity

Afrique
Amérique
Asie-Océanie
Europe

0,9536358732
0,9446174661
0,9497113184
0,9370215357

0,160952718
-0,220157761
-0,232356472
0,293639097

Par ailleurs, lorsque I’on regarde le tableau 21 présentant les coefficients de la combinaison

linéaire donnant le compromis des compromis ainsi que la figure 16 concernant la

représentation des quatre continents dans le plan des axes 1 et 2, on en déduit que le

compromis général est un bon résumé de I’ensemble des tableaux.

Tableau 21 : Coefficients de la combinaison linéaire caractérisant le compromis des

V,

compromis

V,

v,

v,

V=a

a;
a;
a;

1
Wil

+a,

Vs

+a,

"VJ "n 5

0,2519522727
0,2495695936
0,2509153985
0,2475627352

+a,

4
Vil s

Nous pouvons remarquer sur la figure 16 que I’Europe et I’ Afrique s’opposent clairement a

I’ Amérique et I’ Asie-Océanie par rapport au premier axe. D’autre part, nous constatons sans

peine que I’Amérique semble avoir une structure trés similaire a I’ Asie-Océanie puisque ces

derniers possédent des projections presque superposées.
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-0.41

Figure 16 : Représentation des quatre continents dans le plan des axes

principaux (non centrés) 1 et 2

Finalement, la qualité de la représentation ci-dessus est excellente puisque les valeurs des
cosinus carrés sont élevés et il y a trés peu de différences entre les normes projetées et les
normes exactes. En effet, le tableau 22 nous présente des valeurs du cosinus carré comprises

entre 0,935 et 0,964 ainsi que des normes exactes et projetées pratiquement identiques.

Tableau 22 : Qualité de la représentation des quatre continents selon les axes principaux

(non centrés) 1 et 2

Coontirrcins Neriitte o Nottnic pregetee Con o Jain

Afrique I 09671231339  935,3271567
Amérique 1 0,9699338106  940,7715973
Asie-Océanie 1 0,9777224138 9559411213
Europe 1 0,9819538063  964,2332781

I ne nous reste maintenant qu’a interpréter les résultats produits par I’interstructure centrée.
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3.2.2.2 Analyse de interstructure centrée

Afin d’avoir une idée plus précise des proximités et oppositions entre les différentes matrices
compromis, on effectue une analyse de I’interstructure centrée. Le tableau 23 nous présente les

quatre valeurs propres qui découlent de ce type d’analyse.

Tableau 23 : Valeurs propres de linterstructure centrée de l’extension de [I’analyse

JSactorielle d’opérateurs

| RWRY Falevers propires dineriee il

I 0,2146056271 51,28 51,28
2 0,1437152506 34,34 85,65
3 0,06014309698 14,37 100,00

La représentation de cette étude dans le plan des deux premiers axes nous permet d’expliquer
85,62% de I'inertie totale. En ajoutant le troisiéme axe nous expliquons alors pratiquement
toute l'inertie de I’étude. Cependant, comme nous I’avons mentionné dans I’analyse de
Iinterstructure non centrée, nous sommes en présence d’une étude comportant seulement
quatre dimensions. Ainsi, nous nous contenterons de [’analyse des deux premiers axes
principaux. Le tableau 24 nous dresse les coordonnées de tous les continents sur ces deux

premiers axes.

Tableau 24 : Coordonnées des continents sur les axes principaux (centrés) 1 et 2

Confintonin

Afrique -0,1602449339  0,2171484300
Amérique 0,2205564686 -0,2171832579
Asie-Océanie  0,2329633061  0,1571689993
Europe -0,2932748379  -0,1571341724

Comme nous I’avions remarqué précédemment, la figure 17 met en évidence les écarts

importants entre les structures de I’Afrique et I’Europe par rapport a celles de I’ Asie-Océanie
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et I’Amérique. De plus, cette figure nous permet de constater une nouvelle facette de la
relation entre les continents. En effet, cette derni¢re affiche une nette opposition entre la
structure de I’Europe et celle de I’ Asie-Océanie. Une opposition tout aussi importante se
dessine entre la structure de I’ Afrique et celle de I’ Amérique. Finalement, il est intéressant de
noter que chacun des quatre continents se projette dans un quadrant différent du plan des deux

premiers axes principaux.

Axe 2

0.4

Afrigue
0.2 o, Asic-Océanic

04 02 0p 0.2 0.4 Axel

Eurooe 0.2 o
Amériaue

0.4

Figure 17 : Représentation des quatre continents dans le plan des axes

principaux (centrés) 1 et 2

Enfin, contrairement aux résultats obtenus lors de I’interstructure non centrée, la qualité de la
représentation pour le plan des axes 1 et 2 n’est pas trés bonne. En effet, comme nous pouvons
le constater dans le tableau 25, les valeurs des cosinus carrés sont comprises entre 0,800 et

0,912 pour le plan des axes 1 et 2.
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Tableau 25 : Qualité de la représentation des quatre continents selon les axes principaux

(centrés) 1 et 2

Contlinneiin YRR N e et [Ty

Afrique 0,3016781225 0,2698738214  800,2651124
Amériqgue 03279463291  0,3095379191  890,8860721
Asie-Océanie 0,3139014548  0,2810231242  801,4888007
Europe 0,3483839363  0,3327180168  912,0872686

En bref, I’analyse de I’interstructure nous a permis de positionner les continents les uns par
rapport aux autres au point de vue économique. Rappelons que cet exemple a été présenté dans
I’unique but d’illustrer I’extension de l’analyse factorielle d’opérateurs que nous avons
proposée. Naturellement, le choix d’une variable qualitative de segmentation possédant un
nombre plus élevé de modalités nous aurait probablement permis d’apprécier davantage cette
nouvelle méthode. Cependant, notre objectif était de donner une description la plus juste
possible, tant théorique que pratique, de I’idée que nous avons osé approfondir et présenter
dans ce mémoire. Nous laissons donc le soin au lecteur d’utiliser diverses variantes possibles

afin de rendre cette méthode plus optimale.
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CONCLUSION

Les méthodes d’analyse de données multidimensionnelles se sont énormément développées au
cours des trente derniéres années et leur efficacité a été largement démontrée.
Malheureusement, lorsque I’on consulte les banques de publications récentes, nous sommes
forcés d’admettre que le développement de ces techniques stagne depuis le milieu de la
décennie 90. Ainsi, dans I’espoir de revitaliser le développement de ces techniques, nous
avons proposé a I’intérieur de ce mémoire une nouvelle technique statistique nous permettant
d’accroitre la quantité d’informations qui est possible d’extraire d’un ensemble de données
multidimensionnelles. Etant donné la conception générale de cette nouvelle méthode et le fait
que ses fondements reposent essentiellement sur la méthode d’analyse factorielle d’opérateurs

STATIS, nous avons opté pour I’appellation : Extension de I’analyse factorielle d’opérateurs.

Ce mémoire nous a donc permis de définir le concept de I’extension de I’analyse factorielle
d’opérateurs ainsi que toute la théorie nous permettant de formaliser cette méthode. Afin
d’atteindre cet objectif, nous avons dit préalablement définir l’ensemble des outils
mathématiques sous-jacents aux méthodes d’analyse de données multidimensionnelles. Une
description théorique détaillée de la méthode d’analyse factorielle d’opérateurs STATIS nous
a permis de mieux synthétiser I’extension de I’analyse factorielle d’opérateurs et ainsi mettre
I’accent sur ses propres particularités. Finalement, puisque la théorie prend tout son sens dans
la pratique, le demier chapitre de ce mémoire nous a permis de concrétiser ces méthodes en les
appliquant a une étude de cas sur I’économie mondiale. En plus d’apporter un aspect pratique
a ce mémoire, ce dernier chapitre nous a permis de formuler certaines conclusions quant au
comportement de certains pays et continents et & leur relation avec le reste du monde par

rapport a différentes variables économiques.

D’autre part, mentionnons que les applications de I’analyse factorielle d’opérateurs et de

I’extension de I’analyse factorielle d’opérateurs que nous avons proposée ont été présentées
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beaucoup plus afin d’illustrer les méthodes qu’a obtenir des interprétations économiques trés
techniques. En fait, notre objectif en présentant ces applications, était uniquement de proposer
au lecteur une démarche a suivre dans ’interprétation des résultats qui en découlaient. Il est
donc bien évident que, dans le cas de I’application de I’extension de 1’analyse factorielle
d’opérateurs, une variable qualitative de segmentation choisie plus judicieusement nous aurait

permis d’obtenir des résultats ayant une saveur économique beaucoup plus attrayante.

Enfin, puisque dans ce mémoire nous avons établi et appliqué les fondements théoriques de
I’extension de I’analyse factorielle d’opérateurs, il serait intéressant que l'on puisse
éventuellement poursuivre son développement afin de la rendre plus optimale. On pourrait
donc exiger que la variable qualitative de segmentation ait un nombre plus élevé de modalités.
Ainsi, cette contrainte pourrait nous permettre d’effectuer une classification ou méme une
analyse discriminante sur les différentes projections des tableaux compromis correspondant a
chacune des modalités de la variable qualitative de segmentation. Ce développement de
I’extension de I’analyse factorielle d’opérateurs nous permettrait alors d’établir clairement de
nouvelles relations entre les groupes d’individus a I’étude caractérisés par les modalités de la

variable qualitative qui nous intéresse.
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