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INTRODUCTION

¥ Les recensements statistiques modernes portent tré&s souvent st
des variables qualitatives et mettent en relation des ensembles de caractéres.
‘Ainsi on préférera demander 3 une personne sa catégorie socio-professionnelle pr
cise plutdt qu'une indication quantitative sur soﬁ revenu. La variable qualitati
peut décrire la réalité avec plus de sens et de précision qu'une mesure et ceci
d ans beaucoup de domaines. De'plus certaines grandeurs ne souffrent pas la quar
fication, l'utilisation d'une grandeur numérique pour reﬁrésentér la visibilité

des automobilistes n'a jamais pu rendre compte des différentes conditions atmosg

riques existantes et encore moins de leurs effets sur la circulation.

* L'introduction de variables qualitativement différentes dans 1
études statistiques a conduit & multiplier'les cas & étudier pour décrire un cer
tain phénoméne dans toutes les circonstances possibles. La comparaison entre les
caractéres se traduit alors bar des tests sur les résultats d'études séparées
(une régression pour chaque modalité par exemple). Lorsque 1'on ne peut pas con-
clure a une différence significative sur les résultats on en déduit que les cara

téres sont indiscernables ou ont un méme effet sur les critéres quantitatifs

employés.

* Les tests du x? deXPearson et 1'analyse factorielle appliquée
aux tables de contingences permettent de faire directement des comparaisons glo-
bales entre les modalités de deux caractéres. Soit sous forme d'un test concerna

la validité d'une certaine hypothé&se soit par une méthode factorielle permettant

d'obtenir une visualisation des liaisons entre les modalités.



L'analyse factorielle conduit & une explication du résultat d'u
test de Pearson : en effet lorsque l'hypothése d'indépendance entre les ensembl
est rejetée par le test,.elle fait apparaitre un ensemble de facteurs qui s'ap-
puient sur les modalités des deux caractéres mis en correspondances et qui expl:

quent la liaison entre les caractéres étudiés.

¥ Lorsque nous avons afféire a trois ensembles de modalitésiil
est toujours possible d'utiliser un test du ¥?, on peut aussi juger des indépen-
dgnces totales, partielles et méme conditionnelles. L'analyse factoriglle propos
alors une description entre un ensemble et la réunion ou le produit (au sens des
associations possibles entre modalités) des deux autres. Les méthodes d'étude
statistiques de variables qﬁantitatives fournissent une solution pour 1'étude
globale des influences de groupes de facteurs sur une grandeur numérique. Elles
procédent par décomposition>d'une variance totale en différents effets ou intére
tions entre les facteurs &tudids. Les ¥x* de dépendances introduits par K Pearsor
et utilisés par M. S.ROY (l’appfoche sous l'angle de la théorie des test de

M. S. ROY est résumée au chapitre III) apparaissent aussi comme la variance d'ur
fonction que nous appelerons "Scart" ; 1'objet de cette étude sera de décomposer
cette grandeur pour mettre en €vidence des effets et des intéractions entre

caractéres.

¥ Le probléme des tabieaux tridimensionnels a été abordé par la
‘théorie de l'informafion, nous verrons'le lien étroit qui existe entre tous les
résultats. La question des tableaux de contingence conditionnels sera approfondi
car elle permet de traiter les relations de causalité qui peuvent apparaitre ent

les ensembles étudiés.



IT

I - DECOMPOSITION DE LA FONCTION "ECART"

— Problémes étudiés et notations.

'On désire &tudier des tableaux provenant de sondages aléatoires
dans.une population importante ou des tableaux de comptage portant sur

des réalisations aléatoires.
On disposera toujours d'individus ou de phénoménes ayant au plus
trois caractéres, i, j et kjces caractdres pouvant prendre plusieurs
modalités. Nous résumerons ceci par la notation {ieI}, {jeJ}, {kek}.

Le nombre d'individus correspondant aux modalités (i,3j,k) est n,

On définit : n.. =% n..

1] 1jk
k

P = Ry
J

Pik T ? Mk

Ce sont les tableaux de contingence marginaux.

Ainsi que :

n., = %L n..
.+ 1jk
S S
n. =rn,,
J g,k Hk
=32 n,.
x i3 ik

-

qui représentent les marges sur les trois ensembles (ou trois caractéres)
I, J et K.

n= L ni. est l'effectif total
. ijk .
1jk



De tous ces tableaux de comptage on. passe aux fréquences obserwvi

par division par l'effectif total.

12 - L'hypothése d'indépendance et la variable y?

La non-influence entre les trois ensembles peut s'exprimer par
1'hypothése d'indépendance en probabilité entre les variables aléatoires
XI’ YJT;ZK application de 1'ensemble des phénoménes ou des individus;inte
venant dans les comptages, sur les ensembles I, J et K des modalités des
‘trois caractéres étudiés :

Y

Proba (X Z ) = Proba (XI=i)XProba (YJ=j) X Proba (Zk=k)

J=3" %K = k

ce qu'on peut 8crire plus simplement :

I:i 3"

P,.. =P, P,
i3k Pl X ; b4 Pk

Cette hypothése signifie qu'il n'y a aucune liaison entre les
caractéres et que la probabilité de tirer dans un sondage &lémentaire un
individu ayant les modalités i, j, k est simplement proportionnelle & 1'im

portance réelle de ces modalités dans la population totale.

Pour juger de la vraisemblance de cette hypothése on construit 3
partir de 1l'observation constitude par le tableau de comptage la variable

numérique suivante




Cette variable suit une loi de probabilité connue lorsque 1'hyp
thése d'indépendance entre les ensembles est vérifiée, c'est-a-dire lorsq
le: tirage: aléatoire. des individus se fait bien selon le schéma probabi

liste correspondant & cette hypothése.
Dans tous les cas la variable numérique ¥? apparait comme la
variance d'une certaine fonction d'écart par rapport & la densité de prob:

‘1lité résultant de 1'indépendance.

Faisons apparaltre les fréquences observées

fijk = nijk fréquence observée du groupe (i, j, k)
-
' . . n
. -y n.j,nk 5 n. N nJ LM ﬁf ﬁf £
ijk 3 n n n T ] 'k

n
fréquence théorique du groupe (i, j, k) déduite de 1'hypothdse en estimant

)

les probabilités marginales par des fréquences (npipjpk = espérance (nijP

. 2
est estimé par n. n. n
p i nk/ )

2 - £ - ‘* 2 f*
X =n i§k("ijk Lad e
f,. £,.
=1 Z (..__.];:_]l(._ - 1 )" x f*f = D= Var (-—...}'..1}_{_)
i3k fx 13k *

ijk ‘ijk

En'effet 1'espérance du rapport des fréquences par rapport i la

. . * .
densité estimée fijk est bien 1.

.



Cette variable numerique apparait donc comme la variance d'un

rapport de deux distributions de fréquence, 1'une correspondant 3 la fré

qugnce observée et 1'autre 3 1a fréquence résultant d'une hypothése prob

A ‘ . . .
biliste et d'une estimation. La variance est calculée d 1l'aide de cette
seconde distribution de fréquence qui joue le r6le de référence par rapp(

d laquelle on calcule des &carts.

EREN

I3 - "Analyse de Variance" sur la fonction Ecart

I31 .- Théoréme de décomposition

Considérons des ensembles d'indices I, J, K comportaﬁt regpectin
ment, card I, card J, card K 8léments et des fonctions réelles définies st
ces ensembles fI = {fi | i € I}. Ces fonctions forment 1'espace RY de dime
sion : Card I. (Les card I valeur de fI peuvent etre chojsies indépendemme

. I ~
les unes des autres et toute fonction de R  se décompose sur la base des
i'_ {O si i'=i
i 1

¢card T' fonctions § . e
i si 1 =1

linéairement indépendantes,

I . P P
A 1'espace R™ nous associons ure métrique de rang card I, définie
par une matrice diagonale my dont toutes les valeurs sont strictement posi

tive (mi > 0,¥%).

Alors & 1'ensemble produit (IJK) = I x J x K des triplets d'indi

ces est associé 1'espace de fonctions réelles ﬁIJK = { fijk]iel,jeJ,kEK }

et une métrique de rang Card I x Card J x card K que 1'on notera my R HU.Q

et dont: les &léments sont les produits m. x mj X m

Le théoréme de décomposition des fonctions sur un ensemble produ:
IJK donne une base de cet espace de fonctions, construite i partir des base

de fonctions définies sur les différents ensembles d'indices.



Si les ensembles

{¢; | o =1,card I} {¢é | B = 1,card J} {¢Y | v = 1,card K}A

. - LI J K .
constituent les bases orthonormées de R°, R” et R alors les triplets

I J X

{¢a ¢B ¢Y | ae(1, card 1), B € (1, card J), Y € (l,card Kﬁ'gpnnent une ba

ortioanermée de RIJK pour la métrique produit nH:Q;nU.@.mK déduite des
J K

métriques sur RI, R* et R. : -
P . P . . IJK .
La forme de la métrique qui a &té choisie dans R fait que 1la

vérification de cette propriété est immédiate. On démontre en effet que d¢

triplets sont orthogonaux si 1'un de leurs indicg inférieurs diffare.

. s I,J,K.I,J.K _ i 3.k, 1,3,k
Produit scalaire <¢a¢B¢Y?a¢B¢Y; iZj . mimjmk ¢U¢B¢Y¢@QB¢Y’
_ . LTI 33 KK _ _ ol By
=< ¢d¢a|> <¢3¢B|> <¢),Y¢-Y|> »601' 68 6.Y

7
ol 63 désigne le symbole de kronecker:

Etudions i présent le cas particulier de la base utilisde en

analyse de variance.

Pour chacun des ensembles le premier &lément est une fonction

- .~ ] . I 1
constante égale & 1 que 1'on notera 1 pour l'ensemble I par exemple. Cett
convention donne une propriété particuliére pour les fonctions de bae sui~

vante. < II ¢I >=0=12x1 x.¢1mi =z ¢lmi = valeur moyenne de & relative
’ . . »
i i

ment & la pondération my .



Nous dirons que ces fonctions sont de moyenne nulle .

Les bases ainsi définies

I ,I

{1 ,¢ajae(1, card 1-1)}

J
B

{IK,¢$]YCG,card R-p}

(79, 6718e1, card J-1)}

35

font apparaitre les triplets suivants :

I.J K
1"1"1", base des fonctions constantes sur .RIJK

C {IIJJ K' . i
: . ¢Y"Y €l, card K-1} et les permytations en IJK : base des fonctiens ne

dépendant que d'un indice et de moyenne nulle relatiyement & cet indice.

I,J K
{ogey

fonctions indépendantes d'un indice, et de moyenne nulle relativement 3

I Bel, card J-1 , ¥ € 1,card K~1} et les pérmutations :base des

chacun des deux autres

{¢§¢g¢$lael,card J-1, Bel,card J-1," yel, camiK-1}:base de fonctions de

moyenne nulle relativement aux trois indices.

IJX

Nous noterons dorénavant R au RI & RJ ] RK pour l'espace des

. I J K . . .
fonctions ﬁIJK et R* x R x R pour les fonctions produits ﬁIﬂJﬁK.

La base utilisée en analyse de variance fait apparaitre une cer-—

taine décomposition de RI & RJ 8 RK. Posons RI = CI ® VI, 1'espace des

fonctions sur I est la somme directe de deux sous—espaces orthogonaux, cel:

- . 1 .
des fonctions constantes (dont le vecteur de base est | ), et celui des

. o - I
fonctions de moyenne nulle pour les métriques my (engendré par les ¢a).



I s s
R" g Rq o} RK associé a la métrique m & m, Q;va&e décompose do
de la fagon suivante :
i1 J J K K .
crrvhacoevhe Cev =-clecddae e facte

J

a ¢ e (cla v’

e v 6 (v ¢

I
® (ca VJ@ CK) ® (VI@ C & VK)

I 7
® (Ve VJ@; CK) & (VI@ VJ& vl‘)

Somme directe de 2" sous~espaces orthogonaux pour n ensembles
d'indices dont les bases se déduisent simplement des bases de RI, RJ et RI

et dont les dimensions respectives sont les suivantes :

1 ;.(card K-1) ; (card J-1) ; (card I~1);(card K-1) x (card J-1) ; (card }

x (card I-1) ; (card J-1) x (card I-1); (card K-1)x (card I-1)x (card J-1).
La démonstration de ge théoréme se géndralise rapidement puisqu'

ne s'agit que de faire des combinaisons de vecteurs de base . Et 1'on arri

au résultat gé&néral suivant :

Toute fonction définie sur une famille d'indice F = {I,J,K,L,M}
peut se décomposer en une somme de fonctioms définies sur les parties de F

P(F), les composantes seront donc au nombre de 2 card (F)

et la métrique
utilisée peut &tre la métrique produit déduite des métriques introduites

dans les espaces des fonctions 3 un indice.

Cette décomposition relative aux associations d'indices permet
de faire apparaitre des effets 1iés i un indice ou une modalité d'un carac

tére et des intéractions liées aux associations de certaines modalités de &

“ou.plusieurs caractéres.



132 -~ Cas binaire

~ — Décomposition et &tude dimensionnelle.

La fonction écart qui sera décomposée est celle qui apparait

dans le x* de contingerce i deux dimensions lorsque les marges du tableau sont

‘estimées
2
n, . n.n, n,.n
2 _ ] - ] _ 1]
X E n..§ n.n, ! * n Var n.xn
1] 13
n
: , ‘ n.n,
La métrique m. @ m; est définie par la densité 4;71 déduite de
n. n. :
densité m, = —33 m, = -1,
: i n k| n
La décomposition selon la base de 1'analyse de la variance donn
Byt frs > x j
B2 —— = =< g ;41> 1 1. mg A5 4T o oA
ngny fI x £y 13 LTI )n.; <8 e Z 1;* < B m111>'1 + $xy
B moyenne générale effet en I effet en J résidu
mg ‘
Le résidu¢:iJ est ici obtenu par différence.

Pour cette fonction écart la moyenne générale est égale i ] et

les‘effets sont nuls,

Le résidu est de moyenne nulle en i et en j, il appartient & un

sous espace de dimension (card I-1) (Card J-1).

-10-~



R x

On sait qu'il peut se dccomposer en produit de fonctions (Pu

‘facteurs) sur I et J.

J 1,7
¢ ' - 058 AOLB ¢u¢8

' I
{ ¢é |oeA} est une base de V

{ ¢é ]BeB} é:t une base de VJ

" Etudions . le:sous-ensemble engendrd

de ce type soit

elo s s, = 1S
I i1 PR I
J
1
fx £y = B A6, = E A 6
i,j Y343

I

o RV | . I
foox f} un élément de 1'ensemble R x RJ inclus:. dans R~ Q& R

en relitilisant la base initiale &

{1, card 1-1}

{1, card J-1}
par le produit de deux fonctions
J

a{1 sur o
o 0 ailleurs

Les coordonnées de cette fonction produit ont une forme trés pal

ALAL.

ticuliére u,..
ij i3

On s'appergoit que

(card I + card J) valeurs numériques arbitrai

A\ {

res suffisent 3 définir toutes les coordonnées u

SRS

Les relations qui lient les coordonnées u,. ne sont pas linéaires e

1
le couple £ x fJ n'engendre pas un sous espace de RI 2]

J
R . Nous pouvons donc

seulement nous int&resser au nombre de valeurs arbitraires (au paramdtres) néces—

. P ~ . s I J e s
saire pour définir une décomposition d'un élément de R* @ R en somme d'&léments de

venir un méme nombre de paramétres.

J ~ . . .
R . On admettra .qu'il y a recouvrement des deux ensembles lorsqu'ils font int



.

Recherchons une décomposition sans répétition de facteur :

- 5 f;fJ
we Qoa
A ou B

qui aurait pour intérét de ne jamais associer une méme fonction de I & plusieurs
fonction de J et ainsi de donner une orthogonalité entre les associations son seul

' I J . . . .
ment dans R~ ® R mais aussi au niveau des facteurs qui les composent.

. 2 2 2.‘1>_~<2.1>
Considérons donc un second couple fI X fJ tel que <fI 5 fI fJ,fJ

nous dirons que.les couples sont complétement orthogonaux, les deux conditions con
tituent des relations linéaires entre les composantes devfi et de fi, card I+cardJ
valeurs numériques suffisent & définir le second couple. Pour le miéme couple comp
.tement orthogonal aux précédents il en faudra card I + card J - 2(m-1).

s

Avec une décomposition sans répétition et en supposant dorénavant

card Izcard J on peut utiliser seulement card J couples, et donc introduire :

m=card J :
(Z Card I + Card J-2 (m~1) = card J (card I + card J - (card

m=]

1)) = card J (card I + 1).

Clest-3—~dire un nombre toujours supérieur & celui des valeurs numé-

1 J . P
f R . Le raisonnement s'étenpl

. P . o geee s P, 1J
riques nécessaire a définir un élément £ de R
aisément i l'espace des facteurs de moyennes nulles. La décomposition sans répéti

. P J .
tion du résidu ¢ semble donc possible.

Pour 1'expliciter on part de 1l'hypothése :

1.1
Lo f,. =0 o~V
£,. | i &t ¢
1j _ 1.
Fr -1+ 1 Aa¢a¢é avec Vi
i3 acA X ¢af. =0 ¢J€VJ
j

et les conditions de normalisation suivantes :

L ¢ 52'

.H‘
-
1
o
Q
R ™
<
©
)
1

pour obtenir une solution unique

_.12._



En utilisant les propriétés d'orthogonolité des facteurs ¢ on a
la simplification suivante :

PR T s i
; "—% o” 9,‘ = _Z Q) , fi + Z ' )\.‘ ¢1 q).!‘q)l’ {’i = >\,(; q) ,
fs £5 ‘ 1 T« s « gt T s

el
d'ou

| T i
“ Z f}l ' ¢: o= >\ « ¢o{
e ‘

3

RS =N .
formule dite de transition qui permet de passer du facteur sur I au facteur sur
. s qe s - . ~ j 3 .
par l'intermédiaire d'une répartition de fréquence £l = {§—l , ie 1}

J

En tenant compte que l'on a aussi :

f.. . . . ,
(2) x ?i~ ¢é = Aa¢; on obtient une procédure simple pour calculer les facteuz
P : T
. . f.. five oy .
I J 1] 1] 1 2 1
. = > —t - =
¢a et ¢a%(l) et (2) ? fi Z‘ fj ¢u Au ¢a

(% apparait comme le facteur propre de 1'opérateur

associé & la valeur propre A;

Les couples {¢§ ¢g la € A} constituent des sous—ensembles.orthog

I

DNauxp™ x RJ dans RI f RJ le module de la projection de la fonction écart sur un:. de «

souszensenpbles. . est donné par 1'expression suivante :

Lh

e fm o rgr =12 (ZAAc< o) 407 45, |
. el ° |
= IX«J

_.13_.



P - . 1 - .
Les facteurs déduits de 1'opération ¢ par ordre décroissant de
I
. o I.J . . .
ses valeurs propres fournissent donc les couples ¢ ¢ qui expliquent la fonctio:

écart .au sens des moindres carrés dans RI 3] RJ muni de la métrique fI a fJ.

Remarquons que lorsqu'un premier couple est connu le calcul port
f,. ..
sur 1l'écart résiduel ( fl% -1 - Ald)]l"q)i) qui. amméne & considérer :
. i3

’

He

2 i CpE B
a7, . ¢ ¢ A L S
e 1 = 'vG‘f}' it A/! T4 g0 onivaieur 5 . ~5 .7 Aigyrty quin'es

ks

autre que 1'opérateurcr£ dépourvu de sa plus forte valeur propre ,

Le probléme de la recherche des facteurs ¢I et ¢J aurait pu @€tre

posé directement en terme de moindre carré par exemple de la fagon suivante :

maximiser Z ( _fzg_ _'1) dji Cf)j f

avec B

van
1

<95 0107y - A
Z Cp”ﬂ.‘, _

3

"
W™
-,
o
el
—
~
1

Soit L‘.: A . >\¢<B_4) _ )\2<C-1)

maximum

o b, ; (%‘E - 1) CPj L -2 /\,._»(Pj 'l

> 2
3

e

. 3 3 ' : A3
: (P: = 2 >\1 d>: en tenant compte de Z (\>,S:§ =°

fi 1

" On retrouve donc la formule de transition qui conduit & recherche

les directions propres d'un opérateur (ici les valeurs propres gont-€gales- i
prop P P g

4 AAp).

_.]4..



Dans les problémes d'analyse de tableaux de fréquence il n'est p:
nécessaire de fixer arbitrairement certaines propriétés de la base de décomposi-
tion, ainsi les conditions de moyenne nulle sur certains facteurs découlent des

conditions de normalisation, car le premier couple de facteurs est nécessairemer

o , : I.J
constitué par les fonctions constantes 17

En effet < g,., & 0) » :Z (Did)i x ,/fsg -:.>\c£

R
_ facteur de densité de
' norme 1 - fréquence

sur fJ gt fI

I 3 . N .
d}m et d)&_ Sont aussi de norme - 1 sur f;j

L'expression ci-dessus apparait donc comme une correlation entre

deux fonctions sur I x J par rapport & la densité f on a donc nécessalirement

1J’

Or le couple II]J donne une correlation'égaleJévi, il constitue
. o L o I J
bien la variété la plus proche de la fonction qui nous intéresse dans R 8 R

avant toute décomposition fflJ/fifj]iEI,jéJ}.

Rappelons quelques propriétés de la décomposition utilisée en

analyse des:correspondances :

’

o
1t

hz(2x¢¢ﬂg&@@%

13

SRR HCTANC LS

R'

} : | f: ;1 j£; >\q >\¢' (S:; 6:}

1

1t

—]5..



x> =n T Aé qui ne peut dépasser n(min (card I, card J)-1).

a
€A

La détermination des valeurs propres, peut se faire par réducti

I Fiifoy (. L g Loifis L,
deG [ = { ? %;?i;—-—|l et i' €I} ou de o] '= { ? f;f}“f‘ 13,3 EJ}, dont on vé

fie que les directions propres relatives & une méme valeur propre se déduisent
la formule de transition, et que deux facteurs relatifs & deux valeurs propres «

.

- P - . I .
férentes sont orthogonaux dans la métrique {I ou fJ selon qu'on etudleefl'_ou ey

Les résultats de cette décomposition factorielle prennent toute

. ~ J . . .
leur ampleur lorsque 1'on considére 1'operateur6J comme une matrice d'inertie <

£f..-
nuage des points {f523 jeJ} dans un espace RJ muni de la métrique fl—- dite mét

: i N
que du xz. Les facteurs calculés donnent alors des classements sur les card I
g . . J .. ) .
points que l'on a décrits dans R grdce i des profils de fréquence. De plus ces
facteurs sont non correlds pour 1la densité fI des poids des points i, ils estime
donc des causes de dispersion indépendantes. L'absence de répétition d'une méme
facteur simplifie considérablement 1'interprétation des associations entre facte
sur I et J, la formule de transition qui lie de fagon biunivoque les facteurs
d'un méme couple permet de présenter simultanément les résultats obtenus par les

. - . . . J .
deux approches possibles 3 1'aide d'un nuage de points (card I points dans R™ au

card J points des RI).

_16_



133 - 'Cas ternairef

— Décomposition sur la base de 1'analyse de la variance. Nous app

quons le théoréme de décomposition au rapport des deux densités de fréquence

suivantes : fijk -fréquence observée
n
n. n K
f.f.f =2 x-dx X fréquence estimant la probabilité de 1'ass
w 131k n n n -

ciation (l,J,k) dans 1'hypothése d'indépendance. Soit gle 1Jk/f £ £
ik

La moyenne générale est : <gijk:111J1K> = projection sur 1l'enser

ble des fonctions constantes.

-

i?k —fiﬁgiﬁz- - l%;%xf =1 ; en utilisant la densité correspondant i
notre hypothése

Effet sur l'ensemble I = B» projection orthogonale de 81k S

1'ensemble des fonctions de I. On aura donc (g - g ),LgRI donc (g - g.)
IJK I IJK I

L. I ., - . . . .
-L- lJ K¢ Y$~ une condition nécessaire et suffisante pour obtenir ce résultat

c'est d'avoir < g VIJIK > = g_ en effet
_ LJK . ~ I
’ Efx
' J K> 1 I -
< - > . << > =< > =0
g = Bp TG . grx! Y op? £ SRS
o 1‘J§< JK

L'effet sur un ensemblé st donc bien la moyenne de la fonction

relativement aux autres ensembles.

-l7f



f.. £, .
Effet en I = 1 (—1—‘3—}5——« -1 fjfk = X Sk 1 = O;méme résult:
jOf.f. j . ’
k] i Jfk ik £

nul sur J et K ceci résulte de 1'utilisation de la densité de référence comme

métrique.

L'effet sur I x J est la fonction indépendante de K la plus proc
de (gIJK - 1), on réutilise la cé&lébre propriété de la moyenne quant i la minimise
tion des Ecarts. quadratiques d'ou

ﬁijk £..

e LIS DO S HE
K Tifif ko EE

L'intéraction entre les trois ensembles I, J, K est obtenu par

différence puisque 1'on sait qu'elle correspond au sous espace orthogonal qui com—

1éte 1l'espace des fonctions de trois indices.
P P

fsg _"1 - i___ A {ix' 1
‘Fi {‘3 f;;{g {3 'f“

Intéraction = Bk o4 (

ffs fe

_giik - ‘?i% ﬂ - ﬂkf; . -&k-f; + 9 L f.f’k
B 15 f«

A partir de cette décomposition en sous—espaces orthogonaux de
I J K ~ P .
R 8 R @ R on peut étre tenté de rechercher des bases de ces sous—espaces sous
forme de triplets de fonctions & un indice pour arriver i obtenir une explication
de 1'&cart 3 1'indépendance aussi simple que dans le cas de l'analyse de

correspondance.

-18~-



Le probléme posé est donc de passer i une écriture semblable.

. i =1+ 5 A ¢ielek
£ f.F o Tatata
1] k oeA

De par l'existence méme des effets sur les couples de deux caractd

on est sur que les facteurs ¢ ne pourront pas tous &tre de moyenne nulle, cette
5 | I.J
51

décomposition Sera possible & condition de répéter les facteurs constants I o)

K ., . Py P ‘
1" qui apparaissent déjia dans la moyenne générale.

La solution des projections orthogonales. L'interprétation qui a &

faite de 1'analyéé des correspondances incite i rechercher une décomposition fact
rielle par une méthode du type des moindres cérrés, c'est-a-dire de projections

orthogonales. Ainsi la valeur explicative des facteurs qui apparaitront les premi
sera toujours garantie. Nous avons vu que les facteurs\constants sur un caractére

devaient obligatoirement se répéter, on peut prévoir qu'ils ne seront pas les scu

dp résenter cet inconvénient.

En effet un triplet ¢i¢i¢i complétement orthogonal aux . (m~1)_ Ppxe
cédénts. est défini par(dard;Itcardeca;d§%3@n41))} en admettant qu'ils peuvent &t

égayx auxy facteurs constants.

Nous disposerons en f£in de calcul de card A triplets complétement

orthogonaux, il ‘faudra que nous ayons la relation suivante :

3

> (card A-1)) 2 (card I x card J x

card A (card I + card J +bcard K -
card K). En admettant que card K § card J § card I, l;absence de répétition signif
card A € card K, alors il est évidenf que la relation entre les dimensions de
RI 4] RJ fa RK et 1'espace engendré par les card A éléments de RI x RJ p'e RK ne peut

pas étre satisfaite.

_.l 9—



On pourrait imaginer une approche du probléme ol 1'on s'imposerait
de minimiser le nombre de facteurs utilis&s. Alors on devrait obtenir un effectif
I )

¢.f;.fxcardA,.".[<min (card I, card J x card K), nombre de facteurs permettant une décompe

tion de RIJK dans RI a RJK; (cf. 1'étude de L.R. TUCKER).

‘Considérons le cas le plus général de 1'approximation de 81k =

’ ‘...,; ’ | . T 3 K
j‘_‘_“__ \ieljiel'kéK ¢ .P\ o R o R
& f5 T ' '

par des éléments de RI X RJ x RK

GIJK peut @tre considéré comme un vecteur dont on connait les coor-

. - [ .
données dans la base § @8’ @51( avec 8 U = { I pour llindice v

0 ailleurs , un élément de

I . AP L | T, ..
R peut s'écrire eez{(b; § hEl} considérons card I vecteurs de R~ indicés par f
card J vecteurs de RJ indices par m et card K vecteurs de RK indicé&s par n. Effec-
tuons trois changements de base simultanés, les vecteurs e‘? ‘.em €  &tant
J

) . K ’ .
les nouveaux vecteurs de base de R7, R* et R on peut donc construire une nouvelle

base de ,RI ! RJ 8 RK\ oi G aura pour coordonnées les valeurs

1LJK

%x(’mn ‘FéLJ-memlhé‘N}

famn

Pour effectuer un véritable changement de base nous imposons aux

‘vecteurs de la nouvelle base d'€tre normés.

‘.- - ' ’ 2.y
d'ol 24 q);‘gl?:: = Z(q);\) {‘\1 = 4 de méme,
2 ¥ i

en (i, m) et (K, n) . A . .

. =20-



On recherche donc le vecteur A efle Re le plus proche de
fun ¢ m n
P P I J K ' 4
GLMN’ au sens de la métrique définie dans R~ @ R® @ R par f1 Q fJ & fK. La solut:

correspond au minimum de 1'expression suivante :

| ISCICOUNE L.
Z ’{iﬂl‘ - >Ew\n q>f (Pfh @: {3 \cl{;k

k x{:'; {5 &c »

*

*
i1,

avec les contraintes de norme sur les ¢ .~

En effet si on raméne tous les yvecteurs 3 la base originale on a :

S ewed L3 o 00G S8l

"‘lsik : {‘; f& /fk ) ;’ilk

fn, 0y

La différence entre 81k et sa premiére coordonnée sur la nouvelle
. base est bien :

(35 i k T K
B N, OO0 Sed s d
\ {i{i{k ) o .

c'est la norme de cette différence que nous cherchons i minimiser.

Cette .approche permet de voir que le probléme d'approximation sous

contrainte peut se ramener & une recherche d'une plus forte coordonnée dans une

+

base particuliére.

La formulation précédente est équivalente i celle qui n'utilise qu':

produit scalaire.

A ‘3 max Z ( f'ik (D; Q):h (b: {i fﬁ {K - >\ le signe n'ayant pas
B i3k ’ . '

fmn
:&,"(‘:' '(;n
é d'importance puisque 1'on peut modifier les signes des facteurs 9 .

¥y
F o
Y

;gnyﬁ‘\%;




. i,3.k N .
Cette expression L f,, @)Qi¢“ = A peut a nouveau s'interpri

i3k 1jk emn

: - . . i ik
ter comme une corrélation entre deux fonctions sur I x J x K, ¢e et ¢i ¢n par exer

ple, la densité de probabilité étant définie par fijk’ la valeur maximum de A o

P s . . -1 . J K .
est donc égale & 1, valeur qui est atteinte avec les facteurs 1= 1° | s ce triplet
particulier apparait donc, tant naturellement, en premidre position dans la décomy

sition selon le critére des moindres carrés.

=Pour rechercher les fonctions de bases suivantes nous sommes amend:
a poser des conditions d'orthogonalité. En effet nous désirons que les fonctions

explicatives relativement & un indice soient deux & deux non-correlédes. Pour le
deuxiéme triplet explicatif cette non correlation se traduit par le fait que les f:
teurs sont de moyenne nulle i moins que ce second triplet ne donne lieu & une répét

J K

. I . . : P . .
tion d'un des facteurs constants 1711, Ce premier triplet permet déjia d'écrire 1

décomposition compléte de la fonction &cart sur des bases orthonormées comportant

les facteuyrs constants.

T{;;‘?"‘“ o 2: N o en . PZ Ao Op 1% 0"

LT Al GO LT A GO,

€,m,on

Les bases sont définies comme ci-dessous :

(68 Lt s ] s 26050, 50001

¢
J 3 ¢

{'\1’@;\ meA card 3-1 } a_vec‘ | ;C\)]ﬂ :é Z’q):'.q)i.g.zé

Yy 3 m m

{1“ d}k ‘ ne 1 Ca.rdkl'l} avec ZCpk?k’O ,Z(p:q): - ¢
A ) d K .

¢

.

Elles sont analogues & celles qui ont &té utilisdes dans le théorém

de décomposition.
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INTERPRETATION DE LA DECOMPOSITION

La formule explicative fait apparaitre cing termes de nature diffé

rente selon qu'ils contiennent ou non les facteurs constants. Dans le cas général
pour une fonction sur trois ensembles d'indices nous devrions obtenir 2° termes di
férents, qui expriment les coordonnées de la fonction dans les sous-espaces recont

o,
dans le théoréme de décompsition.

‘

Ici leur nombre est réduit du simple fait que les effets relatifs

un indice (moyenne relative aux deux autres) sont nuls.

-

Pour interpréter les termes restant dans cette décomposition et do:
1es'composantes dans les sous—espaces introduits en analyse de la variance il suff

d'effectuer des sommations relativement aux trois indices.

. v r
Sdmmation en i =» disparition des termes contenant ¢%

Z >‘°mn®® Z—'(gf§ 1)&"4‘ %"1 :EF&&(:&,!

i'u

Méme résultat en j et k

/- 1k ; ‘cf .l.k
?,Zn fon (D (D ({{J“ -1 = F£f ( )

| Z >\ q} Cbkv _ fis _.’l ) = VE("F‘ef (‘1'3)

fm Cwmo { f

e

Et,far soustraction

Cmn | £.om £15,f.

Z Aeomn q)l (Dj Q)“ = Fi g Eéfet (19)- EFfer (1K) - B (3

:‘Infcroc¥ion

R



Dans cette décomposition s'appuyant sur la recherche des triplets
Plus explicatifs on voit que dans le terme correspondant i une fonction d'écart su
deux indices certains facteurs peuvent i priori se répéter en s'associant 3 deux

facteurs différents sur le second ensemble.

Ces répétitions justifient 1'emploi d'une double sommation pour

chaque terme.

On peut se demander quelles doivent &tre les conditions remplies p:

le tableau fijk pour que les facteurs sur un méme ensemble soient tous orthogonaux

d'un terme i 1'autre.

O

Supposons qu'il n'y ait aucun facteur commun entre les fonctions

liges aux contingences IK et JK alors nous aurions :

:

22 A0 (S o) h - D &0

k {n m'n!

k"' Q‘ ck &‘1 ?k 1% "’\. F.) ?k k 'c. } j
. Z( ¥ik ‘c:\k 4 > 4
dloﬁ = / X c—— -
, .\ CE :
{. (5 = . Z -F_L—{—"-.l-‘ . .
% £ - 0

fij peut s'interpréter comme la densité de fréquence sur I x J qui
résulte d'une indépendance conditionnelle en i et j si k. Les densités de probabili

étant estimées par les densités de fréquence pour les tableaux IK et JK.



Ainsi 1l'absence de répétition signifie que les hypoth&ses d indépe

dances conditionnelles n'apportent pas plus pour la description du tableau que les

hypothéses d'indépendances totales, c'est-i-dire qu ' un caractére n'aide pas a l'ewm

cation de 1'association entre les deux autres,

La densité de fréquence qui est apparue dans la condition de non

repetition sera souvent retrouvée dans les &tudes postérieures et son analyse sera

approfondie (chapitre IV et V).

CALCULS PRATIQUES

- Principe de maximisation

N ign

e ————

Soit : 833“ ~
fi £ £

!
-

.

- P K
/\M(D (D (p la plus

Nous recherchons la premiére coordonnée

.
.

proche de la fonction g K Cette proximité peut s'exprimer de la facon suivante

NP ' :
ijx ~ A.\“(b (-D = Eisk = distance de g ou triplet.

On utilisera une minimisation quadratique de cette distance

(sw PIRCRATS ok 8,

&g

mlnlmum, ou ce qul est eq01valent la max1m1satlon suivante :

2. (30 & 450) 6 K6 = A
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K

A113y apparait donc comme la coordonnde de gijk sur le triplet le

plus proche. Il est bienslr nécessaire d'imposer des conditions de normalisation a

fonctions de bases.

L'équation | éi;kﬁz minimum donne les conditions suivantes :

27 60 (g B )G ¥

B@% 3%

"

En tenant compte de la norme unité des fonctions de ‘bases on a :

Z Qiix CD: (b: ‘Ca-{i& - >\m G}: f -

. 3.k

A\

d'oli en revenant aux fréquences.
2. Yo 2o diefh o g
Aty T4
.k { v ik

A ce niveau deux cas distincts peuvent apparaitre.

L'un des facteurs est constant.

——

Prennons par exemple ¢J alors 1'équation ci—-dessus donne :

2 e g L 2 arg 0,0

2. ¢ e

oo
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On retrouve la formule de transition des correspondances. La dériv

H

S

tion par rapport a ¢7 donne & % o T : N

Z fiie @1 o # o'f = A, = %:

1k 3

( fisn

RRIOTER
fohf. ek

qui est en &vidence, elle exprime que A est la projection de gijk sur le triplet.

“Ce cas qui était prévisible puisque 1'on connaissait la forme ‘de 1.
décomposition nous montre qu'il est possible de retrouver les facteurs d'une table

de contingence marginale comme facteurs explicatifs d'un tableau sur trois caractd:
— Tous les facteurs sont de moyenne nulle.

La premiére direction de projection appartiendra donc au sous—espac

dit de 1l'interaction.

.L'équation devient :

Z fiin q)i ®k \ q;\l‘
- - a1 ~ . .
Tk ?; A ' ! elle revet une forme tout & fait ans

logue & celle de la formule de transition de 1'analyse des correspondances, ici on

passe d'un}couple ¢J¢E au facteur ¢1.

Les équatiohs symétriques permettent d'opérer une substitution :
2 hi E: ij Lo
>‘ d) - )\ M 1ik (D
T (E for gege) d g

i

ik Ve {

)




I . _ : I 1
Le facteur ¢~ est donc une fonction propre d'un opérateur 0‘1 con

. = ' - .. K
truit sur les fréquences observées et sur le facteur associé ¢, .

'; . A NN AL
o . . Lo - iy : i
3“« /; e = “ G L uy . . .. e

Difficultés dues & la forme des équations et 3 la nature des dir

tions de projection.

“L'équation précédente permettant de trouver une projection dars
1'ensemble des triplets construits avec des fonctions de moyenne nulle peut se rés:

mer ainsi

— >\2 Cbli = (bi'o @woh G—::: o Cbk

avec <l

ouéncore . : ‘ . ’
2 | T | | Tk K I
‘x = dD ) d>K ° <3~.IK Y <1> ol Cﬁ
9 ' T K ’ 3 ;
)\ = q)K o (bl o S T K O CD o Cbk

S est obtenu en permastant i et k dans 1'expression de ¢ ., Notre
proBléme est de rechercher la projection la plus importante. Il s'agit donc de trou
ver le couple ¢I¢K donnant sa plus grande valeur 3 X,VCette question conduisait dan
le cas d'un tableau & deyx dimensions i réchércher le vecteur sur lequel la projec-—
tion d'un nuage de points ayait la variance ou la dispersion maximum (analyse facto
rielle) et donc la direction propre d'une matrice de variance-covariance. Dans le
cas tridimentionnel on doit s'intérésser au produit tgnsoriel ¢I¢K que 1'on peut
‘appeller le plus contractant vis-é—vis de 1'opérateurcr§€ Cet opérateur peut s'inte

préter comme une matrice d'inertie d'un nuage de Card J points dans 1l'espace I x K

et . . . s o« o . . . IK
mals 1cl on impose des conditions trés spéciales pour le vecteur explicatif de R,

_28.—



I1 doit en effet 8tre un élement de RI X RKa

La résolution des équations est certainement possible par itérati
. . K . - . I AP
successives. .On choisit un facteur ¢ et 1'on détermine le facteur ¢~ associé i 1.
' K. _wx i,K ‘ . .
plus forte valeur propre de ¢ & Crty{o ¢ . A partir de cette solution on constri

};SIR ° ¢I. La seconde valeur de K sera la premiére fonction propre de cet opér:
® °IK . P P

teur., La convergence de cette procédure n'est pas démontrée mais il en existe des

exemples (cf 1'étude de Carroll et Chang:).

A cette difficulté de résolution s'ajoute celle des conditions
supplémentaires qu'il y a lieu d'introddire lorsque 1'on cherche les triplets sui-

yants, Si 1'on peut montrer facilement qu'uné maximisation sur la fonction résidue

I JXK

4(gIJK = A $1910)) donnerait un triplet orthogonal au ptécédent, on n'est pas du

tout assuré, par contre, de la compléte orthogonalité.

On doit donc tenir compte du fait que le facteur suivant sur un

ensemble sera identique ou orthogonal au facteur précédent.

Au probleéme de convergence et de durée de calcul s"ajoute donc celt

de la lourdeur et de la multiplication des contraintes. Toutes ces difficultés résc
L - - I

tent du fait qu'un élément de RI X RJ x RK n'engendre pas un sous—espace de R JK. L

modéle proposé a cependant le mérite d'utiliser des bases simples qui aideront 3 la

compréhension des futurs opérations et transformations que 1'on rencontrera sur ce

~genre de tableay.
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Pour obtenir rapidement des renseignements concrets sur la struct
d'un tableau sur trois caractéres on peut s'interesser i la "proximité" entre les

termes du développement si délicat a calculer.

LA NOTION DE CORRELATION INTERNE

Définition et propriftés. .

La question que 1'on peut se poser est de comparer les fluctuatior
. . N c e . . N .. I
relatives d'une fonction & trois indices 8rjg et d'une fonction & un indice .
} /
Dans notre décomposition cette question revient & se demander si u
facteur ¢P apparait dans de nombreux triplets et avec des coefficients

{X.Pmm ] meM,n eN} importants.

Pour répondre 4 cette question on considére la fonction a deux

indices.

%Ik‘::: hZK %iik qbi $1 =< %I‘Jk3 QI >f

I

e —

Elle peut s'interpréter comme la projection de Bryg Sur 1'espace R

. .\ - . \ R ]':
;kgfifendlﬁffiff?gnffa‘¢ .

De méme ¢IgJK sera la projection‘orthogonale sur ¢IRJK de la fonc-

tion » on vérifie aisément que ( - ¢! ) est orthogonal & tout &lément de
- Bk que L&k gk 8

I_JK I T, ) QA
OR car <g Yk ¢ gy = 0, '
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- La proximité entre la fonction et sa projection peut s'exprimer pa
un rapport de norme, on définit donc le coefficient de correlation interne p par

la formule suivante :

v
7y _

;- I (b g x _ N < S, Cbt)(”
g B g

Cette correlation interne peut s'interpréter facilement dans le ca:

ou'¢I est une des fonctions de bases ¢I dans la décomposition de'gIJK.

&

Bk ™ Z >\€’mn q): d)rjn d):

effectuons les calculs menant & gJK et p en tenant compte de l'orthogonalité des

fonctions de bases.

ik = Z >\?m‘n' q)i\'(b:*

miat o
. e aa . ' ' .. 1
Les indices m' n' désignent les facteurs sur J et K associés & ¢P
dans la décomposition. On pourrait conserver le méme ensemble de variation pour ces

indices en admettant que certains coefficients A?mﬁ peuvent €tre nuls, .

2,
R 0 - Qa2 = 2 N
mn

fmn

C'est donc la somme des carrés des coordonnées assocides au facteur
I ‘e . . ..
¢? s en terme statistique cette somme peut s interpréter comme la variance associé

au facteur sur I correspondant i 1l'indice P,

e



2 .
bl . - . .
\ gxah i = EZ: ,X9Yhn Variance totale de la fonction écart.

Prmn

Variance associée 3 l'indice factoriel ¢

Variance totale

Ce coefficient de correlation interne est donc compris entre zéro
. L . . I B .
est un, il représente bien l'importance que le facteur ¢_ a dans la décomposition
vis-&-vis des autres facteurs sur 1'ensemble I.
On pourrait étendre cette définition pour comparer un groupe de
I,I N . ' - : .
facteurs {¢192...} orthogonaux & une fonction Bk Alors le carré de la correlati

associée au groupe serait la somme des carrés des correlations définies par chaque

facteur.

On pourrait aussi approcher le probléme de la décomposition en
recherchant les facteurs sur un ensemble, les mieux correlés avec la fonction 2
expliqger.'Cette approche associant un caractére au produit des déux autres a déja
donné 1ieu:i de nombreux résultats (cf, Benzech,Tucker).

Résultats sous forme d'une table de correlation.

La correlation interne que l'on vient de définir et la correlation
classique entre facteurs sur un méme ensemble permettent de juger facilement de la

proximité entre facteurs et fonctions & un ou plusieurs indices.

-32-



Ainsi pour éviter les difficultés pratiques liées au calcul d'une
décomposition compléte on pourra se contenter de calculer certains facteurs signif
catifs, les plus influents dans les contingences marginales en particulier, et jug

de leur correlation entre eux et avec 1l'intéraction qui n'aura pas été décomposée.

En effet les facteurs extraits dans une décomposition binaire sont
des combinaisoné linéaires des facteurs qui correspondraient & la décomposition
ternaire, Ainsiulofsqu'on étudie les contingences IK et JK on obtient des facfeurs
sur K qui ne sont pas, sauf cas particulier, identiques ou orthogonaux. La seule

fagon de les comparer est de calculer leur correlation.

Pour l'intéraction on calcule toutes les correlations internes ave
les facteurs qui expiiquent le plus de variance sur les marges entre deux caractar
Si la somme des carrés des correlations internes corre;pondant 4 un groupe de fac-
teurs orthonomés sur un indice est pfoéhe de ‘1, on pourra estimer que l'on peut

expliquer les variations de 1'intéraction pour cet indice & 1'aide de ce groupe de

facteurs.

Les tableaux de résultats pourront se présenter ainsi :

‘Facteur sur I

: . i % &_‘_0“ Vqteu «
(bf d)fz. d)f’ ‘b;" o nieree Propre (Coordonnee)
: .
Contin qence ‘f!).\ 1 0 H 6 6, \ Cas A,
11 ¢)1 /
2 0 1 em Fq ! 942 A < )Y
Cont: e ¢'4I ‘
"i\e" P‘ eg \ 1 ° ‘; Pi 3 v »r\’
1k ¢ e : ( |
? e\ e‘q Vb0 A e ' A !
.-~ — - , ‘ \ . Ay A'\- < 4
1 " qc";‘ N
nter on Con Cuy b P
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Si pf; + pf2 = 1. La yariance de 1'intéraction peut &tre expli-

quée par les facteurs ¢§ et ¢%¢

Dans une décomposition totale 1'intéraction (I A ¢1¢3¢k) sera
fmn’e’m'n

33
LI

essentiellement constituée par des facteurs intervenant dans ¢¥ = I &é¢l;‘

(RS : e ELl €
I i
et ¢2 = I @e d)e' .
el ’

Deux tables analogues pour les facteurs sur J et sur K compléterai
la description de toutes les proximités existantes entre les différentes composant

de la fonction écart.
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14 - AUTRES DECOMPOSITIONS

La solution que nous avons choisiepour expliquer la foncti
€cart s'appuie & la fois sur un modéle explicatif d'une forme trés partic
lidre(bases orthonormées avec des foncﬁions constantes ou de moyenne null
et sur le critére du pouvoir explicatif maximum pour la détermination des
triplets successifs.

.

Certaines approches de ce probléme de décomposition ont dé

tfouvé leur solution et sont couramment utilisées. Nous exposerons les tr

principales qui ne conduisent pas & des calculs prohibitifs.

Ces approches posent un nombre réduit de conditions 3 prio
sur le modéle explicatif ce qui n'entraine jamais de trop grosses difficu

tés: dans la recherche numérique d'une solution particuliére.

Les deux premiéres (L.R. TUCKER et J.P. BENZECRI) donnent
des bases de facteurs orthonormdes, la seconde (J.D. CARROLL et J.J. CHAN
avec une solution du type des moindres carrés, recherche un pouvoir expli-

catif maximum,

I41 - Modéle . fondamental pour l'Analyse Factorielle & trois modes (LR TUC

-

Les données sont constitudes par un tableau & trois entrée:
on notera xijk un de ses éléments, les caractéres permettant la classific:

tion d'un résultat de comptage ou de mesure seront toujours notés I,J et}

.-35_



Le modéle d'analyse factoriells retenu par L.R. TUCKER est 1

suivant
X..., = Xijk + e.,
"1k H 13k
4 ¢
Observation Ecart au mod&le
% ijk =L 2 S
x 1 emn &e me “kn gemn
Formellement il y a équivalence entre cette &criture et la
. . L i . i
déco . = H 0. =
écomposition du paragraphe précédent avec a;, ¢e 3 im ém
.k
= . A
Ckn. " q’)n 3 . gemn_ =7

‘elnn -

Ce modeéle permet de passer des caractéres I, J, K aux cara
téres L M N (ensemble de variation des indices e, my n) que l'on espére
€tre plus intéressants pour 1'explication du tableau étudié. On peut méme
supposer qu'ils représentent des caractéres idéaux selon lesquels les moda-
lités observées se rangent de facon facilement interprétable, et surtout
on espére que le modéle conduira A un nombre trés réduit de nouvelles mod:

lités e, m et n,

La fonction de trois indices iijk est supposée égale au pro
duit de trois fonctions & deux indices et d'une fonction 8omn a trois
indices qui définit un coefficient d'amplitude pour les associations des

-

nouveaux caractéres.

-3 6—



La détermination des éléments factoriels ne se fait pas
selon un crit&re de pouvoir explicatif maximum vis—-a-vis de la variance ¢
la fonction ﬁijk' La méthode utilisée pourrait s'appeler la méthode des

directions propres des trois matrices d'inertie.

En effet on remarque que 1'on peut &crire :

N b
. Xiik = éé“‘ 8.'1& - Z ge\mn blm Ckn

m n
4
IXJK = IALX L/A\ak

Le tableau & treis entrées donne naissance & une matrice
carrée dont les lignes sont définies par les indices i, et les colonnes
par les couples aux associations j,k, en introduisant les matrices trans-

posées on 'a

- X X Al At
TAIK x JK'TI = IAL x'L7JK xJK L x ﬁ,AI
Sous certaines conditions de centrage: le premier terme pet
s'interpréter comme la matrice d'inmertie de Card J x Card K points dans ur
espace de dimension card I ou comme la matrice de variance-covariance obse
vée de Card T variables aléatoires dont on possé&de Card J x card K

réalisations.

Le second terme peut se construire de plusieurs facons, on
reconnait 14 une décomposition classique de 1'analyse factorielle d'un
nuage de points. Une solution trés intéressante est celle des vecteurs

@

propres de la matrice d'inertie. Elle donne les résultats suivants :
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LA':JK‘g JKAi. est diagonale avec As inertie sur l'axe

factoriel dfindice p

iIAL définit les directions des card L axes factoriels dan

1'espace a Card I dimensions.

On a LAIXIiAL = LIL matrice unité de dimension card L x

card L.

Les axes factoriels sont orthogonaux.

‘Rang‘iAL = Rang (IXJKXSK XI) d'oil cardL'§ min (card I, ca

J x card K),

Les matrices 5BM et KCN peuvent se calculer selon le méme

principe. On obtiendra des matrices de vecteurs orthonormés de rang card |

et card N tel Que :

card M € min (card J, card I x card K) = card J

card K

n

card N € min (card K, card I x card J)

On a donc ainsi constitué trois bases de fonctions sur I, .
et K. Les associations ternaires de ces fonctions de bases constituent unc
base des fonctions & trois indices, avec ce principe de détermination on

aboutit donc & min (card I,Lcard J x card X) x card J x card K triplets at

maximum,

....38_.



La matrice des coefficientsgemn se détermine aisément en

tenant compte delorthonormalité des vecteurs de A, B et C.

ZZ [ | .')C.xlk a_.ie b C

Im kn

©
Sfmn

Puisque P
Z: a.ig as.‘;en - Bf’
™m
2n by, by = 3%
n
zé: C:kn ¢ =

K n? — w'

i

Une autre conséquence importante de cette propriété concer

les traces des matrices :

pA’mxw ZZ Qemn 8, B C h ¢

Y
i‘m'm Am kn m’n %

s
S
<
z
-7
=

NV
i 4
Trace(lxmk X‘kXI) = Trace (L A‘.m X Sk AIL)

~4

d'oll

ZZ I:;K ZZ %?mn

ik

Les matrices X et G représentent bien la m8me variance

totale.

-39-



Appliquons la méthode préconisée par L.R. TUCKER i 1'anal

de notre fonction écart.

I J K . ~ P
Les facteurs ¢? ¢h1 et ¢n doivent €tre orthonormés selon

"métrique des poids" c'est-i-dire relativement & fl.fJ et ﬂ<

B DR N W S RO

us T EEE,

e Bt 6 = 2L A, OHE (6207 ) (0

flm’n'

-{1 {‘i’ {; g\‘

é}v LIRS G I1 y a donc lieu d'effectuer une décomposition de 1'opérat

. ‘ e . 2 N ‘n;;i“
Ak o - ~

] .
¥

s W - g, - 7 '?*liu {:i'ik
-~ T s - - 3
s | - o fne o

‘4.

e

I . p
Les facteurs ¢~ que 1'on obtient permettent le développeme:

suivant :

{i?i?k o ,

avec >\U~ (b:\ - Z 'gi-ik (bi
. : pY

¢ {:S §k ‘ *
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On a donc affaire & une décomposition du type de celle de

1'analyse de correspondances binaires.

Elle permet d'écrire la fonction 811k comme une somi
. . I J x K . . -
de produits de fonctions de R~ et de R munls respectivement des métr

f
ques fI et I & fK.

Le fait que la métrique utilisée sur RJK ne soit pas la
métrique fJK qui se déduit de la densité fIJK complique considérablement

les résultats que peut donner cette décomposition..

En effet le premier couple de facteurs n'est pas constitud

~fonctions constantes.

2 e 40N fL0T . 2. fa 002 .

ik & ¥:§w

n'est pas une corrédlation car

PO, = 2 00" 2 2 6,5, 0™

et A n'est pas nécessairement inférieur ou €gal 3 | pour toutes autres fon

tions que 1 et QIK&'

On peut voir immédiatement que les facteurs sur I ne sont P

tous de moyenne nulle pour la décomposition de %gi\4 = _;EEHL 1

£i556.
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Cette procédure ne pose donc pas de probléme de calcul maj
elle fournit des facteurs qui ne sont pas aussi facilement interprétables

que dans le cas précédent.

On peut remarquer que cette méthode ne fait que rechercher

des facteurs ¢I tels que :

giik @\’. = >\ (bjk avec \\\ Cpiki‘ifigk: /j__ et )\ ©omaxi

“donc

”< %f:m ) q)l' >gx \ £ g = correlatlon interne C% d} maximum
' ATk

Et qu'avec card J card K min (card I, card J x card K) tri

JX

plets elle_pérmet de reconstituer une fonction de R en effet on a :

gnk - Ze: >\ d}] @QM’

et ayant card J facteurs ¢J et card K facteurs ¢K on peut toujours décomp

ser les fonctions ¢;K de RJK

o . ). O g
f = m.J /Mm“ ™ "

. n
D'ol

%IJK = Z Pmn (b?(b CD\‘

_avec généralement

Card L x Card M« Ca.vdH << Ca_rd Ix Card Jx Card K
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I& - L'ANALYSE DES CORRESPONDANCES TERNAIRES

Le professcur J.P. BENZECRI conseille d'étudier les tables
de contingence: entre trois caractéres a 1l'aide de trois analyses

~ factorielles.

Chaque analyse étudie une contingence entre un caractére e

Ly

(card J) x (card K) on peut construire trois tables carrées (card I) x
(card J x card K) ; (card J)x(card I x card K) ; (card K) x (card I x car

sans perdre aucune information sur les donndes.

I1 est alors naturel de décomposer les fonctionsd'écart

{iin ; ciu; , (;5& entre l'observation et la densité de fréquence
{3 €in yégu Qk(h

résultant de 1'hypothése d'indépendance entre un caractére et les deux

autres,

P .o P '
- Chaque décomposition définie un ensemble de facteurs ortho-

normés définis sur un caractére.

On disposé donc en fin de calcul de :

{QI, ¢} ces ¢i {L:min (card I, card J x card K) = 1}
J
¢M

=
1

min (card J, card I x card K) - 1 = card J-] }

2
]

min (card,bcard Ixcard J) = 1 = card K-1}

_43_



Tous les premiers facteurs sont des fonctions constantes,

- puisqu'ils sont obtenus dans des décompositions binaires classiques.

Pour effectuer ces décompositions on utilise des métriques
ou péndérations telles que fiJ'dont certains éléments peuvent étpe; nuls.
Il y a donc une possibilité de dégénéreécence, ce qui &tait impossible
auparqzaﬁt puisque les pondérations fIfJfK représentaient l'importagge d

modalités de I, J et K et que l'on supposait que ces modalités &taient

effectivement rencontrées.

Cette difficulté: théorique n'a pas d'incidence sur la déte

mination des facteurs sur T.

Les facteurs vérifient 1'8quation

2.2,

A Sw

[

flik {g'iw i )& i; QE: Mg
= = o
Y \:‘m» Cb ' Cb ' i ; Cp

3§

Si &., =0 & ; iori f.., et &£.... sont nuls le couple

iﬁk fortiori ﬁle -13k p
. .

jk fournira donc une contribution nulle au terme O“; , et les facteurs sur

I pourront @tre déterminés sans probléme;:.

La solution de 1l'analyse des correspondances ternaires semb

donc éviter les difficultés rencontrées dans la méthode de L.R. TUCKER.

Pour pouvoir affirmer que cette procédure répond mieux que
la précédente 4 la question que nous nous étions posés, il faut vérifier q
les ensembles de facteurs orthonormés permettent bien une décomposition

complete de la fonction &cart que nous voulions étudier.
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Nous disposons en fin de calcul de la décomposition

5 3 ha
j‘il'k - s >\ d}" E‘} )
ot il ? Yo ¢
. ¢ i
i f,

dune base compléte de R’ = { 8}1 , (Di lw. e M }

d'une base compléte de RK = { 63‘“ , Cbk !\ ne& N}

o
o
=r
-+t
R o
mk
g’
|
=
e
CHre
= i
{
(>/
5~
v
—

ST i i
= Z; Ao CD?
(ﬁdK e Az 43408 434K AkAY A % R )

. est décomposable sur 1°1 ’ 1‘(?“, 1 @;/ dlf"('ih } we e N ‘;}

La seule condition pour que cette procédure donne tous les
résultats souhaités . 'est que nous ayons des bases complétes pour les fonc

tions sur les deux ensembles de modalités dfeffectifs les plus faibles,

C'est géndralement ce qui se produit car le cas contraire
supposerait des relations linéaires entre les card Ixcard K réalisations d
card J variables aléatoires correspondant au caractére J, ou entre les

card I x card J réalisationsliées aux card K modalités k.
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Ces conditions s'imposent de la méme fagon dans la méthode

précédente.

La derniére inquiétude que 1l'on peut avoir ne concerne plu
les conditions imposées dans le modéle. Elle concerne la qualité de 1'int
prétation que lfon peut faire des facteurs sur un ensemble sachant qu'ils

ont &té définis dans une contingence avec les deux autres ensembles.

Par hypothése les tableaux étudiés s'appuient sur krois ens
bles: homogénes de modalités, mais rien ne garantit le sens des associati

de modalités sur deux caractéres différents.

143 = DECOMPOSITION CANONIQUE D'UN 'TABLEAU A TROIS ENTREES

Cette appellation et la méthode de calcul proposées sont du

a MM. J.D. CARROLL et JJ. CHANG.

Le modéle est le suivant :

X = Z ay, by cy

CET
On vyoit donc qu'il n'y a plus qu'un indice pour classer les
facteurs sur les frois ensembles.l, J et K. Aucune condition d'orthogonali
n'est imposée aux facteurs a, b et c. La défermination des éléments mutipl
catifs se fait par yne méthode dite NILES (Nonlinéar Itérative: Least
Squarés) elle consiste 4 choisir arbitrairement les deux matrices

B ={bit} et C = {th} et déterminer A ='{ait} par la condition

-6~



[\ >< - ;% X (’EB % (j ) E} YRE RV M B

wee Ko {xgn] o BeC: Qo { by Cuc )

X est de dimension card I x (card J x card K)

Quevevevevennsesss (card J x card K) x card T
Il x_ AQY 7( " a, )
- < iiw - ba‘ie"(bie be\)
La solution des moindres ca;;éss donne :

A =(x x Q") !

3

{ Qeer = 23: e b fe ¥ Z Cre c;we'}

- avec XxQ= { Pie = Z‘Z S iiw i’c Cle %
: ®
b,

1]

@Q Q)

t

K

A partir de cette ﬁatrice A et de la matrice C arbitraire
on peut calculer une matrice B par la m@me méthode des moindres carrés . {
1'aide de A et B on trouve C optimum et 1'on répéte ces opérations jusqu':
ce quon observe une certaine stabilité dans les résultats. La convergence
de ces itérations n'est pas démontrée, mais elle a été observée sur de non

breux exemples jusqu'i des tables de contingence entre sept caractéres.

Cette procédure est analogue & la régression multiple et le
calculs itératifs sur les matrices peuvent s'identifier & la recherche du

"produit tensoriel le plus contractant” du paragraphe 133,

.
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La technique NILES peut facilement s'appliquer & notre for

tion Eécart <§ﬁx/9i§igk), il faudra seulement tenir compte de la nouvelle
forme de la m&trique.

Ceci peut se faire en effectuant des homothéties sur les

axes de RIJK. Les fonctions
- i
! Yo/ ) i/ 13 Cbk I
- N ~ (D . -
Ve~ (be ?1 /'“é‘q'e. ?J ) (Sl O | ?K

seront des €léments de bases orthogonaux dans une métrique définie par un

matrice unité I ,

-

®:|\'
.

d"od | gisg _ ;Ej (5’ (b’i
— ; - ¢
(% ?e ﬁ‘\)“ﬂ, | i

On pourrait tenter de retrouver notre décomposition initia

en posant. :

t =¢+ (card L-1) m + (card L-1)x(card M~-1) n

¢§ = ¢§. t' =t mdd[(card L-1)x(Card M-1))
¢i = ¢i" ' t" = (¢t - t' (card L-1)x(card M-1) ) mod (card L-1)
Aemn ¢: = ¢t"“t"‘= t - t'(cardl- 1)x(card M~-1) - t" (cardL; 1)

En supposant que les facteurs sur J et K sont normés et que

le coefficient d'amplitude A n'agit que sur le facteur sur I,
emn : 4
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On peut s'. apercevoir rapidement que 1'absence de conditio
de compléte orthogonalité entre les triplets fait que 1'on ne peut pas ob

nir la méme décomposition par les deux méthodes.

Considérons :

. v At \

L e .1 4t 43 K 7 4l A Kk

R N STt

?i&i£;

une possible décomposition dans la base dite de 1'analyse de la variance.
' . . . 143 4k i 4z .

I1 est nécessaire d'introduire les deux triplets. § dl(bq ek dl dz(p: qui

sont orthogonaux. La variance expliquée est A2 + X'2,

Dans la méthode des moindres carrés un seul triplet suffire

on ayrait

i

i

b g, G0N0 awee o NG 4 AT
Rk

La yariance expliquée sera :
. - L lz 2\
W ¢ias = X' a A
Eyidemment la condition manquante est :
. I ’
< (j);_ , /1 > =0 oun/l

Pour comparer le pouvoir explicatif des différents modéles

remarquons que d'une fagon générale lorsque 1'on recherche des bases sur

RfRJ et RK et que 1'on dispose déji de : S

~49-
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0674 v _

G O @F 11 v a licu d'introcuire les coordomades de

¥, 0} 5 (olal0r
o {0e

erc. - .

Pour la méthode des moindres carrés il ne peut apparaitre

.qu'un seul couple comportant par exemple les deux fonctions CQSCb:‘. 11
- 1 .

pourrait €tre de la forme

q): (b: ( >\4« d): + ’\%44 @; R )‘Lv. q)::. ): >‘41 d’)"rd}: qt-\:

¢ I . n i «
avec (D« = ¢ _Trik , & (bﬁ >
6L :

La décomposition de CARROLL et CHANG aura au maximum

min (card I x card J ; card I x card K ; card J x card K) = (card J x carc

termes, mais malheureusement les suites de facteurs sur un ensemble n'aurc

Pas les propriétés d'orthonormalité nécessaire & une bonne interprétatior

des résultats,
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IT - VARIANCES PARTIELLES ET SQUS-UYPOTHESES

~ Conséquences de la décomposition en sous—espaces orthogonaux

L'étude de la fonction d'écart dont la variance est proportic
2 » N . - S
nelle au x° de contingence du tableau i trois entrées, nous a conduit 3 con

dérer la décomposition suivante :

(S ). Z a 00080 LT A gt

P,m '?1“

P£o
m¥Eo
noo

Cette décomposition s'est effectude i 1'aide des bases :

C4 A AT L 2 AL, bR gLy

(A", be | te A4, Cord T _1 |

{41' O Ime/i,Ca—”":L"g

{45, 0% e 4, Grd ¥4}
pour les espaces de fonctionsg RI, RJ, RK

Ces bases sont respectivement orthonormées pour les métriques
définies par f_, f_ et f .,
Par fp fy et i
) . ) 1JK . ..
La variance d'une fonction de R est liée aux coefficients
d'amplitude Aemn’ qui sont ses coordonnées sur les triplets associés aux

indices e, m, n.
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En effet considérons le x? de contingence qui permet d'acceptc

ou de rejeter 1'hypothé&se d'indépendance globale.

%9. x}ﬂ (_.fi.‘:i‘..-’l)szQ N(Z >\2 Z‘>\2 2)\9 o >\‘£
Ve = N i:»i: {Js?.‘ ‘H it = \ b femot e: ton ¥ — omn‘(’:j‘; $ am

N désigne ici 1l'effectif total du tableau de comptage.

Dans le calcul de cette variance qui n'est autre que le carré
scalaire de la fonction &cart tous les produits scalaires de triplets de bas
‘différents sont nuls. En effet un tel produit scalaire fait apparaitre au

moins un produit entre deux facteurs différents sur un meme espace,

Les carrés scalaires sont &gaux & un du fait de la normalité
des fonctions de base, leur coefficient est égal -au carré de la coordonnée

-

de la fonction écart sur le triplet considéré.

La variance totale de la-fonction écart ou ce qui est équivale:
le x? de contingence ternaire se décompose en quatre termes associés a des

sous—espaces de projection particuliers|

Prenong: le premier terme qui peut 8tre considéré comme le carr

. s < T
de la longueur de la projection de ( _.i‘.ll‘.i_ ~A € K ik sur le sous~-
. ‘?'a.?i "

1J . o .. . .
espace R des fonctions ne dépendant que des indices i et J, 11 peut se

réécrire comme suit :
>N >
Pm. = A

&m 1

1R Ve

(Z >\";"' diq)éﬂﬁ (ez—;\ A O ¢: f‘) 66
‘:Z ﬁl‘) i )f‘;&{k:Z(ﬁ‘l- )Q(i% ;xi:,(

L6 33 66
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On recomnait 13 le X? de contingence binaire qui correspond i

la face I x J du tableau & trois entrées., Les deux termes suivants donnent

2
X" g

et X%K correspondant aux deux autres faces, Le quatriéme terme est un
_résidu fonction de ce que nous avons défini comme 1'intéraction entre les
trois caractéres. Cette variance de 1'intéraction mesure 1l'importance de la
projection de la fonction &cart dans le sous espace que nous avions appelé

(VI 8 VJ 8 VK). C'est ce qu'il manque pour pouvoir expliquer une table a tro

dimensions & 1'aide de ses trois faces bidimentionnelles.

Sous-Hypothéses de 1'indépendance totale

La statistique.numérique qui permet d'apprécier le bien fondé «
1'hypothése d'indépendance totale, se décompose donc en qﬁatre termes que 1'¢
peut facilement interpréter et qui se rattachent a certaines hypoth&ses concc
nant des sous—ensembles du tableau & trois entrées, Ainsi les trois premiers
termes concernent les tableaux marginaux de contingence entre deux caractéres
ils constituent des statistiques permettant de tester les hypothéses d'indépe

dance~ entre deux. caractéres.

Cette décomposition de la variance incite & définir des sous-—

hypoth&ses additives qui correspondraient aux différentes parties.

L 9 % 2
.xnk = %n ¥ %u: * 5“ . %Jnv

Indépendance = Indépend. Indépend.kjlndépend. Non Intéracti

Tadx K Tx13 T,k 0 Ixk Y Tatak
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Cette définition est admissible car on a bien 1'implication

Indépend Indép. 1J " P.. T pP.pP.
ndépendance j ndép le plpJ
totale IK Poy = PP,
si = PLP. N ) ¢ .. = D.
Ple PlPJPk l ka PJPk

Mais non la réciproque il y a donc lieu d'introduire une lypo-
thése de non intéraction et de rechercher sa formulation précise en fonction

la densité pijk pour que l'implication ci-dessus puisse &tre i double sens.

On dispose d'une certaine liberté dans le regroupement des
termes de la décohposition, en effet les sous—hypothéses précédentes &taient
plus fines que nous pouvions &noncer & partir des projections en sous—espaces
orthogonaux. Si 1'on regroupe le X2 d'intéraction avec un des x* relatif a
‘une face, il faudra rechercher 1'hypothé&se complémentaire des deux indépender
I x Ket J x K par exemple. L'hypothése minimale qui conduit & 1'ind&pendance
totale est celle qui suppose que la dépendance qui doit exister en I et J (pc
ne pas retomber dans le cas précédent) est due seulement au caractére K, c'es

d-dire qu'il y a indépendance conditionnelle relativement & K entre I et J.

Q i 2
>SIIK = >< * §€ + ¢

K Ix - Y 33rw)
Indép. = Indép. Indép. Indép.
v v
totale IxK Jx K I xJ siK

-



Si 1'on essaic de regrouper les deux premiers termes du membr
de droite on ne peut pas aboutir & une hypothése concernant pijk puisqu'on

dispose que de :

Pour obtenir une nouvelle décomposition de‘l'hypothése global
on doitvfegrouper»l'intéraction avec deux hypothéses relatives aux faces, o1
ce qui revient au méme une hypothése d'indépendance conditionnelle et une
hypothése d'indépendance entre deux caractéres alors
2 z 2
= y\n + %(I-lxk)

IIK

L'hypoth&se complémentaire a déja été rencontrée dans les corr
pondances ternaires, c'est 1'indépendance entre un caractére et l'associatio

des deux autres :
Pijk T PijPx

En effet on a 1'implication double
» g Hi :p.. = p.p, ) H:
! P.:y = PLP. HH
3 . H2 . \p’ . = pijpk

Cette sous-hypothése était testée i l'aide de 1la quantité

_ . 2 ' -.‘ 2
%2= N Z: ?uk _ '1) Fk Eq‘ - N 2: (€1iu - ?k QQ
et WV PO 1k fi fii
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. - Q -
Alors que la quantité % siek /N ‘représente la norme de

la f ti : {i\w Yo €ed 2 . DA
cnetren (&”‘;C;CK. 1) (?Tfl; B ) );x: w =N 2 (f*lh_‘~g..“:~g.au

e S:i {‘i fx

Les 'deux statistiques différent légérement, dans le second ca

on utilise en effet la pondération associée & 1'hypothése d'inddpendance globale

et non a la sous-hypothése,

La méme remarque s'applique auxcas précédents. Il y a donc lie
-de faire certaines réserves sur 1'utilisation des variances partielles pour les

tests de sous-hypothéses.

Loi des variances. Utilisation pratique des résultats.

L'analyse de la variance d'une tableltridimentionnelle a fait
apparaitre des variances partielles de loi cennuedans une certaine hypothése prob
biliste, Il serait intéreésant dé déterminer 1a'ioi de la variance liée & 1'intér
tion, et les lois des regroupements de variance que nous avons attribuds I des so
hypothé&ses particuliéres. Pour ceci il faut s'int8resser & la distribution du vec-
teur aléatoire dont on calcule la norme et aussi & 1'indépendance statistique des

termes de la décomposition.

Cette question se résoud en reprenant la démonstration de
H. Cramer sur les x? d'adéquation. On dispose de T classements possibles chacun

ayant la probabilité { Po leeT ; d'étre observé,

.
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Un échantillon nous fournit pour chaque case t un nombre de ré

1isationsnt. L'ensemble de ces nombres suit une loi multinomiale.

On construit & partir de 1'hypothése probabiliste §P€ te e}

et de l'observation une statistique numérique

%2 _ 20 (ne -npO?T he 52 ng

€ nPh ' <

. qui sera utilisé pour juger de 1'adéquation de 1'hypothSse et de 1'observation.
q P J q 4

En effet cette quantité suit une loi de x* & Card T-I degrés de
"liberté lorsque les probabilitds des classements sont bien les Py Pour démontrer

cette propriété on considére le vecteur aléatoire {_Qﬁe \ e e | 3

tel que

dont la seconde fonction caractéristique tend pour n + « vers celle d‘un vec—. -

teur normal: multidimentionnel de moyenne nulle et de matrice de variance—covarian

1 - TPP avec p:(»\,—ﬁ: , - ,VE')

Autrement dit dans toute direction orthogonale 3 ce vecteur p L
variance est égale 4 l,la dimension de ce sous—espace: étant (card T-1) il est
possible d'effectuer un changement de base tel que le XZ apparaisse::. comme le cari

de Card T-1 variables normales centrées et réduites.
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Considérons & présent T = I x J x K, alors dans 1'hyperplan
orthogonal & p = ( V?iin iz € T ) il est possible de choisir une base
particuliére mettant en évidence les sous—espaces orthogonaux que nous avons déji

rencontrés, -

Ici 1'orthogonalité (ou non correlation) est définie par une

. e o I . P
matrice unité, pour retrouver notre métrique X p. X ou dans R JK 1l suffit
que py PJ Py

o e . 1J
d'effectuer une affinité selon les axes de coordonnées de R K.

- N¢g | R n
xt - —~—-t-=——-""3‘b devient ——E—::..Il&-
V;’é: ' v Vin Pe

Fz(W \cs.ké_").devient ’ P:(/i \ Visk)

L'hyperplan orthogonal i p peut se décomposer dans une base

ainsi constitude :
e . *_4?S
e, =g eiik’cbe | ¢ € 4, cadT

Vecteur dépendant des seuls indices i,orthogonaux i p donc de

moyenne nulle relativement i la pondération pijk ou ce quibest équivalent P,

De méme pour J et K:

{ e i m e (1, card J-1) |

( e [ né& (1, card K-1) } ,

..58...



Ensuite on pourra prendre des vecteurs ne dépendant que de det

. ' s s - IJK e
indices, c'est-3-dire constants sur les coordomnées de R ne différant
- 1t : . - LS } -
exemple que de 1'indice k. Ces vecteurs sont orthogonaux i {en les précé-
dents vecteurs de base de movenne nulle sur Py Ils doivent aussi 8tre ort

gonaux & p, e e - D'un espace & Card I card J dimensions on passe 3 :

Card I.3 card J -~ (card I~1) - (card J-1) - 1
card I x card J - card I = card J + 1 =

(card I-1) (card J-1) dimensions

On aurait des résultats analogues pour les vecteurs constants

sur I et J.

Le résidu se trouve dans un espace 3 (card I x card J x card K
- (card I-1) =~ (card J-1) - (card K-1) = (card I-1) x (card J=1) - (card T
x (card K~1) - (card J-1) x (card K-1) = (card I-1) (card J-1) (card K~1)

Si ey représente un vecteur normé de cette base la variable
card T-1
aléatoire < X., ey > coordonnée du vecteur normal de R ¢ ... . . sur le ve
teur e suit une loi normale centréeet réduite. De plus la corrélation ent’
deux coordonnées différentes <X7§x> et <X,e B> est nulle. Dans cette base,:
a une matrice de variance covariance unité, et les variables calculées dan:
les sous—espaces orthogonaux.sont indépendantes en probabilité., C'est vrai
en particulier pour la somme des carrds des coordonnées qui suivent des lo
x? (les degrés de libérté sont égaux au nombre de coordonnées intervenant

dans la somme).
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Ny 2 . _ S [ w
§: (“P:;l:?nﬂq ) Hibipe = %‘ an,

4)9‘” \ Z(

%2 = ;42 + (762

CardIx Covd Tx Curd K A Card I_1

Nee F*

Cavdd -1

CZ (B » L lsommemmenmmt, g

" Pu i3 0H; Ry
2 54
Cemdk .4 % (cardT 1) (CavdT4) * ~-~

La décomposition fait bien apparaitre les x? d'adéquation sur
une marge mais les X2 1ndependanceu n'ont pas la forme habituelle., Le modale
additif que nous avons choisi ne s'adapte pas parfaitement & la forme multiplicati

des hypothéses habituelles,

Lorsque les marges pipj et Py intervenant dans 1'hypothése d'in
dépendance totale sont estimées on peut obtenif les mémes propriétés de loi et
d'indépendance entre les termes de la décomposition de la variance (cf. LANCASTER |
lére référence'chapitre 12). Mais toutes les variances:s calculées suivent des loi
de X* indépendantesavec pour nombre de degrés de liberté la dimension du éous—espa
de projection associé, uniquement dans 1'hypothé&se d'indépendance totale, C'est
ainsi que.RL Plackett a pu constester la procédure de test d'intéraction qui comsi

. . s . . . e 1 ’
a considérer la variance d'intéraction (différence entre %33, eV 54:: + s’g*«k +

’GIK ) comme une statistique permettant de tester la sous—hypothése de non-

intéraction,



Les variances calculdes dans ce modéle ne sont que des valeurs
indicatrices de la nature de 1'8cart & 1'indépendance, Dans la pratique
ces calculs trés simples & effectuer permettront de choisir la contingence
entre deux caractéres qu'il serait intéressant de décomposer, On n'essaier:
d'interpréter que les associations entre caractéres qui ge seront manifesti
par un X2 significatif,

La variance de l'intéraction poﬁrra €tre utilisée pour choisir
une sous-hypothése, d'indépendance entre un caractdre et les deux autres ot
d'indépendance conditionnelle, qui mériteta d}étre testée a part, avéc des

moyens plus appropriés.

Ainsi cette décomposition de variance permettra de simplifier

et de mieux appréhender la structure interne du tableau & trois dimensions.

Complémenﬁé d 1'étude des sous—hypothéses

Notre étude d'une table de contingence enﬁre trois caractéres
éu470isingage de 1'hypothé&se d'indépendance (c'est-i-dire en utilisant une
'métrique trés particuliére) & fait ressortir par l'intermédiaire d'une décor
position d'une fonction d'écart ou d'une variance totale des proprié;és
“intrinséques du tableau &tudié et de l'hYPOthése utilisée, Ainsi il s'est
avéré possible d'apﬁrocher 1a.répar£ition interne du tableau par la réparti-
tion observée sur ses faces et de scinder 1'dcart d une hypothése trés forte

en une somme d'écarts i deschypoth&ses moins contraignantes.
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Nous retrouvions ainsi une fagon d'aborder un probléme statis-
tique courante dans la théorie des tests. Nous ne pouvions toutefois l'exploiter
pleinement & cause de 1'hypothése trés fqrte utilisée pour la décomposition et qu:
est la seule & donner une métrique ayant toutes les propriétés désirées.

Le choix d'un modélevexplicatif avec effets et intéractions
addififs ne nous a pas permi¢ de retrouver dans les décompositions de variances
les grandeurs habituellement affectées aux sous-hypothéses ou aux sous—ensembles
du tableau.

La forme multiplicative des mod&les probabilistes et les décom-
pos;tions du t&pe de l'analyse de la variance ne sont pas parfaitement'compatibles
et 1l serait intéressant de remplacer les variances par de nouveauxinstruments de
mesures adaptésaux modéles multiplicatifs comme . les entropiés ou les Quantités da'i

formation,

Le complément naturel de cet &tude est donc constitué par deux
approches différentes des problémes dans les tables de contingence. Celle de
M. SN ROY, qui sous l'angle de la théorie des tests traite toutes les sous—hypothe
ses que nous avons rencontrées, et celle de M.VS KULLBACK qui applique les résult:
de la théorie de l'information & ce genre de données statistiques, et qui définit

- decnouvelles structures pour les tableaux tridimensionnels.

La méthode de la "décomposition des &carts" et ces deux épprocl
ont des objectifs trés différents mais elles peuvent se compléter et s'enrichir
muﬁuellemenf. Ceci sera particuliérement vrai pour 1'étude de‘l'indépendance condi
tionnelle, notion érés intéressante pour des contingences entre variables qualitat
vement différentes et qui permet d'apprecfondir la notion de facteur explicatif dar

une analyse factorielle.
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II1)

III - LES TESTS DE ¥2 sur les tables de centingence

Présentation

Les résultats ennoncés dans ce chapitre proviennent essentiel]

ment de deux articles de M. S.N. ROY :

- Some non-paramétric géneralizations of analysis of variance

and multivariate analysis.

= On the hypothesis of no "intéraction" in a multiway contin-

gency table.

Qui traitent de fagon trés complé&te des tables de contingence
résultant de comptages ou construites dans le but de vérifier une hypoth&s
Nous ne présenterons pas les résultats afférants a ce second type de table

qui concernent plutdt les techniques de plan d'expérience.

Pour les tables résultant d'un modé&le probabiliste et de tirag

aléatoires indépendants, nous résumerons les différentes étapes théoriques

qui conduisent i faire un test du x? et nous présenterons tous les résulta

IIR

‘pratiques qui en découlent.

Approche et Résultats théoriques

.Les notations utilisées seront les mémes que celles du premier

chapitre, n représentant un nombre, p une probabilité et les indices déter-

minent une case dans une table 3 deux ou trois entrées.

o
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Les fonctions de vraisemblance sont définies i partir d'un

P

échantillon observé, par exemple : {nijkiiﬁl,jeJ, keK} et d'une densité de

probabilité pijk qui peut €tre soumise 3 de nombreuses conditions selon

1'hypothése que 1'on désire tester. On aura généralement deux fonctions de

.-

vraisemblance.

Cb ~ n! T Riiw

s he .. i
i K
;’; Niw:
(b... n‘. "“““ “’!!‘k
[ \ :‘ik ?‘il
1

Ces quantités sont analogues & des probabilités & priori des
échantillons observés.pour des lois multinomiales particuliéres. La premid

fonction correspond 3 une densit& quelconque (une seule condition Zpijk =

’

qui représentera la contre hypoth&se la plus générale. L'hypoth&se, que 1'
soumettra au test, définit sur notre tableau la densité P, qui pourra avoi
de nombreuses formes dans un tableau i trois dimensions oii les sous-hypo—

.

théses de 1"hypothése d'indépendance totale sont multiples:;.

I1 faut remarquer que si nous avions considéré un des indices

non pas comme une simple modalité aléatoire d'un caractére mais comme un

‘mode de classement des réalisations, c'est-3~dire si nous avions fixé la

marge (nombre total d'observations) correspondant i cet indice, la forme
de la fonction de vraisemblance aurait été'profondémeﬁt modifiée. En effet
dans les techniques d'expérimentation les caractéres aléatoires des obserw:
tions sont bien différents puisque par exemple il n'y a pas nécessairement
indépendance entre deux tirages successifs, les groupes de classement peu-

vent €tre connus 3 1'avance.
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Lofsque 1'on dispose de depx fonctions de vraisemblance corre
pondant aux densités P, et pa ii est possible de définir un test le plus
puissant & risque de premiére espéce fixé. L'application du lemme fondame:
tal de Ngyman et Pearson nous définit une région de refus de notre hypothi
P, En fait le lemme nous permet de construire une statistique (grandecur
numérique calculée & partir de 1'échantillon) jouissant de propriétés opt:
males éu sens ol si 1'on admet que 1l'on peut rejeter o fois sur cent

-

1'hypothése Ho lorsqu'elle est vraie alors la probabilité d'acceptatibn

B/100 de Ho lorsqu'elle est fausse est minimale.

Le lemme indique que la régidﬁ de refus de Ho est telle que :

¢1(n) P (@/pm) -
= > . i '8 i servé
¢o(n) Pr(n/po) ‘ C ; R symbollsant 1'échantillon observé

La constante c¢ étant définie par le risque de premiére espéce

ét 1'effectif total de 1'échantillon.

Nous avons ici une iﬁégalité entre une fonction de 1'échantill

,de deux densités et une constante ceci définit un intervalle numérique pot

une statistique, le probléme qui se poée est de passef d'une contre hypo-

thése pl'i une contre hypothése p # P, Pour conserver un risque de premié
espéce de o pour cent et des conditions d'optimalité quant au risque de

seconde espéce’il est possible de prendre pour domaine de refus 1'union de

domaines définis par p; #'po lorsque p; varie.
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Dans le cas particulier de nos fonctions de vraisemblance on
travaille biensfir sur 1og(¢1/¢0), le domaine de rejet est de la forme

f(n,po,pl) > C.

L'opération d'union des intervalles de refus améne 3 écrire :

SHP {(“,P"/P)Z‘C = refus de Ho‘
e PAPe '

c'est-a-dire que l'on acceptera HO et donc la densité p, que si toutes 1

contre~hypothéses possibles vérifient les conditions imposées & p; :

Acceptatioh pour p; si '{‘(n,poypl) £ C
d ' ;
& Ho pour.pe S —F(n,po,pl) £ C Vp# P,

d'ol en particulier : SUp-p(n,po,pl) g C

Cette écritﬁre sous fbrme d'un extremun a l'avantage de faire
disparaitre dans 1a.statistique la densité@ p par rapport & laquelle on
effectue 1'opération de maximisation. Pour un tableau unidimentionnel on
obtient un extremum de la forme Zl (h‘1~ NP4 )2/ npPei , ok
quinreé est distribué selon un 2 5niCard I-1) degrés de liberté dans
lfhypothése probabiliste correspondant & Ho. Connaissant la loi de la sta-

'tistique calculée, on définit immédiatement un intervalle i o pour 100 d't

forme déterminée.

Ces considérations permettent de retrouver le céldbre test d'sz

-quation d'un échantillon i une loi de probabilité.
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Des cas trés fréquents de tests d'hypothése portent sur des
densités de probabilité dépendant d'un certain nombre de paramdtres. On a

alors affaire aux deux hypothéses suivantes :

o [ e (o)

.H,, ra Ho' | - r: Card R <.card I

(en,"-:ef’) 3 'n' »

pour tout ensemble (6;,...6;) on peut apbliquer la procédure pFécédente,
en remzfquant que rejeter pl(ei...ei)/revient a rejeter pl(G;...O;) ﬁgur
tout (ei...él) € 2 il est plausible de constuire un intervalle de refus qu
sera 1'intersection des intervalles définis par un ensemble de paramétres

-

déterminés.

Nous avions
ig; (’h; - N pi((9°))2'/'n Pi<@i> > ct

l'intersection de ces régions revient 3 écrire

nf Z (nionp0)) / np(e) =t

Le rejet de Ho aura bien tlieu contre H; # Ho que s'il a lieu

¢

‘quelqué soit 1'ensemble de paramétres 6° permettant de définir Ho.
. A4

La justification de ces principes d'union et d'intersection de
régions de refus selon que la contre-hypothése ou 1l'hypothése est variable

se trouve dans le livre de S. N. ROY "Some Aspects of Multivariate Analysi

Y
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| La détermination deé paramétres permettant d'effectuer le tes
se fait donc par minimisation d'un x? d'adéquation, mais M. H Cramer a
montré que pour des échantillons importants les paramétres qui maximisent
la fonctibn de vraisemblance de 1'échantillon sous l'hypothése H ont les

- mémes propriétés optimales.

~Avec la fonction :

t3s

d}" = .,__r_\__!__,_, 1T :Pi(e““' er) »par exemple

%

On utilisera don¢ plutdtd:. les conditions

6:?...—‘.0%4)0 =Z...n_‘-§_‘.:_f=2.‘ _‘:'J.Z.E\.E.lé.{x_‘ ie R
26; i€l ng 3g9; il nEi 96

Le théoréme d'adéquation d'un échantillon & une loi peut donc
se généraliser au cas ol l'on estime les paramétres définissant la loi de

référence.

-

Avec une fonction de vraisemblance définie comme -cicdessus et
- Card I probabilités, fonctionsde card R paramétres,telles que pour tout

point: d'un intervalle A non-dégénéré de 1'espace des paramdtres on ait :

iel

Zp; =1 et P%(G,‘--- Gr) > 0 Viet

2F et BPi  continues - Ran (}_E_’_) = Card R
3% - 68, s T s T
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Alors si les paramétres réelsde la loi observée appartiennent

1'intérieur de 1l'intervalle A ;}ojs il n'existe qu'une solution aux équa-
tions du maximum de vraisemblance, cette solution converge en probabilité
pour n -+ vers les valeurs réelles du paramétre et la statistique d'adé-
quation construite avec cette estimation tend vers un x% & card I-1 - carc
degrés de liberté dans 1'hypothése Ho qui définit la fonction de vraisem~‘
blance servant aux calculs. |
e :
Le complément naturel 3 ces deux théorémegd'adéquation est

1'étude du:cas oli les probabilités ou paramétres qui s'introduisent dans 1

modéles sont liés par des conditions supplémentaires.

Pour le premier théoréme on peut imposer des conditions du

type suivant :
. ) = 5= 1,008 j
fl(Pi pcardI) 0 j l,o.ré }JEZS
/
1'une d'gntré elles étant X p; = 1 pour permettre de

« ! 1
calculer les valeurs P; plutdt que de les imposer dans 1'hypothése H .
. ) . - i . 8]

.

, | A ‘
On SUPWSEE.S_. et _é__gl_ continues, rang ( B& ) — Card S
oy p; 3py A%

Les probabilités sont calculées 3 partir des &quations

sulvantes

el

e

/EiJL:!Ei + 22: M3 “ng‘ =0
npi €S Bp:,

{i (?4 = Peard T 3 =0

qui correspondent au maximum de vraisemblance sous contraintes.
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. 81 1la répartition p, est un point intérieur du domaine de vari
tion des probabilités {piliel} alors il n'existe qu'un estimateur qui conve
en probabilité vers P,y et la statistique d‘'adéquation construi?e avec cet
“estimdteur pl,Z.I (ni - n p')?/np! tend vers un x2 51;\'.:¢r;i- L = card S} degré'é
de liberté,. (C;}d I cases (Card I - Céfd S)ps indépendéntsli.éﬂ Card T

valeurs et Card S contraintes).

Pour le second théordme on impose des conditions sur les

PN

paramétres.

¥k_(e‘; _»---‘ecu& R) = {: K= )‘L, (3 | _keT

' . . ‘ - i « B .
ch Bs:“ contirues, ;ang F“ = Card T

39, 36,36 126

Les équations du maximum de vraisemblance

Z- N - np(6,---0, )}_ + Z L1 jeR
et npi(a--..8, g7 " 36 |

et

{K(e"l"";e") = F: ' ke T

-

. . A . o o .
fournissent un seul estimateur ©' du vrai vecteur de parametres 6 si celu

ci appartient i l'ensemble de variation de 6'et la statistique

> @\
(_E'nP;, tend vers un Xgéz :

(card 1I-1) - (Card‘R - Card T) degrés de liberté.

f
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La conclusion générale de ces théorémes d'adéquation avec ou
sans paramétre:, avec ou sans relation. entre les probabilités ou les para-
(. [ P . .
metres s énonce de la fagon suivante :

’CarAI

, | 2
T N
B S CURTIORD NN SR
(1’-4 npg(e,\,-----@c&m.R) '
avec ? = (card T - b)sd v) - (Card R - card T)-(Cgrd I —;ca;d S)

Card S étant le nombre de relations indépendantes et réguliére

définis&antles'pi, et card T celui des relations entre les 8j

1113 Application aux tables de contingence

Pour une table entre deux caractéres la fonction de vraisem-

blance générale est :

| ‘ My
n.

n.. )
. D T

et 1'hypoth&se composite qu'il est int&ressant de tester est 1%indépendance

entre les deux caractéres c'est # dire : H_ p., = p. p. avec p, = L. p..
o “1ij i3 i ; ij
pj = I p contre H # Hb' Cette hypoth&se correspond i.1'hypothdse de non
i%ij :

‘corrélation dans une population normale 3 deux variables.

Dans 1'hypothése Ho la vraisemblance s'écrit :

-

! ‘

; ! WH ' g
¢9= —— 11(p py) = = 1l p —EFF;

T gy 3 " Tl 3
~ lJ . is 33‘
. N, Z‘: Wi, N Z M3
3



L'estimation des p; et P; qui jouent le rdle de paramétre se

fait en maximisant o en introduisant les contraintes L p., = 1, & p. =
oY, > Py S
1 J

d 1'aide de multiplicateurs de Lagrange.

|
W

Les -solutions sont pi = qui ne sont autresque le:

‘5|H-
v
|

fréquences observées pour les modalités des deux caractéres.

La statistique qui tend vers un ¥? est donc

Z (neg - “PxP;)z Z Cnig - ﬁn/n,)

i n P Pa v o IYEY7 /‘3

On retrouve le x de contlngence Pour son nombre de degrés de

11berte on utilise les théoréme généraux., Il y a card I card J probabllltes

pij liées par une relation Z p., =1 ; on a introduit card I + card J
i,j 'J.
paramétres liés par deux relations I P, = 1 X pj =1 d'ol
j i

(Card I x Card J - 1) - (Card I + card J - 2)

ie
1

Card I x Card J = Card I - card J + 1

(Card I - 1)(Card J + 1)
Dans une table 3 trois dimensions il est possible d'étudier

plusieurs hypothéses qui sont déja apparues dans les approches précédentes.

L'indépendance totale entre les trois caractéres ;.

.

i Ho P

ijk = PjP;Py contre H # H
g .
_ : anijk
AlOl‘S ¢.0 _‘Tnljk i x 1jk(pipjpk) .
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L'estimation des paramdtres est trés semblable & la précédent

n. n, n
et 1l'on trouve ﬁi = nl ; ﬁj = Aﬁl— : ﬁk = les fréquences observé

des modalités i,j et k.,

Les paramétres représentant des probabilités associes aux

modalités on a les conditions suivantes:?

Cette hypoth&se de totale indépendance correspondant pour une
population normale multidimentionnelle i 1'hypoth&se donnant une matrice de

variance covariance diagonale.

Le X* de contingence s'dcrit :

n. n.n, ¢ n.n.n
(.. - Lky, ik
J

11k n2 n2

: card Ixcard Jxcard

son nombre de degrés de liberté se calcule comme suit :

cases dans le tableau ou pijk

-1 reiations; I p.., =1
ijk ko
(card I+ card J + card K paramétres P pj et Py

-3 relations entre les paramétres d'od

1 =Card I x Card J x Card K - Card I -Card J - card K + 2

-
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I1 est intéressant de décomposer cette hypoth&se globale en
plusieurs sous-hypoth&ses additives par exemple Hoi Piy = pipk.indépendanc
dans un tableau marginal (analogue & la corrélation totale nulle entre deu
variables normales) qui se teste comme 1'indépendance d'un tableau i deux

dimensions,

= a 1 3
Hog pjk pjpk méme typevd hypothése

_ P:y P
Hos pijk = ik Jk . 1'hypothése complémentaire qui est

Pr

nécessaire pour retrouver 1l'indépendance totale elle peut se réécrire:

P.. P. p.A
ijk  _ ik x ik _

Proba (ij/k) = Proba (i/k) x Proba (j/k) il s'agit donc d'une indépendancs
conditionnelle entre les deux variables i et j que 1'on sait déja indépen-
dantesde la variable k. Ceci correspond 3 la corrélation partielle entre d«

variables normales x et y si z,dans une densité 3 trois dimensions.

La vraisemblance de 1'échantillon associée 3 cette hypothése

est &quivalente 3 °

) nijk

De part la nature des paramétres il y a lieu d'introduire les

relations suivantes :

EPip = ZPy =P Vkek
i i .

Lp = i

k K
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La solution en Piy pjk Py du maximum de vraisemblance donne

encore les fréquences observées :

_ ik ) P Y
Py n

[
=
=]

La statistique & comparer & un seuil calculé sur une loi de Y

est la suivante :
x3a

Son nombre de degrés de liberté est :

? =Card K (Card I - 1) (Card J - 1)

Il'y a en effet

Card I card J card K valeur pijk liées par une relation et

(Card I card K + card J card K + card K)paramétres liés par 2 card K relatic

pour les Py et Piy et 1 relation pour les.pk d'od

(Card I card J card K - 1) - (Card I card K) - (Card J card K)

~card K + 2 card K + 1 = Card K (Card ‘I card J - Card I.- card J'¥‘l)

L'hypothése d'indépendance totale peut se décomposer d'une

seconde fagon :

By Pijk - PiPjPk Hoocpijk T PyjPy ot Pij = PiPj Hob
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L I1T4

Hob a déja été étudiée, Hoa correspond & l'absence de corréla
tion multiple entre le couple (x,y) de deux variables normales par rappor

une troisiéme z.

On peut remarquer que pratiquement si 1'on considére que le
couple (i,3) indice un ensemble d'effectif total Card I x Card J on est

ramené & un probléme bidimentionnel et en effet le résultat final est :

k3=

n.. n n. .nk )
x? = I (nijk - 131 k)2/ li avec (Card I x Card J - 1) (Card K - I
ijk - , ,

degrés de liberté,

La non intéraction

La troisidéme fagon de décomposer 1'hypothése d'indépendance
totale est de rechercher 1'hypothése cdmplémentaire des hypothéses d'indép:

dance entre deux caractéres.

= p.P.

Ho'pij ivj

Fort Pik T PiPy

Hol" ij = pjpk

Hb,,,._non—intéraction entre i, j et k

Ou ce qui revient au méme 1'hypothése qui permet de compléter

1'implication suivante : . .

Indépendance entre I et K‘,pfk = pipk'Ho"

. . , , P:.: P Indépendénce .
Indépendance entre J et K, Pig = Pjpk'Hb"'

Peey =
oa”ijk I entre (I,J) et

Non Intéraction H

. 4 ° =
* \
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I1 est & remarquer que Hba implique Ho" et Ho"' mais que la

réciproque n'est pas vrai, alors que pour 1l'analogie sur les lois normales
multidimentionnelles, une corrélation totale nulle entre x et z et entre

'y et z entraine une corrélation multiple nulle entre (xy) et z.

L'hypothé&se Hde non intéraction peut s'exprimer par un ensemb]
de conditions sur la densité de probabilitd, une premiére solution qui semt

naturel¥e est :

' .. P. . iel
{p.. .= Pij plkxgik ljedl H
L P k €K

qui compléte bien les hypoth&sesprécédentes pour donner Ho pijk = pipjpk da
le premier cas et H wsy = P.s dans le second.
premi s o0, pl]k le Py sec

Cette solution ne sera pas retenue 3 cause de sa lourdeur math
matique mais surtout parce qu'elle ne se contente pas de compléter les autr
sous-hypothéses.En effet elle implique des conditions tr&s nombreuses sur
le tableau I x J x K par le fait qu'elle fait intervenir les densités & une

et deux dimensions dans son expression :

H = Pe: = Peey = pij L ‘~Eik—gik—
SR L FY Py
P:, P:
Soit.¥.. p.p. = & ¥k 1k
SRS

‘et les conditions analogues en permutant les indices

Une seconde solution consiste 3 conserver la méme forme mais

sans faire intervenir les densités marginales :'_ N
o w1 Y ik
ijk . q.
1) q; qJ 9y



z
A

.
“
,('//

Les quantités du second membre &tant arbitraires, seule la fo
multiplicative de 1l'expression de pijP est importante. Une autre expressiol

équivalente serait pijk =4l diy qjk’ ellecs aussi compléte les sous~hypotl

ij
te non désirable sur les probabilités marginales.

e Pour une telle deﬁsité les paramétres q ne sont pas estimés ps
la méthode du maXimum de vraisemblance; ils sont €liminés desCard I x Card
X caré K équations poﬁr donner un ensemble de (card I - 1) (Card J - 1)
(Card K - 1) relations indépendantes entre_ les pijk' Ce sont donc les proba
lités pijk qui sont estimées par 1a.méthode‘du maximum de vraisemblance sou
contraintes. Nous savons d'aprés les théorémes généraux que la statistique
finale tendra vers un xz 3 (Card I - 1) (Card J - 1) (Cérd K - 1) degrés de

liberté, nombre égal a celui des contraintes imposées par notre hypothése.

Pour un tableau 2 x 2 x 2 on obtient une condition :

) Pi111 P221 P11z p222
(1 =

P211 Pi121: “P212 P122

' T S

c'est 1'hypothése de non intéraction de Bartlett. La maximisation porte su
G- T
= , 1k
avec les contraintes pii1 p2d1 p212 Pi22 = P211 P122 P11z P22z = O
- A .

<. L \
et ii =1 ‘ '
‘UZ;( ?1&‘(

Ce qui donne les conditions :

Miiw . A UM =0 ¢ pour ijk = 111, 221, 212, 122

Piiv  Piin , - .
Nijw _ A . M -0 pour les autres groupes d'indices
Piin Pijw
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Finalement M =.n et ﬁi. = (n..

+
ik ik ¥ A)/n selon le groupe

d'indicesavec A solution unique de :

(n.\“'*%\c“zu* >‘) ' ("447. - A ) (nuz-—)\)
(”&44~A)(n431—)) (“242 ../\)(VMSZR%-)\')

I

La statistique numérique 2ui tend vers un x> a (Card I - 1)
(Card J»— 1) (Card K - 1) est X° == I
i3

’._

o)

k Pijk

Pour une table de dimension Card I x Card J x Card X on obtien

en menant un calcul analogue & celui du cas précédent les contraintes

suivantes ' / r = card I
’ ' s = card J
+ = card K
P P.. P P..
rst “ijt - rsk ijk pour < ie U, r-1)
Pist prjt Prsk prjk je (U, s -1)
ke (@, t=-1)

\

La maximisation utilise (r?l) (s=1) (t-1) multiplicateurs pour
ces contraintes et un pour I p.., = 1.
. ijk
13k .
Comme précedemment le ¥ s'exprime en fonctions des multiplica
te@fs, et plus simplement en fonction des solutions des (r-1) (s-1) (t-1)

€quations suivantes :

(e * Mo ) (ngge s Mgt)  Oese - M) (g 2 Hiih)
( n“lt* - HI‘S" ) ( “.fib "“vjk) (hiSK + H:is\(_ ) (nr-‘}k- tfjn)

2 2 . - :
X°= I M., [G.., +E.. M.)
5k 1k Tijk ijk "ijk
ou Eijk =1 pour 1{k = rst
=< si un indice différé de rst '
= +1 si1 deux indices différentdderrst
= -] si tous les indices différent de rst
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 Le nombre de degrés de liberté est &gal au nombre de contraint
sur les pijk provenant du modéle c'est-i-dire (Card I - 1) (Card J - 1) (Ce

K-1)

1II5 Remarque sur 1'addition des hypothéses

- Résumons les différentes décompositionsde 1'indépendance total

que nous avons rencontrées :

card I card J card K- card I - card I - card

H p... =p, p,p » X
oriyk 17y Tk - card K + 2
ﬁ;£‘= P; Py = X% card I card K - card I - card K + 1
I PJK = pj Py => xz card J card K - card J - card K + 1
= k 2 - - +
Pisk = Pik ij/pk = X° card K (card I card J -~ card I - card J + 1)

La somme des degrés de liberté est

(card I card J card K = card I - card J - card K + 2)

identique i celle du X2 d'indépendance totale

11 pin = Py pj > xz card T card J -~ card I - card J + 1)
4 piﬁk? pij?pk .y _}xz card I card J card K - card I card J - card
S 1
On obtient toujours la méme somme des degrés de libertd :
. - 2 - -
III pij pipj = X (card J = 1) (card I - 1)
Py = PiPy = x* (card T - 1) (card X —‘l)
= 2 b ’ - .
pjk P:Py = .X° (card K-1) (card J - 1)
~ ~\ non intéraction . X2 (gard I -1) (caxrd J - 1) (card K - 1)
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Méme somme de degrés de liberté

On a aussi
(Card T - 1) (card J - 1) (card K - 1) + (card I - 1) (card K - 1) + (card

(card K - 1)

non intéraction + Indép, I x K+ indép I x K

(card I card J - 1) (card K - 1)

Indép (1J) x k

Ces relations entre degiés de liberté ne sont pas sans justifi
cations theoriques, M. Nitra 2 démontré dans l'article cité en référence qu
sous l'hypothése Ho d'indépendance.totale toutes ces quantités numériques
suivant des lois de X2 qui permettent de tester les sous-hypothéses, sont
asymptotiquement indépendantes en probabilité et leur somme converge en pro
babilitélpour un effectif n tendant vers 1'infini vers la statistique perme

- tant de tester 1'hypothése d'indépendance totale,

Ainsi'bien qu'il n'y ait pas additivité au sens algébrique du
terme entre les expressions mathématiques proposées on peut tout de méme
décomposer une hypothése et obtenir asymptotiquement les m@mespropriétés qu

pour une analyse de la variance classique.
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IV - THEORIE DE L'INFORMATION ET TABLES DE CONTINGENCE

IVl - Définitions,propriétés et exemples

Considérons deux hypoth&ses probabilistes exclusives et complé

mentaires H), et H, et une variable aléatoire X, posons :

i
I

Pi(x) = Pix xIHl) probabilité de (X = x) daas 1'Lypothése H,

P(th XIHZ) R I R I R I I I I R Hz

L]
i

Py (x)

Les hypothéses ont des probabilités & priori P(H;) et P(H,)
résultaﬁb,d'expériences_antérieures, nous pouvdns écrire :

Bafs 9% a0

P(H)) x P;(x)

P(X

]
]

X et H;) P(x) x P (H;/x)

n
1]
]

P(X = x et Hy) = P(x) x P(H, /x) = P(H) x Py(x)
vavec P (x) = P;(x) x P(H;) + Py(x) P(Hy) probabilité moyenne d'observer la valet

X

La formule de Bayes, dite formule des probabilités des causes

se déduit de ces définitions.

' o " (v}
P(H 1) = — RO ROy . gl Pt/ PO
P(H,) B+ P(h) Ta®)

Elle permet de reconsidérer la probabilité.affectée a l'hypothé
H; aprés la réalisation x. Cette probabilité i postériori de H, est calculde 3
partir des probabilités i priori des hypothéses possibles (ici H; et Hj ;
?‘(Hl} + P (Hy) = 1) et des vraisemblances de 1'&vénement observé dans ces

différentes hypothéses.,
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Pour H; nous avons :

PCHa\x) = Tﬁh) ?kex)
PCH) Beo+ PH) TR
donc :
PCHIx) _ PCH) | R0o)
PCHQ.‘X) PCHz) Pz(’()‘

H.S Kullback définit 1'information en faveur de 1‘'hypothése H,

résultant de la réalisation X = x par la formule :

Inf(42,x) = POhix) | log Tl | |pe FGO
3 S P 9 )

L'information se présente donc comme une différence entre les

logarithmes ‘des probabilit&s & postériori et des probabilitéds & priori,

Cette différence traduit la modification apportée aux probabili
des hypothéses par 1l'observation d'une réalisation aléatoire. Il est & remarquer
que 1'ihformation Inf (1, 2, x) n'est autre que le logarithme du rapport de vrai-
semblances de 1'événement x. Cette grandeur est assez classique en statistiqdes
mathématiques. L'approche Bayésienne et la théorie de 1'information utilisent dor
les mémes outils mathématiques que M. S.S. Wilks qui a développé les.tests sur

les rapports de vraisemblances.

L'information en faveur de H, épportéé par 1'@vénement X = x ser
donc positive si P;(x) > P,(x) c'gqt~é—dire si la valeur x est plus vraisemblable
~ dans 1'hypothése H;, elle sera négative dans le cas contraire. Une information
nulle est associde i un &vénement aussi probable dans les deux hypothéses et une
information infinie correspond i un événément impossible dans l'une des deux

hypothéses, -
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La base des logarithmes utilisés est arbitraire, on prend souve

IS

les logarithmes en base 2 pour étudier les informations sur des distributions

binomiales, ici on adoptera comme M., S KULLBACK les logarithmes népériensqui se

prétent mieux aux calculs numériques et aux développements limités.

Considérons i présent une suite de réalisationsaléatoires

tas
«

X = Xlygeesass X = x en 8tendant notre définition il vient :

e et it

P(_Hq\x..-- Iu) \ P(“Q) —P‘l(x"'°‘l“)

]nf (/{,2, x.‘....x.): Lo% P(H‘ b, - x..) _ Lo'% ?(.HJ. - LO P‘(a:...x..)

Si les réalisations sont indépendantes, les probabilités de la

suite de réalisations se transforment en produits de probabilités.

_ | .
Inf (4,2, % .- x,) = Lo% Beu .- by - ) 10% I;ch;)
L [

—pd_x.) - ’PELI") vzl )

»

. .
In( (4,2, %, - :x.n) = Z; Ln‘: (,L.Q ) xi) , lorsque les réalisations
T

sont indépendantes en probabilité.

Nous venons de définir 1'information totale résultant d'une

suite de réalisations aléatoires. On peut maintenant définir une information

moyenne attachée d une réalisation. Pour .calculer cette moyenne il faut choisir

une répartition pour la variable aléatoire X, c'est-d-dire calculer la moyenne

dans 1'une des deux hypoth&ses. Nous noterons Inf (1,2) = EH [Inf(l,z,x)]
: 1
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C'est 1l'information moyenne apportée par une. réalisation-de-X-

~en faveur de 1'hypothése H, et contre H, lorsque H, est vraie. En effet ici

1'espérance mathématique est calculde avec les probabilités P;(x) définies dans

1'hypothése H,.

Deux propriétés importantes découlent de la présence de la foni

tion logarithme dans la définition.

Tout d'abord on a :

-Tnf(/x.ﬂ) . Z: Py L‘”\’S e -0 V/E.?a '~ avec &galité pour P,= P,
ace‘xs o) :
i}
L'information moyenne calculée dans une certaine hypothése &
1'aide de la répartition correspondant & cette hypothése et apportée en faveur d

cette hypothése est toujours positive. C'est-i-dire que l'observation de la répa

tition correspondant i H; apporte une information favorable & Hi contre toute

autre hypothése différente de H; .

On'a aussi :

Z E\QC) Lo% E!..(f.) > Z E(‘s) Looé B_g!.)
e x) T 3@?&3 Poly)

avec %5 :ui'aa ! ie 3 3 , cette propriété de convexité traduit le fait
que lorsque les &vénements possibles sont moins variés (regroupement d'événement

ou O-algébre moins fine) on acquiert moins d'information en faveur de 1'hypothés

choisie. La multiplicité et la variétéd des réalisations possibles est donc favor

ble & la discrimination entre les hypothéses.
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Etudions un éxémplé d'application de ces nouvelles notions.
Dans les tables dé contingénce éntré déux caractéres I et J on est intéressé pa
lfhypothésé d'indépéndancé ét on désire la comparer & toute autre hypothése alt
; native, soit :

Hy p quelconque

ij

Hy, p.. = pipj indépendance entre les caractéres

ij

Une observation de table de contingence correspond & N observa-

-

tions d'une loi multinomiale 3 Card I x Card J classements possibles. D'ol :

Hf;#‘-"%i—%‘) x B

1'information totale = N x 1'information moyenne.

"

In?(ﬁ,? )

Cette grandeur est purement théorique puisque tous ses consti-
tuants résultent d'hypothéses prédéterminées. Il est intéressant d'essayer d'es-
timer les paramé@tres que nous avons introduit pour obtenir une grandeur numériqt
aléatoire & laquelle sera attachée une décision. Les quantités pij pourront &tre
déterminées par la méthode du maximum de vraisemblance sur 1'observation nij du

tableau I x J Soit : ]‘“{“(,r'g) = N %—: '_"N; Lc,% Q\?‘J‘p = ?; N34 Log tféﬁ
Paka )

La répartition p].;j étant calculée sur 1l'observation, on va

alors s'efforcer de minimiser l'information en faveur de 1'hypoth&se H; en esti

mant les paramétres p; et pj. Ainsi on définira la répartition indépendante la

plus proche,au sens de l'information de la répartition observée.

A ';Z: . ;! ¢ " - o, i
() - M % ;oG -+ e o i)g SRR
- : A )“ t ¢ ‘ 4 '
’\k ,{’ N 1 . e « .
/ ® - b o % P
% Y f A ey P
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Les équations de minimisation sous contraintes conduisent aux

fréquences observées :

. A . .
Fi = 23 J F“ L avec . Ny = %: N, ; = Z Vi,
N N )
. . - ’ * n
La statistique numérique In (I 2 : Ni; Lo ~ii.,

n], na
mesure donc Une certaine distance entre la répartition observée “ﬁ(N et la
répartition indépendante Nyny /N . En remarquant que si _'M3_ _4.& ave

. LATAY
€ petit devant | on obtient 1'équivalence. N

i

Inf(&',?'). Z n: n‘ (Ave) bog(dae ) :Z; 'Zi_ﬂ (4+€) CE-{-‘)

32_‘:‘ TCE"Ez £ )_; %Z“ n;m £2
' i3 |
car 2. MM o | Z;(nii;-m'\i) = 0
>

b N
14

| .
Taf(ar2s) & 4 35 0inifngy o e/ Y Z(“"- i, /) %
. ‘ (L ‘

is N N, /N nifly /N ’ 5

Cette information estimde selon les méthodes habituelles est
donc &quivalente au Y2 d'indépendance entre les caractéres I et J. La distributi

. . )
asymptotique: ¢t (pour N»« ) de 2 Inf (l*, 2 ) est effectivement un X2 a (card

"I -1) (card J - 1) degrés de liberté dans 1'hypothése d'indépendance des

caractéres. Elle permet donc d'effectuer un test d'indépendance sur la table I x

AR

L'information a d'autres propriétéds d'additivité trés intéressnts

qui sont lides aux sous-hypothdses de 1'hypothése 3 laquelle on compare la

répartition i3 ,

N
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Effectuons une décomposition de 1'information en faveur de la
_répartition ng /N contre la répartition d'indépendance définie i priori
pipj. Nous souhaitons une décomposition faisant apparaitre des termes ne dépen-

dant que d'un indice

soit :

jpz i: ’h h&

T * ) Niy i '45{
ln?(k ,Q>% 2’: n,-gLaa.e\l;,‘;‘.;_pi = iZ'ni Lo%ﬁ%i 2_4 ng \.06 Ny 2, ng; LO%

i3

On vérifie que : 2 : Loo Nii 2 : N, Lo Ni
q - ‘3 % > - 3 a_}{ 3’
ce qui correspond i la propriété de convexitéd.

Les deux premiers termes sont équivalents aux x> suivants

os an Lo% N e Z L._n.L;..._E_M: = xcudl -4
i N * Ny,
. WA 2
o< ; n; Loc:).ﬁ.‘. fa g ; é_uf_‘.l = y) Cardd -

Le troisiéme terme a déja été rencontré. Il correspond & 1'écar

“entre 1;‘répartition de fréquence observée et la répartition d'indépendance la

plus ﬁroche.

Les 2 d'adéquation aux marges ne sont assimilables aw deux pre
miers termes du développement que de fagon asymptotique et seulement si les hypo

théses de répartition marginale sont vérifiées.
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Lorsque l'on désire tester 1'hypoth&se générale H pij = p.p.,

on peut effectuer une décomposition de 1'information qui permettra grice & :

2
- z , Nys Lo MES o % -
11' i C% _N'FJPJ Ca"dlx CanT -1

s

d'accepter ou de rejeter H

Z: .de retenir ou de refuser la
— [+]
n L g M N%

répartition selon les marges

-~ idem en j

: N3 - . . o

- Z—' 0y LO% ~21. d'accepter ou de rejeter 1'hypothése d'indé
i3 Npsps

pendance entre les caractéres.,

Contrairement 4 la décomposition de la variance, 1'étude des

composantes additives d'une information totale permet de tester des sous-hypothé

avec les critéres habituels, et donc dans les meilleures conditions de risque :
Une telle décomposition peut se résumer dans le tableau suivant

Composantes dues 2 x information . degrés de liberté des
dlstrlbutlons asymptotiqu
en x?

aux iignes H(I )

P: § Zn Lo% | Card T 1

Npe
a ux colonnes H@)
§’ 2 Z "y LO Cacd 1 _1
N ‘3 NF:)

al'indépendance H(1x1) Z Ni; Lo% Nnij N @ardl A ),C Card 1 -1)

total 2 In[(47,3) ni 05

——

2. n;3 _Loa Nid CardI, Gaed] -1

R o WA
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On remarque qﬁe le.degrée de liberté du x? équivalent i 2 Inf
(1A*, 2. ) est égal & la somme des degrés de liberté des informations affectées
a;x sous-hypothésés.vLo;sque H n'est pas vérifiée 2 Inf (1* ,2% ) est distri-
buée selon un ¥ ;&kentréc dont le paramétre d'excentrement est &gal a Iaf(X,32

AL

IV2 — APPLICATION AUX CONTINGENCES ENTRES TROIS CARACTERES

Les notations sont les mémes que précédemment. La plupart des

hypoth&ses et sous-hypoth&ses qui seront développées ont déji été rencontrées

dans la décomposition de la variance du chapitre II.
’?) a):Les hypothéses sont définies 3 priori :

- généralisation de 1'étude précédente

H; pi., est quelconque

1jk

Ho p = pipjpk indépendance totale avec des paramétres

ik

fixes & priori,

Les résultats sont analogues & ceux de tables bidimensionnelle:

Composantes dues Information d.dl.x? limite
. aux lignes Hq(_I) ;n‘ LD% ——-' ' Card T -1
a2 M Ng )
! N
aux colonnes Hg(3) Z n; Lo% Card .] ~1
3. M tp‘ ,
B 5
aux couches  Ha(k) 2. n, Lo% _"_: Card % -1
B . Nx w ,N
| N‘ . ’
i 1'ind8pendance _
- Ha(Id.« k) Zﬂi.m LOC% _._.._.5_._.n‘° Cavd Ix Card ICard ¥ _ CardT _Card 1
_ NN Mg ~-Grdk + 1
total
Tof (Ha ) 2. .nwLooés Card Tx Card 1 oCavd k _1
. T ik sn Pn ]
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Les P représentent les estimations du maximum de vraisemblance

ou ce qui est &quivalent du minimum de 1'information pour les paramétres pipjpk

de 1l'hypothése H,.

-On voit que l'adéquation générale & pipjpk se décompose en tro:
adéquations marginales et une indé&pendance.

£

Ho =Hy (I) o H2(J) n H2(K) n H2(I xJ x K)

Les degrés de liberté se retrouvent facilement connaissant la

forme algébrique des X? équivalents.

- L'indépendance entre un caractére et les deux autres.

L'hypothése intéressante est alors :

H pijk = Pipjk hypothése de base des correspondances ternai

Elle est équivalente & une indépendance sur une table 3 deux entrées de dimensic

card I x (card J x card K). On a en effet :

Composagtes dues Information degrés de liberté :
au caractdre I H(I) Z n; LQ% ALES Cand T -4
B M o Nps
. 3 N
aux colonnes et couches Z Nk \.0% _'_‘3}3_  Cardlx Gk A
P = '%35 # (3K ) ix N pin

a 1.'indépendance_ H(I x JK) Z n’,-;w Lo% s (Caro\I ‘1) (Cardj,@rd c _/‘:

NsNle.

Total H 3 _ o .
2ingelog Dise  Gord T GraloGnk 1
. ' . L AT NP; P‘k
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On retrouve la décomposition :

H=H(I) a H@K) , H(,JK)

adéquation adéq. adéq, Indép.

générale ligne: colo. x couche I et JK

" _. L'indépendance conditionnelle entre I et J si k.

La répartition correspondant i cette hypothése est :

1k Pk = Fin_Fax
Pu

Pour une couche du tableau il y a indépendance entre I et J. Le

estimateurs des probabilités conditionnelles sont :

l'adéquation générale se fait entre la densité conditionmelle sur I x J x K

Baaw, Pie . Fax ' et la densité observée ny, /n, d'ol le tableau suivant
Tn Fr Wk

composantes dues 2« Information degrés de liberté
aux lignes H(IIK) —
2 2__, \‘ik Lo% Nz Cad T -1
i ﬂn(%_‘.‘ ) .
aux colonnes H(J|k) . ) ) '
2200, loq P Caral] -1
1 In % Ne P:x) ~
a 1'indépendance condit., O :
H (103 1) 12 ny Loy maan (Coral.t) CCard 1)
. i3 (FIV (P
Total H Mw .
22 n,,, Log Mus_ CadLCrdd A
13 Ny ?’.’.‘.&5
T
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Le conditionnement est défini ici par rapport i un classement 1
Dans les informations il n'y a pas de sommation: par rapport i cet indice k. Pour

retrouver l'hypothése étudide dans la théorie des tests qui peut s'écrire :

Piiv = ?%E—” V ke K . -Indépendance conditionnelle
(]

entre I et J si K,il suffit d'effectuer des sommations sur k,sur les informatior

obtenues ci-dessus.

On fait ainsi une moyenne de ces informations pour toutes les
profondeurs du tableau et les degrés de liberté des distributions asymptotiques

en x? sont multipliés par card K.

En particulier on obtient pour 1'indépendance :

H(IJ/K) = H(I/K x J/K) 2.Inf =2 2, Ny boq LI

iix Naw Mg

2 Tn( — Z: (ﬂ;,“ - Ngx Ny /My )i /( Niw N/ n,‘) S H est vraie

iIn
S

s -

Grace aux propriétés de la fonction logarithme les décompositio
de 1l'information relative i une adéquétion sur le tableau complet nous ont toujo
permis de retrouver des composantes relatives aux adéquations sur les marges et

1'hypothése d'indépendanée complémentaire. Les informations calculées ont en plu

de leur additivité, toutes les propriétés limites optimales pour effectuer corr

tement les tests d'hypothéses et de sous hypothéses.Ici il n'est pas nécessaire

que l'hypothése soit vérifide pour que les imfermations relatives aux sous-hypo-

théses aient les distributions limites: souhaitées, Il serait intéressant de sci

s, -

der en composantes additives 1'information relative i 1'indépendance entre les
trois caractéres, et d'essayer de retrouver des statistiques permettant de teste

- les sous~hypothéses définies au chapitre II. _ IR
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‘fZ)?Les paramétres des hypothéses sont estimés  :
~ Indépendance (I x J x K) = Indép I x (JK) n Indép J x K.

On a bien grice & la convexité

/XY //"J - ik LO% Niiw N" L(; uk)Loa anuh

u;} n nong N, in Z_nnn
/

In((I xJ xK) 2 InfQJ xi}é%

Z( Piin Mz‘ - niu( LO%M—): Z LA LO% .r.]._’._:’:__j:s

ng Ny N
iiw LR Bt ) . .
. N Mgy

La différence entre ces deux informations est bien &gale i 1'i
formation associ€e 4 1'hypothé&se d'indépendance entre I et J x K, Il y a une

addition parfaite des informations lides aux deux sous-hypothéses de 1'indépen-

dance

Inf (I xJ xK) = Inf(I x JK) + Inf(J x K)

Et dans 1'h othése'd{iﬁdépendance on a 1'égalité pour N-infin:
3 4% v

2 = 2 2
Xk T Xk T X1x

Les X? représentent ici les statistiques qui permettent habitue
lement de tester les sous—hypothé&ses (<{. SN ROY). Ce ne sont pas les grandeurs
rencontrées au chapitre II qui vérifient 1'égalité de parleur définition et pas

seulement de fagon asymptotique.u

.
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Progressons dans la décomposition : le seul terme interessant

est celui qui utilise trois indices soit Inf (I x JK)
~ Indépendance(I x JK)= Indép.(I x K)n Indép.(I x J/K)

De l'indépendance entre un caractére et l'ensemble des deux
RS 4 -',
autres on extrait 1'indépendance entre deux caractdres. L'hypoth&se complémenta:

sera une hypothé&se d'indépendance conditionnnelle.

Rappelons qu'a 1l'indépendance I x JK nous avions affecté la

: 2 2
= xll 4 y\IK*

S : S

. . L}
statistique %IM - %2.”‘

en utilisant les &léments de la variance totale
Etudiée au chapitre II. GN SNEDECOR suggére d'utiliser cette grandeur pour teste

1'hypothése H(I x JK) ; mais nous avons vu que la variance de 1'intéraction

%‘1, = %Q %ia - %zn - %;k

Int = Ik -
- —— —
w1 d‘inde?tndance
Wwohitvels

dont s'est servi H. O. LANCASTER, n'avait des propridtés intéressantes que dans
1'hypothése d'indépendance globale. Ces grandeurs ne sont utilisables qu'au vois
- nage de l'indépendance. J. N, DARROCK a montré qu'il &tait possible de tester

correctement H(I,JK) & l'aide de %qn + %ZK + %13“;. mais en prennant pour

1 Lol g - - bl -
’," le % d'interaction défini et calculé par SN. ROY.

Voyons comment la théorie de l'information aborde ces difficult

de décomposition.
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5\ = Z: g, Log fawdY z : Nosu 03 Nigw Ny
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fj‘
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Le complément ala statistique de 1'indépendance I x k est 1'inf
. - . - ‘ : [
mation result.ant de la comparaison des deux densités nijlé et ngn, /n, . Cles

1'information affect@e & 1'indépendance conditionnelle entre i et j pour k fixé

Jusqu'ici il n'y a pas de probléme de décomposition. La compo-
' . . %2 N N
sante que nous avons trouvéecorrespond & - Y zq * Tw+) - Passons 3

e

la derniére &tape. , ‘% —
a erniere etape ) Z—’-j {i/ﬂ e .

B I

- Indépendance conditionelle IJ/K =

Indépendance(I x J) n Non intéraction

™

Si cette addition de sous-hypothé@ses correspond & une addition

des informations on doit obtenir :

]

Inf (non intéraction) Inf (IJ/K) - Inf (1J)

n; n ny;
Z (ni:k L,D% ”‘k ® - n“k LOS ._?..’.....N.-

= .
iin Naw Ny ni ny,
E Nijk NiNn;N

> Niix Loa Ak 3 3%
'l-\K

-N. Ny Mik Nk

Il s'agit d'une comparaison entre la densité observée .
g nl'lk

et la répartition suivante Nis N3p Nie / Mg D3 Ny
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Cette répartition semble correspondre & l'hypothése :
e F v P
) « Piig = s Prw )
Fi. Di pn
de S.N. ROY en remplagant les probabilité&s par les

fréquences observées

.. n, —
Pi;y — ;—‘7‘3 , Pix—e %’5 ¢+ Pa e %{1‘5, Pue ‘;3' :‘Fa«vﬁ ) Pe 5

essayons d'utiliser la convexité de 1'information

- &

T i leq xS 34 \.oo‘x | Z e

Fix N Vg - o #3 Z Nin Nax

in ) o L M

nig
> 2. hi Log 22
13 Nrr Ve
2. e
K My,

La densité induite par cette opération de concentration est
2 Nw Ny, /0 N et non w;.N; /N | Lorsqu'il y a égalité entre ces der
1LY
sités la grandeur complémentaire est bien positive et peut 8tre associée i 1'in-

téraction. Nous vermns un exemple réel oii la quantité complémentaire est négativ

/ Le caractdre négatif de la quantlte :Z:r\"‘La% Nk n'est
(Ot e

Nz N 5!},)

nr N, Ny

pas en contradiction avec les propriétés générales de 1'information. En effet la

. . Ny Nye N . - ~
- répartition  u;;, = D33 Mok Niw n'est pas une répartition de fréquence, nou

] . Ny Ny Ny,
z n'avons pas ;E: Wy = 1 pour tous les tableaux.
’% Iiw L
E%X Par exemple pour le tableau 2 x 2 x 2.
Maa® Nyyy = 1 Woeg = 1 .
. On obtient Uaeg = 4 ' o u;““
Nyie = © ailleurs Ugw =0 3i“§un
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Remarquons que les conditions :

Vii 20 e ik - s

correspondent aux contraintes surabondante

qui ont fait rejeter la densité& (1) par SN. ROY. En effet ces égalités restrai-
~ gnent lagénéralité du tableau. Elles définissent des conditions sur les marges,
ce qui n'est pas admissible pour une hypothése de non-intéraction. J.N. DARROCK
a vérifié que pour de nombreux tableaux ces 8galités étaient presque vérifides.
i Mau N

I1 a développé des tests s'appuyant sur la densité Mii
. Ny Ny N

pour des tables qu'il nomme parfaites.

Au voisinage de 1'ind&pendance nous avons

S met w2 B/ I i, o

Pour les tableaux presque indépendants, correspondant aux table

-~

parfaites de J.N. DARROCH, l'information complémentaire peut servir i tester la

NP . ) 2 L
non intéraction, tout comme la variance résiduelle 933“¥ ou le }s suivant

| 14
; (h£1'k - ( Ney Ny h:’u /ﬂ, Y, Yh,)) /(nx) Lt \n,,,/n‘ n, N

- Nouvelle définition de la non—-intéraction.

En utilisant la convexité de 1'information on peut décomposer
1'hypothé&se d'indépendance conditionnelle en deux nouvelles sous—hypothéses, et
définir de nouvelles informations partielles toujours positives et qui tendront

vers des X? pour un effectif N trés grand.
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Nous avions

b%.;&f 4
é: Naix Lo%_v_‘_l_"_“_____ > L Nn;; LO% _r.\i}m-—- = I“F (33 par k)

: ~
" "za Lak 1 Prn T
Nn L] 11 5%

Cette derniére information permet de comparer la répartiti@n
marginale nisa la répartition sur cette méme marge I x J induite par les deux
autres marges et par l'hypothése d'indépendance conditionnelle relativement i K.
Nous verrons que cette densité constitue en queique sorte une prévision de l'ass

ciation I x J.

L'information Inf {IJ par K) est toujours positive.

A —
Nii _ 2_‘ Nz Ny
L3 n..N'

définit bien une densité de fréquence

-~ A ~
(on a méme : ;Zni.i"“i J-Zh,,_—_ n,)

3

La distribution limite est un x* & (card I-1) (Card J-1) degrés

de liberté.

La sous-hypothése liée 3 cette information est appelée (I x J)
intéraction par M. S KULLBACK. L'hypothése complémentaire pour retrouver 1l'indé-
pendance conditionnelle est une intéraction entre les trois caractéres. Son expr

sion n'est pas symétrique selon les trois caractéres. Cette (IJ x K) intéraction

se manifeste par 1l'information : .
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Tn (Txk Taker.) = EZ: n,. \JD AL LI
F x . 0 ) N idw % o T T

Sa distribution limite est un xz a (card I-1) (gérd J-1) (card

degrés de liberté, et dans 1l'hypothé&se d'indépendance totale Cﬁij== nny /N )

elle s'identifie & 1l'information complémentaire du paragraphe précédent :

Inf + (IJ/K)-Inf (I x J).
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V - COMPARAISON DES TROIS APPROCHES

VI Equivalence au voisinage de 1'indépendance

Lorsqu'on aborde 1'8tude d'une table de contingence sans avoir
de renseignement sur sa structure, on s'intéresse tout d'abord & 1'indépendance
entre les caractéres. On exprime les paramétres du modé&le 3 1'aide d'estimateur
résultants dé la table de contingence. C'est pourquoi la décomposition de la

fonction écart a été effectuée au voisinage de cette hypothése. C'est-i-dire Qi

et la densité@ estimée f_f _f H

1'écart &tait calculé entre 1'observation fIJK 1tk

la métrique utilisée correspondait & cette méme densité indépendante. Outre

1'importancevde cette hypothése pour juger des associations entre caractéres, or
doit remarquer qu'elle est la seule a conduire i des décompositions tr&s inter-
prétables puisque les &écarts i la densité de référence s'expriment par des pro-

duits de facteurs sur un caractére,de moyenne nulle et non corrélés.

Pour comparer les trois &tudes de tables de contingence nous
nous placerons aonc dans Eette hypothése générale. Cela suppose des distributior
de probabilité bien définies pour toutes les grandeurs calculées. Cette restric-
tion n'est pas trés'génante pour la premiére &tape de l'analyse d'une contingence

Puisqu'il ne s'agit alors que de préciser la structure du tableau.

Noys travaillerons uniquement sur des fréquences observées

fIJK’ fIJ’ fJK’ fIKf fIf.fJ’ vaet nous poserons :
fIJK = fIfJfK(l +£) & represgnte la fonction écart
f =ff (1 +&_) définissent les écarts entre
I3 IJ A - .

, les fréquences marginales et
fJK = fJfK(]i-fJK) lles-den31tes~est1mees
frg = 50+ € )
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L'intéraction que nous avions définie comme 1'écart complémen-

taire est égale 3 ( &€ "eu"EIK"Ean)

Dans 1l'hypothése d'indépendance entre les trois caractéres les
fréquences observées suivent des loié connues qui s'expriment en fonction des
- probabilités réelles des modalités i, j et k. Lorsque 1l'effectif N du tableau
est important et que chaque association (ij_k) a été rencontrée une dizaine de f

ces lois sont assimilables & des lois de Gauss-Laplace.

FIIK — Cf(P:P.:Pn / PrP’P“(4‘PxP=Ph)) o] J(m,d"")
N

Dans tous les tableaux.suffisamment importants et bien é&quilib:

on aura:l - pIpJpK ~ 1, v “ o A

On peut montrer que la densité f JfK produit des densités ma:

If

~ginales a une variance qui décroit beaucoup plus vite que celle de £ g Ppour N

IJ
-— N - 2 ;
augmentant E(fIfJf ) = PP Pk Var (fIfJfK) = P:P; *BR R 3 B P“)

On a donc 1'équivalence suivante :
 HCrepapa s BPpC-pe PP /N) # A (fluh, BRE /x)
La fonction écart € est une variable alé&atoire puisqu'elle

est définie i partir des fréquences, elle posséde les propriétés suivantes :

£ = FI:K - ‘Fsz fk - FIJk - ngck x 4 _ #_ Urco'q) x _(:j"_
bbb > vﬁ_ﬁLi* VN (6 VN
N

-

Elle est proportionnelle & une loi normale centrée, le coeffi-
cient de proportionnalité est en 1/VN.
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€ Converge donc en probabilité vers zéro pour N augmentant indéfiniment

Pour les autres écarts nous obtenons les mémes propriétés f_f

étant un estimateur plus convergent de PPy que 1'observation marginale fIJ’ nov

pouvons opérer les mémes substitutions. Tous les écarts sont des wvariables aléatoire

normales centrées, infiniment petites d'ordre 1/2 en N.

L

La conclusion de ces remarques sur les lois de probabilité est
que certaines approximations pourrons avoir lieu dans les développements limités
Ainsi on pourra négliger les € devant I,

et les carrés ou produits d'e devant

les € eux-mémes.

Les X? et les variances des écarts

2
Nous avions : %a-_— NZ. (M) (‘-‘CSQ“ Nue n

Hn LSUREEN 60y

Le ¥x? d'indépendance globale nous avait permis de définir notre

fonction écart.

‘ 1
x:) (?-;‘ccl) ‘.c- - N “ EJ’O “ ‘(‘SCQ N u 61" *F G Q\

Pour toutes les faces du tableau il y a équivalence entre le X2

de contingence et la variance partielle. Le x? d'intéraction défini par la décom

position &tait : v .
R A %n_%n_f(“ :N'(ufu S0 EM N E b€

N
N (ll 8-é;3 cEpy e 0) = N Var C—Iv\"ﬂ'achoh)

1
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En vertu des propriétés d'orthogonalité des sous-espaces de

projection.

Le ¥x2 d'intéraction obtenu par S.N. ROY ne s'exprime pas en for
tion des densités observées. Il faudra donc comparer les deux approches & l'aide
des ¥? correspondant aux regroupements de sous—hypoth&ses (Indépendance (IJ et K

s

ou (1J si K)).

L'intéraction obtenue par décomposition peut se rapprocher du

x? permettant de tester la non intéraction dans les tables parfaites de JN DARRL

en effet :

>§i

N é (pi'l'k - c’:i -Fy‘k Q:n/(-‘s cicx )2/( “ii Cx‘n C.Sk /C1§S§k>

-M- Z;;; Q,‘Q" QK [( (4*2) _(.4.*6‘.")(/{ . gig)(-iwf_;:.))z/ C4r5‘~3>CA+E;R)Ci&£3g

‘ 2
N ”fA+$ - C-»j..- E“$+€‘-\~£_;a * 9(‘%) }/('-L“' 0(%30 “cxg Cn

2

‘ 2
v Nl e- €y -Ee - £y anC1Ck = %1

Pour 1'indépendance conditionnelle entre deux caractéres nous

VS S LI AT oo

disposions de :

et ;ie. %(21)/3‘) = N % QF;JK - Q.«Cju/ﬁ. 2/((‘% p‘w/&)
Or A R 2 N e.g, e, it
0T - 6 b /00 Coabosf) N PSS (s -t
&’L}E.K)C,L g

%Ln/h) = N & €q- €t BaBu) /(4 Eiae iy + S0 B IIE
v N le. €y - &l
: ' A 2 1
Pouf‘ JJ.~0 oc >g e 5%?1 + 5% 113
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La seconde sous-hypothése résultant de regroupement est 1'indé

pendance entre un caractére et les deux autres.

y\?n‘k.) =N ; C fi&k - C:ggn )i/ CJ (.
N‘;Z?: F.-F;C;(um-(fhﬂs))g/@‘”ﬂ"s\

<
}

w v N \\5_5.‘5‘\2 > %2—— 231
= 94;21' * %?xx + %13»‘
Le regroupement
%‘ZI+ %QIK"’ %?Jk = %Q~ Qx:
est bien un indicateur de validité

pour la sous—hypothé&se testée par }%ZII k)

Au voisinage de 1'indépendance totale et pour un effectif asse
important, les variances (ou normes) qui apparaissent dans la dé&composition de
variance de la fonction &cart sont &quivalentes au X> permettant de tester les

sous—hypothéses de 1'indépendance totale.

Dans ces conditions la décomposition des x? de contingence se
justifie et elle permet de mettre en évidence les sous-hypoﬁhéses qui pourront
étre acceptées ou les associations qui méritent une explication complémentaire
(autre modéle, analyse factorielle...).

L'équivalence entre information et 2.
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Par transitivité nous aurons une &quivalence générale entre le:

jfrois}méthodes de calcul.

o

o

L'équivalence au voisinage de 1'indépendance entre les informa-

tions et les ¥? peut se démontrer pour toutes les densités équivalentes. Nous er1

avons un exemple dans le chapitre sur 1'information pour une table de contingenc
P P

d deux entrées.
-~

%Z,NZ(E;—‘-’)’,ﬁ

-

9 Tnf = 2N 2 pleg 2

=

Posons des conditions d'équivalence sur les densités

-y . —
P_...pp pouar N « ) P;PC/.Lfe.-) 5 e . ©
Elles correspondent aux cas déja rencontrés, e ayant successive
ment pour partie principale, &, €,, , &, , &, , €-§&,- &, - & )

e,‘- E-E‘: .

E- €&, -€5
QIY\F = QN- Z_. ?(44-6)\.0%(44—6) - QN Z ? CA.{-Q)(»Q@-%I,G
b Z?c = Z?ﬂ:q

>y (v

N3y Niw Na i
ng n§ “R

Ceci est vrai pour toute densité, la répartition
/ .
Z -

qui conduit & une intéraction négative (cf Chap IV, 2&me partie) ne vérifie pas

/ cette condition.

L ITnf~ N Z 23 |
N=NZ(P——;—$)Q‘?=NZ¢2P -

13
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e

-Nous avons ainsi obtenu une équivalence entre information et Y’

sous la seule condition que l'écart entre les densités soit un infiniment petit

1

Ceci peut €tre vrai en dehors de 1'indépendance totale.

En particulier cette condition est vérifiée si p._§'3' c'est
i-dire si }‘Eypothése liée 3 P est vérifide puisqu'alors E(‘a): E (P) ;5 les
densités de fréquence observées et estimdes ont méme espérance et elles converge
vers la densité définie par 1'hypothése.

«

L'information a donc les mémes.propriétés optimales que les X2

pour effectuer des tests d'hypothéses ou de sous-hypothéses daps.les tables de

conﬁiﬂgéé;é. Pour illustrer i la fois les ressemblances et les différences qui
peu&gnt exister entre ces méthodes nous avons choisi deux exemples numériques
extrémes. Le premier tableau est proche de l'indépendance et toutes les &quivale
ces sont admissibles, le second en esttr@s €loigné et certains tests de sous-~hyp

théses ne sont plus valables.

V2 - Deux exemples numériques

— Les productions de quatre industriels A,B,C et D sont soumises
d deux tests de qualité T, ét T, , qui donnent lieu & des acceptations ou des
refus pour les échantillons présentés. Le test, le résultat et l'origine du pro-
duit jouent le rGle des trois caractéres mis en correspondance, il y a au total

2x 2x 4 =16 cellules dans le tableau de contingence.

S -

ﬁ@{f§-
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Les données numériques sont les suivantes :

T

Accept. Re
A 112
B 76
C. 87
D 41

fus

32

20

Accept; Refus

84 2
86 10
58 14
40 8

Les calculs de variance, x2 et information ont été fait pour le

hypothéses et sous—hypothéses résultant de la décomposition de la fonction &cart

Indépendance totale

10 degrés de liberté

.Indépendénce
Producteur x Test

4 d.d.1.

Indépendance
Producteur x Résultat

4d. d. 1.

Décomposition de la Test de Information
variance. x?
16,82 16,82 17,27
3,51 3,51 3,51
6,28 6,28 6,17

- -108-~



Indépendance

Test x Résultat

1. d. d.1.
Intéraction
3. d. d.1.

hdépendance conditionnelle

Producteur x test

60 d.d'l .

- Indépendance conditionnelle
Producteur x Résultat

6. d.d.l.

Indépendance conditionnelle
Test x Résultat

4- dcd‘ 1.

Indépendance
(Producteur x Test) Résultat

7. d.d.l'

Inlépendance
(Producteur x Résultat) Test

7. d.d. 1.

Indépendance

(Test x Résultat) Producteur

N

9. d.d. 1,

0,02

7,01

10,52

13,29

7,03

13,31

10,55

16,80
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0,02

(7,57)

11,04

12,81

7,56

12,84

11,05

16,76

0,02

74,57

11,08

13,74

7,59

13,76

11,10

17,25



Aucune de ces valeurs numériques n'indique une liaison signifi
cative entre les caractéres. Elles sont toutes inférieures aux seuils de 5 Z. ¢
tables de x2 ayant le méme nombre de degrés de libertéd, auquelgs il faut les

comparer.

Les données proposées ne permettent pas de distinguer un test

pour sa sélgptivité, ou un producteur en fonction des résultats de ses produits

L'interaction donnée entre parenth&sesdans la colonne des test

du X? correspond i la formule de Darroch pour les tables parfaites.

Il est & remarquer que les différences observées entre les rés
tats des trois modes de calcul n'atteignent jamais 10 % de la valeur la plus

faible.

Ces différences n'affectent en fien les conclusions des tests
autre résultat intéressant, elles ne sont pas toujours en faveur du méme mode d
calcul. Nous n'obtenons pas de mode de calcul par défaut ou par excés d'une cer
taine quantité théorique. Nous aurions plutat des estimateurs aléatoires de cet
quantité. Les approximations qui permettent ée rapprocher les trois méthodes po
tent en effet sur des variables alatoires, et il serait normal de retrouver ce

caractére sur les différences numériques.

— Taux de mortalité de mouches males ou femelles en fonction d'u

quantité d'insecticide absorbée. o L

=110-



Le sexe ('état dans lequel se trouve la mouche aprés l'expéri

,constituent deux caractéres 3 deux modalités,

Les niveaux d'absomtien de 1'insecticide sont au nombre de do

le tableau est le suivant :

e Miles Femelles
Niveau ) Vivantes mortes Vivantes mortes
d'insecticide
1 17 40 46 6
2 | 14 44 | 44 5
3 19 42 48 5
4 21 33 41 4
5 9 39 68 8
6 21 38 70 5
7 ' | 19 40 56 4
8 15 32 51 8
9 20 35 73 9
10 " 15 29 .18 s
1o ‘ 1219 | 69 2
12, 12 29 75 3

Ce sont toujours les mémes hypoth&ses et sous-hypothéses qui

font 1'objet de calculs :

Décomposition ' Test du Information
Indépendance R de la variance x?
Totale -
 %.d.d.l LAy 621,14 1 621,14 650,62 .
. | . N

M *
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4 i

Niveau x Mortalité i;éy25528,76; 28,76
11. d.d.1. i

Indép. .

Niveau x Sexe 36,54 36,54
11 d.d.1.

Indép.

Sexe Mortalité | 551,36 551,36
1 d.d.1.

htéraction 4,48 . (26,99)
11.d.4.1.

Indép. Cond.

Niveau Mortalité 33,26 19,03

22, d.d.l,

hdép. Cond.

Niveau Sexe 41,02 27,56

22 d.d.1.

Indép. Cond.

Mortalité Sexe 555,84 - 548,98
12.d4.4.1,
I ndép.
(Niveau x Mortalité) Sexe' 592,38 : 568,69
A

23 d.d.1, é?/,!%éi;

- 2f TF

y &

77 S112-

29,46

. 36,88

593,58

20,16

27,58

584,28

621,16



Indép.

(Niveau x Sexe) Mortalité 584,60 - 563,00 613,74
23 d.d. 1.

Inlép,

(Sexe x Mortalits) Niveau 69,78 56,46 57,04
23 d.4.1.

Les résultats soulignés d'un trait ne sont pas significatifs

au seuil de 1 Z, les résultats soulignés de deux traits ne sont pas significati

a5 2.

Dans cet exemple nous nous trouvons trés loin de 1'indépendanc
d cause de la forte liaison qui existe entre le sexe et le taux de mortalité. de

ces mouches.

© Yivantes Mortes
Mles 194 420 614
) Contingence sexe mortalité
Femelles 719 64 783
913 484

Les mouches femelles ont une résistance notablement supérieure

aux males.

Ce non respect des conditions nécessaires 3 1l'équivalence des
modes de calcul n'a pas de.gros effets sur les indicateurs li&s aux hypothéses
d'indépendance simple. L3 encore les écéfts n'atteignent pas dix pour cent. Pou:
les hypothéses plus fines, telles §ue 1'intéraction ou les Lﬁﬁépendances conditi
-nelles les &carts sont beaucoup plus importants et ils peuvent modifier la déci-

sion d'acceptation ou de rejet de ces hypoth&ses.

*

- =113-



De toutes les hypoth&ses d'indépendance entre caractéres ou
regroupements de caractéres, seule la dernidre (sexe x mortalité)) x Niveau donn

‘une variance de 20 % supérieur au x* et i 1'information.

[ PR

Ceci s'explique par la maniére de calculer cette variance, on
1'obtient en effet par différence de deux variances trés fortes (Indép; totale

et Indép. sexe mortalité) et les écarts de 5 % que nous avions observé entre ce:

quantités et.les informations, donnent par différence des écarts d'un ordre de

grandeur supérieur,

s SRS AT 582

Cet exemple confirme que la décomposition de la variance peut

encore jouer un rdle d'indicateur d'association entre caract@res pour des table:

23 trés éloignés de 1'indépendance totale.
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Aprés ces comparaisons nous pouvons dresser une table des appo

respectifs des trois mdthodes d'étude des tables de contingence ternaire.

Analyse de la Tests et Information

Fonction Ecart

3

Choix des contingences significatives qu
méritent une décomposition.

Essai d'interprétation des
Associations significatives
a l'aide de facteurs non
correllés.

Simplification des calculs de
variances partiellegpar
1'utilisation d'une seule-
pondération

Procédures optimales pour tester des
sous—hypothéses et simplifier la

structure du tableau

Définition de nouvelles sous~hypothése
et de nouvelles densités d analyser pa

décomposition.

Explication de 1a‘dépendance
entre les X? ou les informations
en utilisant des sous-espaces
indépendants

Y
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VI - LE CAS PARTICULIER DE L'INDEPENDANCE CONDITIONNELLE

VI 1 - Un modéle de prévision pour une contingence binaire

’Dans;certains tableaux de éontingence on peut observer une dép
dance trés forte entre deux caractéres et &tre tenté d'expliquer ce phénoméne
par la prise en compte d'une troisisme variable K. Ainsi les types de dépenses e
les modes d?%abitation sont certainement tré&s liés si on observe cette conEinge
sur une population variée. Pour un ensemble plus homogéne, méme catégorie socio
professionnelle ou méme niveau de revenu ) on peut espérer une certaine indépen

-

dance entre ces deux variables.
Pour obtenir une explication d'une contingence (IJ) on est
amené a &tudier une table 3 trois entrdes (IJK) pour vérifier que pour chaque

modalité k de la variable explicative K il y a indépendance entre I et J.

Cette structure nous est connue, elle correspond & l'indépenda

conditionnelle entre I et J si K.

Les tableaux fournissant une explication devront donc avoir le

propriétés suivantes:

Une des contingences maxrginales sera significative. Cette méme

contingence conditionnée par la troiséme variable cessera d'&tre significative.
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Le rejet de l'hypothése d'indépendance et 1'acceptation de
1'indépendance conditionnelle auront mis en évidence une possible cause d'une

association significative.

Cette fagon d'aborder 1'étude d'une contingence ne pose plus d
probleémes théoriques puisque nous digposons de tous les tests nécéssairés. L'ob:
tacle principal & 1'étude d'une indépendance conditionnelle est certainement le
recueil des données. Dans ce domaine de 1'analyse de données, le travail porte
souvent sur des chiffres qui n'ont pas été& recueillis pour &tre soumis & ce typs
d'étude. Les statistiques courantes ne se présentent pas sous forme de tableaux
a trois entrées, et il est difficile d'obtenir une ventilation selon les modalit
de la variabie que l'on suppose explicative. Il serait donc tr&s intéressant d':
procher la structure d'indépendance conditionnelle en n'utilisant que les marges

bidimentionnelles du tableau (IJK).

Ainsi au lieu de vérifier que chaque couche donne une répartiti
indépendante, on va vérifier que les marges qui font intervenir la profondeur dt

tableau sont compatibles avec une telle structure.

Nous supposons  p; . = pikpjk/pk

donc Pii"z' B, P.. / p, relation qui ne fait 1gterven1r que

les marges du tableau.

En utilisant cette hypothése et les comptages marginaux on peut
effectuer une prévision de la répartition sur I x J et donc de la fréquence

observée
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Pour obtenir cette prévision on utilise les estimateurs du

maximum de vraisemblance pour Pixs Pyx et pk

Le nombre d'observations prévu dans la case ij est donc :
-

Ny = Z;: Niw N3 / Nk

s Cette méthode de prévision est trés intéressante car elle .
s'appuie sur 1l'hypothése d'indépendance conditionnelle qui fournit une explicati

de la contingence I x J et de plus elle n'utilise que des tableaux & un ou deux

~~~~~~~~~~~~~~~~~~ e

indices. C'est donc avec des tableaux que 1l'on rencontre couramment dans les

résultats statistiques qu'il sera possible d'expliquer 1l'association IJ par la
q p pilq P

variable K, .

A partir de Ny et nie on calcule Ny et le tableau induit,;

ensuite il s'agit de comparer cette prévision & l'observation réelle. Les trois

méthodes rencontrées proposent une solution.

~ -~
La comparaison des deux densités f‘ = 1233 et f = M
[ 3 N 33 N

fournit une information :
2 InfeN 2 fu Log
3a ?w
. 13
qui tend vers un x? & (card I-1) (card J-1)

degrés de liberté.

S. KULLBACK appelle cette information l'int&raction I x J. C'es
effectivement le complément d'information apporté par la comparaison entre 1'obsg

vation et la prévision liée & une hypothése.



L'adéquation entre n et ﬁIJ peut se faire en construisant un

%2 — Z ( Observe - Theorsaoe ) _ Z (niss - i)

—t—

T\r\e_ar-.b\ue i3 Niq

Ce,x2 est &quivalent & l'information précédente, la répartitior

~

nij est soumise & des conditions de marge :

>y

4

53 = N 'Zi: Nig V& el Card I conditions

¥
= "N

Zi: i3 i ; LAFON \J!'; €d Card J conditions

3>

De cette fagon on compte deux fois la condition Zi ngy =N
3a
d'oli finalement le nombre de degrés de liberté (n* de cases - n® de conditions

indépendantes: card I x card J - card I - card J + 1)= (card I-1) (card J-1)

Ces deux techniques permettent d'effectuer des tests et de prer

une décision quant & 1l'hypoth&se supposée et au pouvoir explicatif de la variabl

K.

L'analyse factorielle peut apporter sa contribution & la compa-
raison des deux densités en mettant en évidence les facteurs résiduels qui expli

£ ).

quent la différence (fIJ -t
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On cherchera des facteurs orthonormés sur I et J dans les métr

ques fI et £_, la décomposition portera donc sur :

J’

AEUEEE SR S W A

Si les facteurs QQ‘ réveyént des associations interprétables,
la variable K ne pourra pas étre considérée comme la seule explication de la

contingence (LJ).

La variance de cet écart résiduel pour la densité produit,diffe

légérement du X? permettant le test d'adéquation et de 1'information équivalente

N LR DR R A

2 L Fxl
La différence provient de l'utilisation de 1la densité fI X fJ

correspondant & 1l'indépendance eﬂtre I et J au lieu de %IJ associée a l'indépe:
dance conditionnelle; La variance de cette nouvelle fonction d'écart ne permett:
pas d'effectuer un test correct. Elle traduira simplement 1'ampleur des écarts

entre la prévision et 1'observation. On pourra avec profit la comparer au x? de

coptingence entre I et J pour vérifier que fIJ est plus proche de %IJ que de fIi

VI2 -~ Analyse factorielle conditionnelle

"L'opération de prévision que nous venons de définir et qui conm-
siste i construire une dépendance entre I et J, & 1'aide des dépendances observé
entre I et K et J eth, pour ensuite la comparer & la contingence réellement
observée, s'illustre et s'interpréte en revenant aux décompositions factorielles

du premier chapitre.
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Nous disposions de la décomposition de l'écart total

.._...j..I_l‘f__._ -1 = Z }\?rmm d): (bl 4): avec. d)o - ,1

.gzpa £ tLmn

qui se ss¢indait en quatre parties dont trois fournissaient les écarts marginaus

SRV I W

€m

LTS DA Y b, Of
fan 1. Z >‘om-\ (b?n ®:

G fe

Nous voulons construire la densité :

A
€ - E (‘\Ik FJK
11 " fw
ou ce qui sera é&quivalent pour les calculs suivants, 1l'@cart :

4 . 2. o b 1 =Z~ - ~1>( F ‘4) fx

F: F\ x 'CI- Ca Ck B -k CI(K Q': Fn

- (2 M 0 05)( L M B 02) K
C ZGEOL I M A (T 00050

et en vertu de l'orthonormalité des facteurs de la décomposition

/

=42 2 Meow doma e OO,
f: £ i -

L |

#£0
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* Lorsque certains facteurs sur I ou J sont absents des décompos:

tions des é&carts sur IK et JK les coefficients A sont nuls,

La densité induite sur IJ par l'opération de prévision est don
constituée de ccupleshde facteurs (P m), ayant la propriété d'apparaitre dans le:
contingences IK et JK, associ&s & un méme facteur sur K. C'est en effet la cond:
tion nécessaire pour que le coefficient ‘kfan >¥“"\ ne soit pas nul. La dépen-
dance prévisible sur I x J a été construite i 1'aide du sous—-ensemble de la basc

des fonctions sur k défini par

ne - {n | < &% f> # o, ek, < 0% o z0

L'information transmise par les marges fIK et fJK se fait par
1'intermédiaire des facteurs sur K, le coefficient d'une association (,m) est
) L >\ .. . \/ .
Z:, ton “omm ¢ Par une transition de I vers K on associe axrlﬁn ensemble d
n ™
dices n tels que : )\ev‘;é o et par une nouvelle transition de K vers J,
-4

se trouve associé aux indices m tels que )\ mnE O pour au moins un 1
(v Ao

de 1'ensemble précédent. Ces transitions associent les facteurs sur deux caracté

i, e

teurs répétitifs.

Cette méthode ne faisant apparaitre que des contingences binai:

on peut utiliser les décompositions de l'analyse factorielle des correspondance:

frw EN ’ {;;
fz ‘K -'l = ; Aoc @c‘ (p“ .j {: FK 1= %_—, As Cb: d);
.{1:3.‘_4 = “'Zﬁ: )\5/\@ ¢x ,1 czrr(@f,,d);i) ov\/\‘

- (g.*f;“ -4 2,1_“ A gw
SRR



w couple (%) apparait avec un coefficient dépendant de la corrélation entre

les facteurs associés sur K, 5

’ L'écart résiduel qu'il est souhaitable de décomposer devient :

fo B (B ~§L-1> Z Z/\ >\
fo e h L&-’r@.} ) b ()no - fon “ommr J ¢9

3z

fficient d'amplitude 1i8 1 Ao 20 AL,
Le coefficient d'amplitude 1ié au couple (P.m)’ P = Lot N Aguin} €F
donc le coefficient initidl Aﬁwn "diminué" de 1'importance prévisible, par

1'intermédiaire de { d}: \neNj de 1'association (f,m).

Cette forme algébrique du coefficient est & rapprocher de celle

{ du coefficient de correlation partielle de deux populations normales.
L'analogie de forme se compléte par 1'identité des objectifs de

ces deux méthodes, il s'agit en effet de tenir compte de l'information apportée

par une troisiéme variable pour expliquer la liaison entre les deux variables

étudiées.

Nous appellerons analyse factorlelle condltlonnelle l opération

. m— /\
_ qui consiste & déVc’ompoﬂser 1! écart,m,ggkt;r_,ewly,observatior‘l fIJ et la prévision fIJ’

rapporté a la densité fIfJ
Bien qu'il s'agisse d'une nouvelle décomposition,cette opératic

variable k et s'ils restent importants, (E )\

it Con

)\ )hm)les résidus des

_ facteurs rencontres dans 1es contlngences IK et JK.
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Remarquons que les variances des nouvelles répartitions sont

1iées par les inégalités suivantes :
_ _ S b 4 (f}f. 1)
‘)QQ ;(k (s Fe £5F ol g‘

- Z GR(<he hy>)te 20 B0 who® ww bt
= 3 .

m——

W
s (

fefy

N

AL Z:( e _q)? ¢

N é_ =3 b ko \ g b ) fx " ﬁi B ) ‘C
ol N N N

Ainsi aprés 1'étude des contingences IK et JK on obtient par

simple multiplication un ordre de grandeur de la variance de la densité induite.

. g 1 S .
La comparaison de %I‘J /N et de )QQJK x %ek /N permet tout de suite d

-~

£ . . . . . -
€§ savoir si la comparaison de fIJ et fIJ pourra donner des résultats intéressants
| , _ .

Pour la variance résiduelle on a en effet :

¥}3 41;3 L Q& E;j 2
; 0 ) kb - ((4,2@ ('@; 3 ”1)) A
Z’_ = a, -q,1 ;Lu% i ,u%’,\\\)

N
\/ A% ]/}s‘iv AL

Cette inégalité permet de prévoir la plus faible variance rési

duelle que 1'on peut espérer.

». A

S
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Ainsi,si la quantité ne représente que

quelque pour cent de SSEJ il ne sera pas nécessaire de chercher dans la vari

ble K une explication de 1'association I x J.

LS

VI3 ~ Extension & plus de trois caractéres

Lorsqu'une seule variable ne s'avére pas suffisante pour expli
quer une contingence on peut envisager 1'étude de tableaux de données plus rich

qui feraient intervenir plusieurs variables explicatives.

Dans un tableau de contingence entre quatre caractéres on aura
donc vérifié que les marges ternaires fijk ne correspondent pas a l'indépendanc
conditionnelle entre i et j si k. Mais ces marges peuvent &tre la somme de couc

indépendantes définies par le quatriéme indice .

Nous aurions alors ¢

Praee = —ife Bt g

° .. . ik
e 3 '1‘\ : Ftin 7 Pk Sk

P
Le conditionnement devrait donc se faire par rapport au produi
de. caractéres K x L. Cette hypothése est analogue & 1'indépendance conditionnel

entre deux variables normales dans une population multidimensionnelle...

L'étude théorique de cette hypothése ne rencontre pas d'obstac
mais pratiquement il sera tr&sdifficile de recueillir et de manipuler les

tableaux IKL et JKL.
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I1 faut donc ajouter des hypoth&ses sur les contingences KL o

IKL et JKL. L'hypothé&se la moins contraignante ne permettant d'utiliser que de

densités & deux indices est 1'inddpendance conditionnelle entre K et L d'od :
P

{
-7l
«d

T 1

Vs Pine = i .Pe( Fiae

Alors :

Pin Pie Pig P A Z Yie TP P
R s L U s Be B B
Hee B Pee 3 ke BB Ry

1]

Une prévision est donc possible en ne considérant que des coug

de caractéres et des tableaux i deux entrées.

Une hypothése un peu plus forte permet de simplifier le calcul

de la densitéd induite.

Supposons que les caractéres K et L soient indépendants pour 1

popylation &tydiée. Les hypothéses

e

Piﬂ P'? \. P'R P‘ Ve 2
= R8N0 e . - 13k Ty c,
Pine = Pike B 3

restent valables ¢

noys avons en plus : Pry = PiPp d'oli la densité induite :

Py = Z it Be < 2, TPie Ve N A
& e : e e PiP:

Ce qui peut se résumer ainsi en mettant en indice haut 1'ensemb

ou les ensembles indépendants permettant la prévision
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.
or

/
deen
L

.card,I ou card J par (card K + card L) et non plus pIKL

-

A Ki =k b A
E? X Fl. % <
P i 31 ‘ P:' F‘-,

"

Remarquons que si L se réduit 3 un &lément :

?JL = Vi Pis - Fi Fq- et nous retrouvons ?:‘; =

s

‘Tf&

Comme dans les &tudes de correspondances ternaires, 1orsque deux ensembles sont

e —

1ndependants -0on peut, sans rien perdre de 1'1nformat10n fournle par les données

remplacer le produit des ensembles KL (toutes les associations kl) par la somme

~ ou Juxtap031t10n K + L (les card K + card L modalités k ou 1). La prev131on

s effectue en utlllsant les deux tableaux (PIK’pIL) et (pJK’pJL) de dlmen31on

et Pygy

Ce modéle de prévision peut s'utiliser de fagon itérative. Imag
P ¢ A . ¢ ~
nons que la densité estimde pour P;; ou pour Pry ne soit pas jugée suffi
sante pour approcher l'observation, c'est-#~dire que le caractére K ou le caract
L ne ypeut:: pas expliquer 1l'association IJ. Alors sous réserve d'avoir vérifia
1'indépendance KL, on peut, par simple multiplication des prévisions, calculer
Ak . , . .
P 3 . Et essayer ainsi de se rapprocher de l'observation en utilisant

les deux caractéres K et L.

La formule de prévision peut se géndraliser i un ensemble

K - iVQ'__.,knj de caractéres explicatifs indépendants :

| 1T k
/> ?T 1 . ! ‘ ?I- 3

[\..\.mmww\

-P; - P) }K ‘ ?; p-_)
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En n'introduisant dans K que des caractéres K donnant une variz
“ . . 2 » . . v 2 )
résiduelle 96& plus faible que la variance de 1l'observation 5413 on peut s'at

-dre lorsque l'effectif de Rlaugmente,é obtenir une estimation de plus en plus p:

-cise de la densité observée.
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VII ~ EXEMPLES DE MODELES DE PREVISION ET D'ANALYSES CONDITIONNELLES

Les données des deux premiers exemples proviennent de la publi

tion du Service d'Etude Technique des Routes et Autoroutes intitulde : Accident
corporels-de la circulation routi&re 1969. L'étude est une tentative d'explicat
de certaines variations de gravité des accidents, par le licu oi ils se sont

produits.

Y

L'observation &lémentaire des tables de contingence est donc 1.

victime d'un accident, les trois caractdres &étudiés sont pour le premier exemple

La gravité - Les trois modalités sont les tués (TUS sur les gr:

phiques), les blessés graves (BLG) et les blessés légers{BLL).

Le lieu - Quatre modalités traduisent le degrds d'urbanisation
Hors agglomération (HAG) ; Petite agglomération (moins de 2000 habitants) (PAG)
Moyenne agglomération (de 2000 & 5000 habitants) (MAG) ; et au-dessus de 5000

habitants les grosses agglomérations (GAG).

L'époque - Ses douze modalités sont les mois de 1'annde 1969.

Dans cette contingence construite avec prés de 326000 observati

il s'agira donc d'expliquer la part de la variable lieu dans les fluctuations de

~ gravité qui apparaissent entre les différents mois.
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La contingence a expliquer est donc la contingence (gravité x
époque). Nous en avons effectufeune décomposition factorielle pour traduire par
des associations (niveau de gravité, mois) la variance significative qui ressor

du tableau de données.

La variance de la table de fréquence est égale 3 :

-

KL 426 a0
N

4 3

Le ¥* de contingence est donc 4,26 10" x 326 10° = 138 pour

(12-1) (3-1) = 22 degrés de liberté, Il est hautement significatif.

De cette table de contingence on peut extraire deux facteurs,
ils traduisent respectivement 87 Zet 13 % de la variance totale. Il sera suffis:
de prendre en compte le premier facteur, en effet le second est associé i une
variance K: = j§§x43%= At qui beut étre considérée comme une perturbati

aléatoire. 4 W o (T~
. | “

-

Le premier axe est une échelle de gravité, mais le facteur sur

les mois ne donne pas une classification bien ordonnée.

A g, Bl
4
i
: ' :
SN L%%f B R e ™ Bfl'\G I T%s> Gravité croissante
a FEV HAG Bl :wi'l AOU Ot X SEp Nov DEC
' - o

“\59 o Ordre chronologique des

jijf ‘L,/,///,,///”//AA mois de 1'année étudiée.

¥ - v
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Pour comprendre 1l'échelle de gravité que 1l'on vient d'obtenir

on va s'intéresser aux deux liaisons gravité-lieu et Lieu-Epoque.

La contingence, Gravitéxlieu montre une trds forte liaison pou:

un X% 8 6 degrés de liberté nous obtenons la valeur numérique 8900.
e , / . -
La variance du tableau de fréquences est égale §£EZE~12~“‘

Le premier axe est constitué par 1'échelle de gravité croissant

de la contingence précédente.

Les associations (GAG, BLL) et (HAG, TUS) sont évidentes,

i Urbanisation - . Y G <z
piadot e ravité
SAC T KRG PAGC  WhE s
. 3 > 2 (oI O
Croissante gL T,Qal'z BLe Croissante

La troisiéme marge du tableau tridimentionnel est obtenue en
cumulant les différentes gravités & une intersection (mois, lieu). On a donc pla
le nombre total de victimes d'accident de la route correspondant i ces deux

modalités.

[
ia trace du tableau de fréquence est deg ,06 sziet le x2 égal
, AR
a 3460 pour 33 degrés de liberté, on doit ‘trouver dans.ce tableau de trés fortes
associations. En effet, sur le premier axe 1'échelle d'urbanisation croissante d
la contingence précédente permet de sdparer les quatre mois de vacances ou de

- grands week-ends AOU, JUI, JUN et SEP, qui sont associés aux modalités HAG (hors

agglomération) et PAG (petite agglomération) de la variable lieu.

fl3l—



JAN HAS  DEC 3fov T 3uN PA-  HAG
S Moo & S

> L an & S
6RG FEV AVKR  Mm Hpe SEP

L%
Y

vl

¥

. Ordre chronologique
——— .
- Connaissant le lieu oli se produisent les accidents & certaines

- ' - .. - - Ll -~ . L3 . ~ -
époques de l'année, et le niveau de gravité associé & ce lieu il doit €tre possi

-~ 1. .. PR PRI
ble a 1'aide des deux contingences précédentes d'effectuer une prévision sur la

contingence Gravité-Epoque.

Si les automobilistes du mois d'aolt ont principalement leur
accident hors agglomération, et que cette modalitd. de la variable lieu se révéle

[

la plus dangereuse, on peut prévoir que le mois d'aofit sera l'un des plus dange-

reux de l'année. Le risque encoury- par 1'automobiliste du mois d'aolit pourra s'e
3 A . - R T .
pliquer par 1'endroit od il roule. L'endroit n'é@tant, biensir, qu'une variable

résultante recouvrant des causes plus importantes mais moins abordables (vitess

fatigue, durée du trajet...).

Ce transport d'information de deux marges & une troisiéme corre

pond 3 1'hypothése d'indépendance conditionnelle entre la gravité et 1'époque.

’

Si la contingence observée entre la grdvité et 1'8poque n'était
due qu'au lieu oli surviennent des accidents nous pourrions estimer les probabilit

des associations Gravité-Epoque 4 l'aide des estimateurs des probabilités
q g H

(Epoque-Lieu) et (Lieu Gravitd).
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Les deux décompositions marginales servant & la prévision ont

‘donné :

I = {Epoquel J {Gravite} K = {Lieu}

#

_ﬁ.&___’l:. 0‘-¢I¢k.~ Erx
fr

LR

¢)I traduisait la dichotomie Vacance Hiver

¢f Les niveaux d'urbanisation/ &;x peut Etre considéré comme une

perturbation aléatoire,

Fa 4o T €4
f1Fw P ¢ ¢ v :

- ~ K . - .
Nous conservons le méme Q) puisque les échelles d'urbanis
tion &taient trés semblables.
3 . e .
Q> donne les niveaux de gravité des accidents.

Eyx est considéré comme aléatoire.

Si 1'association (I x J) est causée par le caractére K la prévi

sion est :

p F‘Ik(ﬂk
s &

elle donne 1'dcart suivant

3 — e
I 1 = —1 £ _
ﬁp} Zk:( £ Fw ) vp_:gw 4) CK

24 ey (e 00 e b, 2 e o
ESE ap PP, e

4]

(I F;
=133~



On associe les deyx facteurs dfe& @‘ qui correspondaient & 1
méme &chelle d'urbanisation Q)K. Les fluctuations résiduelles € et &’ ecréai

des variances trés faibles et non significatives, £ aura certainement un effet

: g1

§ Le tableau de fréquepfes induit en effet une variance égale 3
i
2

du méme ordre.

oy

4

2,77 10 ~ 1,06 10 “ x 2,72 ]0‘2,”1a variance associée au seul facteur signifi

catif (X%,B) est assimilable au produit des variances des tableaux de fréquences

[T

servant & la prévision.

Le X2 provenant de ce tableau est égal a 91 pour 22 degrés de
liberté, on a donc mis en &vidence des variations de gravité comparables i celle

de la premiére marge (époque-gravité) dont le X? était de 138.

. ~
Le calcul de Ny = 2;: NNy /N, et la décomposition factoriel

permettent bien de retrouver le facteur sur les mois de contingence (époque x

N

;1ieu), et justifient donc les approximations effectuées.
\ N

. . L P ( Sronn e vie B A% .
o CHo "{y £ KA s { t !

o O AR
IAN TEV AAV& NOV  HA{ | WwH / UG L ) AdU T Tus

V3 N i £

LA ™ v . ¢ T A >

HAS ; p BLL} PEC ocT ! SEP " s -
v A . - '041&

Cette contingence induite est 3 comparer i la face épong gravi
iR A

Le facteur sur la gravité est sensiblement le m@me que la premi&re décomposition

par contre le classement des mois :2lon cette &chelle de gravité est notablement

-

différent,

Nous avions un résultat qui peut se résumer ainsi :

- 8% ~3'l’lo"%;
L N SR TN P U Y T TR E
£1fa C%;éiiwwwﬁwmﬁww‘ ¥

et nous avons trouvé la prévision suivante:

?,) 4 = 0({5 d): (b.:_ + &, (a((;)"-g 21 T

gvec o6
b ¢F - ¢
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La différence entre les variances et les classements des mois
confirme que le lieu de 1'accident n'est pas un &lément de prévision suffisant

pour l'association entre les mois et les niveaux de gravité.

Pour juger de 1'importance et de la nature des autres facteurs
agissant on peut comparer l'observation (époque-gravité) i la prévision’c'est~é-
dire les cla¥sements di'e% ¢ﬁ . Pour teni; compte de 1l'influence quanti;dtive
des causes résiduelles il vaudra mieux &tudier ( A % - «[8 (b: 3 = Influer

totale - Influence du lieu.

Cette différence est aussi le résultat de la décomposition fac-

torielle de ?;l - ; en effet :

fay
o L AQI QL - 4p @10 4 e

¢y (A0; - wp 4L ) &5
¥ 4 &%« ¢y

¥ pouvant prendre des valeurs comprises entre |A- db‘ et (X+n(g\

t

Selon la correlatlon qui existe entre les deux facteurs sur les mois.

Pour savoir si le lieu explique une partie de la variance (époq
gravit@) ou si au contraire le classement qu'il permet de prévoir sur les mois e

opposé i celui défini par 1l'observation, on &tudie la table

ar

=< z ﬂtg nik‘
Nzy - nx‘s = o
K

-
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Cette table est de somme nulle, mais la décomposition se fait

sans probléme par rapport i une densité constamment nulle.

Le tableau résiduel des différences de fréquences a une varian
égale 3 6,98 10—4, ce qui donne un X2 ou une information proche de 230 pour 22

1

N
degrés de liberté. 2f?f§ui

Cette variance est bien plus forte que celle du premier tableat

étudié. Les bornes extrémes qu'elle peut atteindre sont :
‘ & Lt 4, >

(e 2% = (3F & 237, 2, 306 5107 = 42,390
»ooeht 2 e

(Awexp) =(33 2% 0 2.0306) 07" . 0.4 a7

Selon que les classements sur les mois sont en opposition ou er

accord parfait dans 1'observation et dans la prévision.

)

Le graphique résultant de la décomposition de ?x:- 9:: , donne
un classement des mois a@ééi homogéne que celui induit par le lieu
AOL  TunBUL FEV  HAg Nov DEC Tos,
x lﬁﬂo KR L T - O
1 1Ay AR ; /
J > i 1 oS . .
;{/eég-jf»:tiwv : T . ‘/;:;:;z»Qrdre dans 1'année

Ce facteur résiduel }f(bi appose les mois d'hiver et les moi
d'été, Ce classement correspond i 1'ensoleillement. (Le coefficient de correlati
i des. rangs de. Sheppard %= 0,823  est significatif i 1 Z)lla cause résidue

des variations de gravité semble donc &tre les conditions atmosphériques.
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Le niveau de gravité que l'on peut attribuer & un mois résulte

donc de deux effets opposés :

Le lieu de circulation qui rend les mois de vacances et donc

d'été plus dangereux.

ae Les conditions -atmosphériques de circulation qui'compen&m;lar
ment 1l'effet précédent (vartance 7 ]_O~4 contre 2,7 10—4) et qui font que dans 1
contingence observée gravitésépogue, novembre et décembre sont les mois les plu

dangereux alors. qu'aolit se trouve i la moyenne générale des mois de 1'année.

Nous pouvons écrire en résumé : (}ﬁy ,L*G
L]

. iw,mww
A ap ¢ + ¥ %

: / : :
effet général Xf effet du lieu effet des conditions
‘ / atmosphériques

]

pyt = 41 0" « X' = % w07

/ 5 [ Slati T4t P L &
:} o corrélation ( @, , d: ) = ,Qa((/{.li = - 0%
A \\-.~._;J..WM_, B

Les effets des deux caractéres explicatifs sont presque opposés

Le rapport qﬂ&B: YRS = 1,6 peut servir a chiffrer 1'influence
relative générale des deux effets. Cette &tude des variations de gravité améne a
penser que les variations dues aux conditions atmosphériques sont de 60 7 supé-

rieures i celles dues au lieu de 1'accident.
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Le second exemple concerne la contingence ternaire :
(R8gion x lieu x gravitd)

Le premier caractére 4 22 modalit@s (la Corse est consid@rée
comme une région).
Le lieu a une autre définition que dans l'exemple précédent. Se

quatre modalités sont maintenant :

AGI _égglomération et iptersecfion

HGH - - - = ~ ~ et hors ipteréection

HAI hors agglomération et inteysection

HAH .- -~ . ét hors intgrséction

Pour la gravité, il y a une nouvelle modalité (IND), les perscn
nes indemmes. La population &tudiée n'est plus celle des victimes mais celle des

personnes impliquées (611600).

Pour préciser les difficultés que présente une telle contingenc
ol tous les caractéres sont dépendants nous avons effectué deux analyses de corr

pondances ternaires.

La premiére simplifie le tableau de données. Elle décompose la

juxtaposition des deux marges ol intervient le caractére "région'".
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Dans cette contingence Régign)c(gravité + Lieu) la contributior
4 la variance totale du caractére gravité (15 Z) est bien inférieure & celle du
lieu (85 7). La marge Région:iGravité est absorbée par la marge RégionsLieu. On
pegt vérifier cette propriété en comparant le troisiéme graphique ol la contin-
gence Région~Lieu donne exactement les mémes classements pour les régions sur le

deux axes.,

‘La seconde utilise 1'ensemble prodqit (Cravité x Lieu), iliy a
maintenant 16 modalités. A un lieu est associé quatre niveaux de gravité. La déc
position donne toujours les mémes classements pour les régions, les points assoc
.aux modalités du lieu sont simblement décomposéé en quatre points voisins corres
pondant aux quatre niveaux de gravité. Cette éontingence utilise toutes les don-

nées du tableau ternaire mais sa décomposition n'explique pas directement 1'effe

du lieu sur l'indice de gravité affecté i chaque régicn.

Les trois graphiques suivants concernent les contingences margi

nales de la table tridimensionnelle.

Le tableau Région-gravité@ donne un premier facteur trés signifi
catif sur les régions, il semble opposer les régions méridionales et les régions

septentrionales, les premiéres &tant les moins dangereuses.

La variance de la table de fréquence est égale 4 8,3 10_3.

La variance du tableau (Région x Lieu) est égale a 4,6 10_2 don

cing fois plus forte que la précédente. Cette disproportion apparaissait dans le

correspondances ternaires. Les variations géographiques entre les rdgions. sont

bien plus importantes que les variations de gravité des accidents.

Les quatres points représentant les modalités du lieu sont bien
-séparés, le premier axe oppose les régions urbanisées aux région non urbanisées,

le second porte sur la présence ou 1l'absence d'intersection routiére.
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La troisiéme marge de dimension (4 x 4) confirme la forte liai:

. . . . . . . -2
qui existe entre la gravité et le lieu, la variance vaut 1,8 10 7,

-
o L

H Les accidents en agglomération et en intersection sont les moir

dangereux. On peut remarquer que les facteuré sur le lieu ou sur la gravité scut

notablement différents des facteurs sur ces mémes ensembles rencontrés dans les

contingences précédentes. Cela laisse supposer que la contingence induite n'aur:

pas le pouvoir prévisionnel maximum qui correspondrait au produit des variances

des tableaux (Région x lieu) et (lieu X gravité). _ S e v e iew

. . - < -4
Cette contingence n'a qu'une variance égale a 5,6 10 ~ <<

4,6 1072 x 1,8 107% 8,3 1074,

gL LG

2

Le seul facteur significatif oppose les régions urbanisées qui

sont maintenant les moins dangereuses, aux régions moins denses (Limousin. Breta
i F

,Corse) qui devraient si le lieu seul conditionnait la gravité des accidents, &tr

les moins sfires. ‘ L

Contingence lieu x gravité

Urbanisation décroissante R A !Gﬁﬁkééég ;m?}

Gravité croissante

x Y05

——
g x
»

L
Srenend]
[++]
-
-

X
Y
K

.
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Dans cet exemple il n'y a pas moyen de comparer directement le

té-région) puisque les facteurs sur la gravité sont

deux contingences (gravi

différents. Il faut donc procéder i une décomposition de la contingence résidue

3

(nIJ - ﬁ}J). La table de fréquence donne une variance de 7,4 lO“I 10 Z plus fai]

£ 7

/f{; S

PN

que celle de la table observée (fIJ). ’ gfﬁ L~ Yo

S

v,

La variable lieu semble pouvoir expliquer une partie des fiuctx
ations de la gravité entre les régions. Il reste 90 7 du ph&noméne i expliquer

par d'autres facteurs non introduits tels que le climat, 1'é@tat des routes. Ces
facteurs dévront étré de préférence indépendants du premier caractére explicatii

le lieu de 1'accident.

Le dernier graphique compare les deux contingences ; les dépla-

cements des points "Régions" sur 1'échelle de gravité correspondent & ce que not
apprennent les deux marges qui font intervenir le lieu. R TS

o t

S N
XS
A
<« N
4
Q‘!
¥ |
&
&
S§ Contingence induite
£ v A
g £ Ry
) & \9 o ‘*g‘;s; £ O’b g,‘ 'x:
& s < Ox?rue 5o S & o
s SISy oIS ST £ £ cravics
WP G l i g T et Tos
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1

Le troisiéme exemple est tiré d'une enquéte de 1'Institut de

Recherche des Transport sur les déplacements touristiques dans la région Lyonna

I1 montre que la catégorie socio-professionnelle ne permet pas

de définir des couches homogénes dans la population enqudtée.
Le tableau &tudié &tait le suivant :

CSP - 9 modalités (agriculteurs, patrons, professions libérales, cadres moyens,
employés, ouvriers, services, autres actifs,inactifs),

Mode de transport — 5 modalités (voiture, train, car, avion,autre)

Mode d'hébergement ~ 7 modalitds (hdtel, location, résidence secondaire, chez de

parents, chez des amis, camping,autre).

L'enquéte portait sur 1300 personnes. Les trois calculs de x? s

les marges ont donné les résultats ci-dessous :

X2 (Transport-hébergement) = 260 pour 6 x 4 = 24 d.d.1 cette fo
valeur est due pour plus de 50 7 & 1l'association (car, autre hébergement). En

2
supprimant ces deux modalités particuliéres, le X reste trés significatif (120

pour 15 ddl).

. . _ T
La table de fréquence a une variance de : ;gr = 0,2
:Xz (CSP x hébergement) = 260 pour 8 x 6 = 48 d.d.1.

~

Il est tres significatif, et la contribution des modalités est

' ' %
assez équilibrée ( %? = 0,2 pour les fréquences).

xz (CSP x Transport) 160 pour 8 x 4 = 32 d.d.1
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Il y a une dépendance significative. La contribution des inact
est trés importante, ce sont des touristes particuliers vis-a-vis des moyens de
‘transports (50 Z d'entre eux utilisent 1'automobile, ce qui est trés peu). Pour

. . “?
les fréquences N >~ 0,12,

La prévision qu'il est possible d'effectuer & 1l'aide de la var

ble CSP donngra un tableau de fréquence dont la variance ne pourra pas dépasser

2 1
la valeur ?ﬁiﬁﬁgf x Eﬁ&%i;s = 0,12 x 0,2 = 0,024, Cette valeur est trés fail

vis-&-vis de la variance de la contingence Transport-hébergement. La prévision

donne exactement une variance de 0,005 bien plus faible que le maximum possible

A

33
'pI F_\
observée ( %?% = 0,204 contre 0,207). A peine 2 Z de la contingence transport

nous avons #1 et la contingence résiduelle est trés proche de la continge:

hébergement est expliquée par la 'CSP.

Cétte conclusion négative conduit & penser que les vacanciers
constituént une population particuliére au niveau de vie assez constanﬁ qui se
distingue plus par la possession de plusieurs véhicules ou d'une résidence secor
daire que par les catégories socio-professionnelles. On peut aussi penser que le
9 CSP définies par 1'INSEE ne constituent pas des sous—ensembles suffisamment
homogénes, les patrons regroupent par exemple les in&ustriels et les petits

commercants,
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