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INTRODUCTION

K étant un corps commutatif muni d'un automorphisme involutif J, et E et
F étant deux K-espaces vectoriels respectivement munis de formes M et n,
sesquilinéaires 3 droite pour J, on montre dans un premier chapitre que
1'application :
o L + K
an K(E’F)

définie par :

*
an(f,g) = Trace(g of)

est une forme sesquilinéaire 3 droite pour J (LK(E,F) désigne l'espace des
applications linéaires de E dans F, et g* 1'adjoint de g relativement & MW
et N). On étudie ensuite les propriétés de cette forme suivant celles attri-
buées a3 M et N et suivant la dimension, finie ou non, des espaces E et F.

En particulier si E et F sont hermitiens (resp. euclidiens) on montre que
(LK(E,F),an) est hermitien (resp. euclidien).

Au second chapitre, on se place dans la situation ot K est le corps des
complexes et J est la comnjugaison .-On se donne 4 présent des formes hermi-
tiennes P, N et M respectivement sur cP, C" et Cm; E = (Cp,p), F = (C%,n)
et G = (Cm,m) sont les espaces hermitiens correspondants. Dans ces conditioms

)

une famille G = (g d'applications linéaires de F dans G &tant

j7i=l, .. 05p

donnée, on définit 1'application linéaire
PP
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fg = E ~ Lo(F,G)
par
fG(x) = E wf(x).g.
j2p i
ot n? désigne la j—-&me fonction coordonnée de E' relativement a la base duale

de la base canonique de E. On note dP (resp. d%) 1l'isomorphisme de E (resp.

(' <p)

L.(6,F)) dans son dual associé a p (resp. a ¢_ ). Si (u,) .
c MA=l,...,p =

mn

est un systéme P-orthonormé de vecteurs propres de 1'endomorphisme

thod®ofG°dp de E, associés aux valeurs propres a, > 0 (les autres étant

A

nulles), on montre que la famille

=L 5 = 1,
a, /a—ff6<dp(uk))’ A 1, >P
est @mn-orthonormée dans LC(G,?) et que tout élément de la famille G est
combinaison linéaire des a,. Ces résultats constituent le théoréme de décom-
position.

Le vecteur pj de Cp’ ayant pour coordonnées dans la base canonique de
cet espace les coefficients de la combinaison linéaire relative & gj donne
une représentation de gj dans Cp', et si 1 est le produit hermitien canonique
de cet espace, on a

1'(pj,Qz) = mn(8;80)-

'
On dit que (°j>j , constitue dans (c? ,1) une représentation de

= v
=l,...

)

(g ; les i-distances mutuelles des Oj sont égales aux @mn—distan°

j=lyeeasp

]
ces des gj. C'est le théor&me de représentation.

Dans le troisiéme chapitre on considére une famille finie de p vecteuks:
aléatoires réels de méme dimension m, et leurs réalisations sur un &chantil-
lon I de taille n. La matrice X. des réalisations de V. sur I est considérée

3 3
. , . . . * N
comme matrice d'une application linéaire xj de G dans F. On munit G de la

-1 . . . .
forme M ', inverse de M, et le produit scalaire de xj et XQ est alors domnné

par :
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) 'ln(xj’xﬂ) = Trace(M.tXR.N.Xj) .

m
En appliquant les théorémes précédents 3 la famille (xj), j=1l,000,p
on montre que les vecteurs (u)\))\_1 , de E, p-orthonormés, sont les vec-~
_’.l"

teurs propres de U.P, ot U est la matrice des produits scalaires des Xj’ et

P 1a matrice associde & la forme P définie dans E. Dans E' = (Rp',i) on obtient
une représentation (pj) de (xj) telle que si P est une matrice diagomaleide
poids affectés aux vecteurs Vj’ alors les vecteurs ei de la base canonique de
E' sont les axes d'inertie du nuage (pj). On montre qu'il est possible d'ex~
pliciter ces axes d'inertie par des représentations conjointes des &léments

des deux autres ensembles I = {1,...,n} et K= {1,...,m}.

Pour interpréter statistiquement cette analyse génrale, on suppose que
la matrice N associde & la forme n de F, est une matrice diagonale de poids
affectds aux &léments de 1'@chantillon. On définit alors la covariance vec-—
torielle de deux vecteurs Vj et VQ, notée COV(Vj,VQ), comme le produit sca-
laire de leurs réalisations,centrées en colonne. Suivant la nature de la
forme m on aura diverses interprétationsde la covariance vectorielle, fonc-
tions des covariances usuelles des variables composantes des deux vecteurs.
Le coefficient COR de corrélation linéaire entre variables vectorielles est
défini comme 3 1'ordinaire, & partir du coefficient COV; si COR(Vj,VQ) = +],
on montre que les réalisations des variables composantes de méme rang des
vecteurs Vj et V2 sont lides par une relation affine de type y = ax + b,

ol le coefficient a est identique pour tous les couples de variables corres-
pondantes.

Si les données Xj sont a priori centrées ou normalisées (on prppose deux
types de normalisations) les propriétés de 1l'analyse générale correspondante
sont identiques & celles de 1l'analyse en C.P classique, sur des données
centrées ou normalisées.

Au chapitre IV, la famille des réalisations des p vecteurs aléatoires est

congidérée comme un "cube'" de données de dimension pxnxm; on &tablit des
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propriétés algébriques concernant les trois analyses en C.P du cube, regardé
successivement suivant 1'unedes trois direttioms. Notamment on montre que
1'on perd les propriétés de dualité de 1l'analyse en C.P classique. Enfin, on
établit une formule de reconstitution analytique des données, fondée sur les
termes de 1'analyse triple.

On examine au chapitre V, ce qu'il advient des résultats établis lorsque
la dimension m des vecteurs aléatoires est 'égale & |. Dans ce cas on montre

que le produit & -1 défini sur LR(G*,F) est confondu avec le produit sca-
m n

laire usuel n, défini sur F, que l'analyse de la famille (Vj) proposée au
chapitre III est confondue avec l'analyse en C.P classique de cette méme fa~
mille, et que les coefficients de covariance, variance et corrélation vec-
torielle sont égaux coefficients de covariance, variance et corrélation usuels.
Des considérations sur l'analyse triple du cube réduit ici 3 une matrice
viennent conforter les hypothéses avancées au chapitre III concernant les
représentations conjointes.

Le chapitre VI est consacré 3 la comparaison de l'analyse en C.P pro-
posée ici, avec les procédures issues des travaux de TUCKER, CARROLL et ESCOU-
FIER. Notamment on montre que la formule de reconstitution de TUCKER est
identique & celle construite au chapitre IV, lorsque les trois métriques
P, N et M sont égales 4 1'unité.

Enfin le dernier chapitre traite de l1'analyse canonique de deux familles
finies de vecteurs aldatoires dont on connait les réalisations sur un méme
gchantillon I, sachant que les p vecteurs de la premiére famille et les q
vecteurs de la seconde ont la méme dimension m. Les formules de résolution
strictement identiques 3 celles de l'analyse canonique classique, sont obte-
nues 3 partir du produit ¢ défini sur LR(G*,F) et de la définition de 1la

covariance vectorielle proposée au chapitre III. Si m = !, on retrouve bien

entendu l'analyse canonique classique.
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Quelques erreurs dactylographiques qui n'ont pu tre corrigées

avant le tirage

page I de 1'introduction, avant derniére ligne, lire : d'applications

linéaires de G dans F étant

page 11, premiére ligne, lire : fG : E* > LC(G,F)
page II, ligne 9 du bas, lire : On dit que (pj)j=l . au lieu de
yeses
(pj)j=1,...,p'

page III, ligne 11, lire : générale au lieu de génrale
page 81, le diagramme du bas de page devrait comporter l'indication des
applications définies au début de la page 82; 1l'opérateur a reculé devant
la difficulté dactylographique !

page 86, ie paragraphe 75 devait commencer par la phrase suivante

On suppose désormais que les matrices X; et Xi sont centrées pour DP .

I
Le lecteur voudra bien la replacer 3 cet endroit.

Le lecteur consciencieux trouvera certainement d'autres imperfections

passées inapergues; qu'il veuille bien en excuser le dactylographe !






Chapitre I

FORME SESQUILINEAIRE DEFINIE SUR L'ENSEMBLE DES APPLICATIONS
LINEAIRES D'UN K-ESPACE VECTORIEL DANS UN AUTRE.

I. Rappels et compléments.

1. Avertissement.

Ce sous-chapitre I reprend les notations et quelques résultats de [2].
Des compléménts sont apportés. Les définitions et propriétés présentées ici
permettront de construire une forme sesquilinéaire sur l'ensemble des appli-
cations lindaires d'un K-espace vectoriel dans un autre. On verra au chapitre
V que cette forme généralise le produit hermitien usuel; en outre elle per-
mettra aux chapitres III et VII de généraliser 1'analyse en composantes prin-
cipales et 1'analyse canonigue 3 des cubes de données.

Dans tout ce qui suit K est un corps commutatif muni d'un automorphisme

involutif J. Pour tout ) de K son image par J sera notée indifféremment J(X)

ou

si K= C, corps des complexes,‘i sera le conjugué de A.

Si K = R, corps des réels, X sera ggal 3 A,

Sauf mention contraire, tous les espaces vectoriels rencontrés ici uti-
lisent le méme corps de base K.

E étant un tel espace vectoriel et E* son dual, on notera pour tout X

*
de E et tout y de E :

(1) %x,y> = y(x).
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E étant le bidual de E, pour tout y de E et tout z de E , on notera
(2) <y,z>, = z{y).
Dans le cas de dimension finie, en identifiant E et son bidual, on pour-
ra écrire

3) <Y,2>* = <Z,y>.

2. Forme sesquilinéaire 3 droite et applications associées.

Soient M une forme sesquilinéaire 3 droite pour J, définie sur l'espace

vectoriel E, et 1l'application dm : E » o définie par :

(4) XeéE,yeE, VX, Vy dm(y) (x) = m(x,y).

Théoréme 1.-

. . . s e s *
i) dm est une application semi-linéaire de E dans E ;
ii) dm est injective ssi M est non dégénérée 3 droite;

iii) si E est de dimension finie et si M est non dégénérée 2

droite, alors dm est bijective.

. L 5 e e . P
Soit E 1'ensemble des formes semi-linéaires définies sur E. Pour tout

* . . P

y de E on note yJ 1'application de E dans K définie par
J
(5) Xx6E, Vx y (x) = J(y(x)).
. #*J J *

I1 est clair que E~ = {y / y¢ E } et que cet ensemble est un espace

vectoriel sur K.
. . . * .

Soit 1'application sm : E - E “définie par :
(6) xc<E,yeE, ¥x, Yy sm(x) (y) = m(x,y).
Théoréme 2.-
. . . P *J
i) sMm est une application linéaire de E dans E ™ ;
ii) sm est injective ssi M est non dégénérée i gauche;

iii1) si E est de dimension finie et si M est non dégénérée 3

gauche alors sM est bijective.

On définit également 1'application st par
(7) xecE,yeE, VX, ¥y sm” (x) (y) = m(x,y).

Comme dm, st est une application semi-linéaire de E dans son dual.



-3 -

3. Formes sesquilinéaires 3 gauche et applications associées.

Si m est 3 présent une forme sesquilinéaire & gauche définie sur E,
1'application dm définie par (4) possdde les propriétés énoncées par le théo-

réme 2 et 1l'application sm définie par (5) posséde les propriétés énoncées

par le théoréme 1.

4. Cas particulier ol 1l'espace vectoriel est de dimension finie.

On suppose ici que E est de dimension finie et que la forme M est sesqui-
lindaire 3 droite pour J. On a alors le théoréme suivant :
Théoréme 3.-

Les propriétés suivantes sont équivalentes

e

i) M est non dégénérée a droite;
ii) m est non dégénérée a gauche;
iii) dm est injective;
iv) sm est injective;

v) dm est surjective;

vi) sm est surjective.

-

m étant dans ce cas non dégénérée i droite et 3 gauche, on dit qu'elle

est non dégénérée.

5. Forme inverse définie sur 1l'espace dual.

Hypothéses 1 : E est un espace vectoriel de dimension finie et M est une
forme sesquilinéaire & droite pour J, non dégénérée. Dans ces conditioms

la forme m—l définie sur EX par (8) est appelée forme inverse de m :

(8) XeEY,yeE", ¥x, ¥y m x,y) = meam™ () ,am” ().
Hypothéses 2 : E est un espace vectoriel de dimension finie et M est une
forme sesquilinéaire i gauche pour J, non dégénérée. La forme inverse de
m est alors définie par :

(9) xeEX,yeEY, ¥Yx, Yy m(x,y) = m(sm—l(X),sm—l(Y))-



Théoréme 4.-

Sous les hypothéses 1 (resp. 2) on a les propriétés suivantes :
i) m! est une forme sesquilinéaire 3 gauche (resp. a droite)
pour J, non dégénérée, définie sur E*;

ii) m est hermitienne pour J ssi m_1 est hermitienne pour J3;
iii) dans le cas complexe ou réel M est positive ssi m'l 1l'est;
iv) en identifiant E avec son bidual, on a :

sm ™y = (@' (resp. am™) = (sm”!

—l)—l - m.

)3

v) on a : (m

. - -1 ems o s
Preuve (de iv)) : on se place sous les hypothéses 1; m = est sesquilinéaire
- . -1 . . . o . s * %
i gauche, par suite s(Mm ') est une application semi-linéaire de E dans E .

*
Pour tous x et y de E on a :

s >, = m ! (x,y) d'apras (6)

m((am (@), (@m ) d'aprés (8)

am((am " () (6am) "l (x))  d'apras (4)

y((am " x0)

<@ Hx,y>

<y, (am ! (x)>, d'apres (3).

Preuve (de v)) : toujours sous les hypothéses 1, on a :

m H ey = n (s T e, s T i) dapras (9)
=m ! (am(x),dm(y)) d'apras iv)
= m((am) " (@m(x)) , (am) ! (am())) d'aprés (8)
= m(x,y)

-~

pour tous x et y de E identifié a son bidual.

6. Propriétés de 1'adjoint d'un homomorphisme d'un K-espace vectoriel dams

un autre.

Hypothéses 3 : E est un K-espace vectoriel de dimension finie, F est un K-es~

-

pace vectoriel quelconque, m est une forme sesquilinéaire a droite pour J,

-

non dégénérée, définie sur E, et n est une forme sesquilinéaire 3 droite pour



J, définie sur F.

Soit LK(E,F) 1'ensemble des applications linéaires de E dans F, et soit
f un é1lément de cet ensemble. On rappelle que sous les hypothéses 3, 1'appli~
cation £ de F dans E définie par :
(10) xeE,yeF,¥x, Vy m(x,f*(y)) = n{f(x),y)

est une application linéaire appelée homomorphisme adjoint de f relativement

met n.

T

A) sous les hypothéses 3, on a la propriété suivante

L oteoan.

(1) £el (E,F), V¢ £ = (am)”
En effet, 1'application transposée de f, notée tf, est définie par :

(12) XCE,yeF, ¥x,Vy <x, SE(y)> = <£(x),y7;

par suite, pour tout » de E, tout y de F et tout f de LK(E,F) on a :

%
<x,dief (y)> = m(x, £ (y))
= <f(x),dn(y)> d'apraés (10)
= <x,tfodn(y)> d'apraés (12).

B) sous les hypothéses 3, on a également
(13) yeF, ¥y E5(y) = (am” (an(y)of)
propriété classique de la transposée, qui s'obtient immédiatement en &crivant
la définition (10) sous la forme

(14) yeF, Vy am(£¥(y)) = dn(y).£.

C) si met n sont hermitiennes pour -
(15) xeE,yeF,fel (E,F),¥x,Vy,Vf m(E¥(y),x) = n(y,£(x).

D) si dans les hypothéses 3, les formes sont sesquilinaires & gauche, la
définition de 1'adjoint de f relativement @ M et N devient
(16) xeE,yeF,fel (EB,F), "x, ¥y, V£ (¥ (y),x) = n(y,£(x).

f* est encore un élément de LK(F,E) et les propriétés cimdessus s'écri-

vent
(17 Eely(e,F), Ve £ = (sm . osn

(18) yeF, vy £*(y) = (sm) "' (sn(y) o).
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7. Propriétés de 1'application d'adjonction.

On considére 1l'application de LK(E,F) dans LK(F,E) qui & tout &lément
du premier ensemble fait correspondre son adjoint relativement a M et N. Cette
application est manifestement semi-linéaire.

A) Sous les hypoth&ses 3 et si N est non dégénérée 3 gauche, 1l'application

d'adjonction est injective : f et g étant deux &léments de LK(E,F) tels que

£* = g*, (14) permet d'écrire
xeE,yeF, ¥x, ¥y dn(y) (f(x)) = dn(y) (g(x))
soit n(£(x),y)= n(g(x),y)

B) Sous les hypoth&ses 3 et si dn est bijective, alors 1'application d'ad*
jonction est surjective : soit g« LK(F,E) et f = t(dmogo(dn)—l); on a immé-

diatement g = f* d'aprés (11).

C) Réciproquement, sous les hypothéses 3 et si 1l'application d'adjonction
est surjective, alors dn est injective : sinom, il existe y € F, non nul, tel
que dn(y) = 0; soit g eLK(F,E) tel que g(y) # 0, et f€ LK(E,F) tel que g = f*;
d'aprés (11) on a : dmeg = tfodn, or dm étant bijective, dmeg(y) # 0, ce qui

est absurde (on suppose bien entendu que E #{0}).
II. Définition et propriétés fondamentales.

8. Définition.

Sous les hypothéses 3 du §.6, on pose
(19) £el (B,F),gcLy(E,F),VE,¥g o (£,8) = Trace(g of).

Dans cette définition les indices M et N attribués a 1'application &
rappellent que 1'adjoint de g est relatif aux formes m et nNn.

On obtient immédiatement de (11) la forme équivalente suivante :

1

(20) fely(E,F),ge L (E,F), Vi, Vg 3. (£,8) = Trace((dm)” oSgodnof).



Théoréme 5.-
Sous les hypothéses 3, 1'application an : LK(E,F)XLK(E,F) > K est

une forme sesquilinéaire 3 droite pour J.
En effet, LK(E) désignant 1'ensemble des endomorphismes de E, on sait
que l'application ''trace" de LK(E) dans K est une forme linéaire. De ce rappel
et de la définition (19) résulte la linéarité & gauche de an. De la semi-

linéarité de l'application d'adjonction résulte la semi-linéarité 3 droite de

an'

9. Conditions pour que %y, soit non dégénérée.

Lemme 1.-
Sous les hypoth&ses 3, h étant un élément de LK(F,E) vérifiant
Trace(hof) = 0, pour tout f de LK(E,F), alors h = 0.
Si h n'est pas nul, il existe au moins un vecteur v de F, tel que
w = h(v) # 0. Soit une base de E contenant w et 1l'application f appartenant
a LK(E,F) telle que f(w) = v et s'annulant pour tous les autres vecteurs de
la base. Il est clair que hof est l'opération de projection sur la droite

vectorielle définie par w; par suite Trace(hof) = |, ce qui est contraire

d 1'hypothése.

Lemme 2.-
Sous les hypothéses 3, f &tant un élément de LK(E,F) vérifiant
Trace(hof) = 0, pour tout h de LK(F,E), alors £ = 0.

Soit M le noyau de f et (e],...,ep) une base de M. Soit (e;,...,e&)
une base d'un supplémentaire N de M. Les e, et les ej constituent une base
de E et si f n'est pas nulle, q # 0. Les vecteurs f(ej) forment une base de
1'image de f dans F et en complBtant cette famille libre par des vecteurs
fk’ ke K, on obtient une base de F. On définie alors h eLK(F,E) par :

h(f(ej)) = ej 3=ly 0.0 ,q
h(fk) = 0 k € K.
I1 est clair que hof est 1'opérateur de projection sur le sous-espace

N et par suite Trace(hof) = q.l, ce qui est contraire i l'hypothése.



Théoréme 6.-
Sous les hypothéses 3 et si N est non dégénérée & gauche, alors

¢qn St non dégénérée a droite.

En effet, soit g un é€lément de LK(E,F) et supposons @mn(f,g) = 0, pour
tout £ GLK(E,F). D'aprés le lemme | on a g* = 0; mais d'aprés la propriété

A) du §.7, 1'application d'adjonction est injective, donc g = O.

81 dans le théoréme 6, on échange les termes gauche et droite, 1'asser-
tion obtenue est fausse : la condition @mn(f,g) = Trace(g*of) = 0, pour tout
g, ne permet d'appliquer le lemme 2 que si 1l'application d'adjonction est sur-
jective. 8i F est de dimension finie, la propriété B) du §.7 et le théoréme 3
prouvent que cette condition est alors vérifiée. Mais alors le théoréme 6

est encore valable et :

Théoréme 7.-
Sous les hypothé&ses 3, si F est de dimension finie et si N est non

dégénérée, alors an est non dégénéreée.

10. Conditions pour que %on soit hermitienne.

Lemme 3.-
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie; alors pour tout
endomorphisme a de E on a :

Trace(aﬁ) = T;EEETET.

* . .
De plus a et a ont dans K des valeurs propres conjuguées pour J ,

avec le méme ordre de multiplicité.

L'adjoint d'un endomorphisme a est défini par la formule simplifiée :
(21) xeE,yeE,¥Vx,Vy m(x,a*(y)) = m(a(x),y).
M, A, B, X et Y désignant respectivement les matrices associées am, a, a‘,
X et y relativement 3 une base arbitraire de E, la relation (21) s'écrit :
5.58.M.x = ToMmax
d'od “B.M = M.A, et M étant inversible, B = tﬁ—l.tK.tﬁ. Soit T une indé&termi-

- P * o, ' —
née; le polynome caractéristique Pa& de a s'écrit, en posant P = % .
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P_*(T) det® 1 .%%.p - T.1)

det(® . (YA-T.1).P)

= det(tK;T.I)
= det(A-T.I)
= Pa(T)

ce qui suffit pour montrer le lemme.
Lemme 4.-
Sous les hypothéses 3 et si M et n sont hermitiennes pour J, alors
* _ * *
f f'LK(E:F)9 g€ LK(E;F)s Vf, Vg (g Of) = f og.

Soient x<¢E, x'e E, f et g; on a :

m(x, (g £) ¥ (x")) = m(g*e£(x),x")

= m(x',g of (x))

= n(g(x"),£(x))
= n(f(x),g(x"))
= m(x, £ og(x"))
Théoréme 8.-
Sous les hypothé&ses 3 et si M et h sont hermitiennes, alors an
est hermitienne pour J.

Ceci résulte immédiatement des lemmes précédents.

11. Espace hermitien (resp. euclidien) des applications linéaires d'un

K-espace vectoriel dans un autre, lorsque K = C (resp. R).

Théoréme 9.-
Sous les hypothéses 3, si K = C (resp. R), et si M et N sont hermi-
tiennes (resp. euclidiennes) positives, alors an est hermitienne
(resp. euclidienne) positive.
. } * % * * .
Du lemme 4 11 vient : (f of) = f of, et f of est hermitienne, et toutes
ses valeurs propres sont réelles. Soit A une telle valeur propre et x # 0

un vecteur propre associé
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am(x, x) m(f*of(X),X)

[]

n(f(x),f(x)) 2 0

ce qui implique que X > 0; par suite @mn(f,f) = Trace(f*of) =zIx > 0.

Théoréme 10.-
Si K =C (resp. R) et si (E,m) et (F,n) sont des espaces hermitiens

(resp. euclidiens), il en est de méme de (LK(E,F),an).
I[II. Propriétés annexes.

12. Basesorthonormées de (LK(E,F),an).

Si (ei)i est une base M—orthonormée de E et (fj)jE une base N-ortho-

€1 J

normée de F, on définit la base (gki)kﬁl red de LK(E,F) par
el,le

1]

g ley) =

(e.) 0 sih # 2.

Bx2'%n

Sous les conditions du thdoréme 10, c'est une base @mn-orthonormée.

13. Propriétés de dualité.

Dans tout ce qui suit on se place sous les hypothéses :
Hypothéses 4 : E et F sont deux K-espaces vectoriels de dimension finie; m et
n sont deux formes sesquilinéaires non dégénérées.

Dans ces conditions on sait que ®mn est une forme sesquilinéaire non
dégénérée.

A) Transposé de 1'adjoint

t

Pour toute fe L (E,F), (£ gLK(E’“,F‘) et (%)"eLK(E"‘,F“‘). On a le

- . - . . -1 -1 .. .
schéma suivant, ol les applications dm,dn,s(m ) et s(n ) sont bijectives :
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(("f)" désigne 1'adjoint de f relativement a n et m ~ (cf.(8)).

Théoréme 11.-
Sous les hypothéses 4, pour toute f de LK(E,F), on a :
t(f*) _ (tf)*.
En effet, pour tout x de E et tout y de F on peut écrire :

n(y, (£ *(x)) = m(£*(v),%)

n(y,£(x));

dtant non dégénérée, on en déduit (f*)* = f, Par ailleurs
CE*y = dnofo (dm) !
-l.-1 tt -1
= (s(n ")) o fos(m ) (th. 4)

(fe)*

B) Dualité :

On pose £ =‘g*°fe LK(E) et h = (tf)*otg eLK(F*). De (11) on déduit :
2 = (dam) "' Fgadn.s
h = dnofo(dm ' g
et
(22) hodNof = dNefoed
(23)  team g = @m=' fgen,

Soit A # 0 une valeur propre de £ et x # 0 un vecteur propre associé :

h(dn.f(x)) dno f(L(x))

AdNnof (x)

et A est valeur propre de h, car dnof(x) # 0. De méme, si u est une valeur
prorpre non nulle de h, U est valeur propre de <.

Soit VA le sous—espace propre de E associé & la valeur propre ) de £

* U
et Wu le sous—espace propre de F associé 3 la valeur propre u de h. On a

immédiatement les inclusions

]

dno£(V,) C W et (dm™ g ) < V= .

Dans le cas oi u = A, on en déduit
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h(HD) = dnofo(am) S5 (WD) © dno£(v,) < us
et @
-1t -1t
L(V,) = (dm) "o gedNof(V,) < (dm) g(W) <V, ;

la valeur propre A étant non nulle, on a h(Wj) = WT et Z(Vk) = Vx,et par
suite : dNof(V)) = Wr et (am ™. g(¥5) = V,.En définitive, din(v,) 2 dim(W)
et dim(wiﬁ > dim(VA), ce qui assure 1'égalité et les valeurs propres non
nulles A de £ et A de h ont méme ordre de multiplicité. Ainsi

Lemme 5.-

Sous les hypothéses 4, pour tout f et tout g de LK(E,F), les en-
domorphismes £ = gﬁcf et h = (tf)*otg admettent le méme nombre de

valeurs propres non nulles. En outre chaque valeur propre non nulle

de £ est conjuguée, pour J, d'une valeur propre de h et réciproque-

ment.

On obtient alors le résultat suivant :
Théoréme 12.-
Sous les hypothéses 4, et dans le cas particulier od K = C (resp. R),

on a, pour tout f et tout g de L,(E,F)
K

t t
¢ -1 - ( g £) = ¢ (f,g)
n lm i mn

t t
(resp.o _, _ (78, £) = ¢ (£f,8)).
n m

Dans le cas complexe cela résulte du caractére algébriquement clos de C,

t t

("g, £) = JA. Dans le

car Trace(l) = @mn(f,g) = ZA et Trace(h) = ¢
’ n

cas réel il suffit de prolonger m, N, f et g aux complexifiés de E et F, et

-lm-l

de remarquer que les valeurs propres non réelles sont conjuguées.

Remarque : si l'on se place dans les conditions du théordme 10 et si 1l'on

fait £ = g, on a :

t. % t 1 t

]otfodnof et h = ( f) ° f = dnofo(dm)- o f.

L= £, = (am)~
D'aprés ce qui précéde il est clair que £ et h sont des opérateurs her-

mitiens respectivement de E et de F . Sachant que ceux-cl admettent de valeurs
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propres positives, on retrouve alors facilement les propriétés classiques :
- les valeurs propres non nulles de £ et h sont réelles positives et &gales;
* . -1 _
- E (resp. F') admet des bases M-orthonormées (resp. N ~-orthonormées)

formées de vecteurs propres de £ (resp. h).
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Chapitre II

DECOMPOSITION ET REPRESENTATION D'UNE FAMILLE FINIE D'APPLICATIONS
LINEAIRES D'UN K-ESPACE VECTORIEL DANS UN AUTRE

[. Théorémes généraux.

4. Introduction.

Dans tout le chapitre II, K est le corps des complexes. On définira d'a-
bord la notion d'opérateur hermitien associ& 3 une application linéaire d'un
espace hermitien dans un autre, et on établira les propriétés de cet opérateur.
Dans le cas réel on retrouve les propriétés usuelles utilis@es en analyse des
données. Ces propriétés seront utilisées dans la suite du chapitre pour mon-
trer deux théorémes fondamentaux concernant une famille finie d'applications
linéaires d'un espace hermitien dans un autre. Au chapitre III, ces théorémes
seront utilisés dans le cas réel pour construire 1'analyse en composantes
principales d'une famille finie de vecteurs aléatoires. On considérera un
produit hermitien p (resp. n) sur CP (resp. "™ et les espaces hermitiens

E = (CP,p) et F = (C™,n).

P . PP Ca s e *
15. Opérateur hermitien de E associé 3 une forme sesquilinéaire de E .

Lemme 1.~
. A . P *
U étant une forme sesquilinéaire a droite, définie sur E , pour
tout x de E on a

(24) p(duocdp(x),x) = u(dp(x),dp(x)).
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On a en effet :

P(duo,dp(x),x) = dPp(x)(du.dp(x))

du(dp(x)) (dp(x))

u(dp(x),dp(x)).

Théoréme .-
U étant une forme hermitienne, définie sur E*, 1'opérateur duo.dp
est hermitien.

I1 suffit de montrer que p(x,du°dp(x)) est réel pour tout x de E; or

P(x,dUedP(x)) = UW(dP(x),dp(x)) d'aprés le lemme, et U Etant hermitienne le

deuxiéme membre est réel.

Corollaire 1.~

. _ P * - .
U étant une forme hermitienne définie sur E , 1'opérateur hermitien
du.dp vérifie les propriétés suivantes

i) les valeurs propres (ak)xu de du.,dp sont réelles;

=l,...,P

ii) il existe une famille p-orthonormée (1.\>\)>\__1 > de vecteurs
—’IOQ,

propres associés.
Ce rappel en forme de corollaire introduit les notations.
Corollaire 2.-
, P * .. .
Si la forme U définie sur E est hermitienne et positive, les

valeurs propres (ax)x_1 > de du.dp sont positives ou nulles.
-’lil’

16. Propriétés de maximisation.

> ... 2a_ > 0. Pour tout

On suppose désormais U positive et e, 20Q >

2
x de E on pose
(25) v, (0 = u(dp(x),dp(x)).
On écrira souvent y au lieu de Y, pour simplifier. Il est clair que
v(x) est réel. On a alors
Théoréme 2.-
Le vecteur propre u, de dUodp réalise le maximum de y(x) sous

la contrainte p(x,x) = l. Pour tout x > 1, le vecteur propre u,
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réalise le maximum de y(xX) sous les contraintes P(x,x) = 1 et

p(uv,x) = 0 pour tout v < A. Enfin, pour tout A, on a Y(ux) =a,.

La démonstration de ce théoréme est classique (cf. [4], par exemple) :
en notant (xx) les coordonnées de x dans la base (ux) de E,

le probléme revient 4 maximiser Z}xx|2a

sous les contraintes Z[XXIZ =1
A

A
et x = 0 pour v # XA.
Le systéme (u)\)k_1 > n'est pas la seule solution au probléme; en
—,QI!’

effet, tout systéme (el@x.u ou OXG R, est aussi solution.

x)x=1,...,p

17. Opérateur hermitien associé i une application linéaire.

. . . . * P .
Soit f une application linéaire de E dans F. On a le schéma suivant :

F
ldn
F

* £
D ———

dp

*
—‘————

e

. P *
Soit U la forme définie sur E par :

t —— b

(26) du = “fodn.f.
Lemme 2.-
Pour tous x et y de E* on a :
27 U(x,y) = n(f(x),£(y)).
En effet :

CEdno£(y) (%)

u(x,y) = du(y)(x)
= <x, “fodno£(y)>,
= <f(x),dn(f(y)>
= n(fE(x),E£(y)).
Théoreme 3.-
| La forme U est hermitienne positive.
Ce résultat découle directement de (27). En conséquence de ce théoreme,
1'opérataur duodp de E vérifie les propriétés des corollaires ! et 2 et du

théoréme 2.
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On notera encore (a les valeurs propres réelles positives

Ma=1,...,p

ou nulles de du.dp, rangées dans 1'ordre décroissant et (u un

A)X=1,...,p
systéme P-orthonormé de vecteurs propres associés.

Définition.-

| L'opérateur dU.dp s'appelle 1'opérateur hermitien associé i £.

18. Dualité.

- .. P . . t -
L'opérateur hermitien de F associé 3 1'application f sera noté dv.dn;

on a donc

(28) dvedn = fodpe “fodn
et
(29) dv = fo.dp. f.

Théoréme 4.-

Les opérateurs hermitiens associés 3 f et 3 tf ont les mémes valeurs
propres non nulles avec le méme ordre de multiplicité. Pour tout
X=1,...,p tel que a, # 0, on pose v, = fodp(uk); le systéme (VA)

ainsi obtenu est n-orthogonal et ce sont des vecteurs propres de

dv.dn. De plus n<vA’VA) =a,.

On a en effet, pour oy #0:

dvedn(v,) = fodpotfodnofodp(ux)
= fodpodUodp(UA)

= fodp(ak.ux)

L]
Q

)\.fodp(ll)\)

= CX,)\.VA.

Les a, sont réels et comme duodp(ux) # 0, a fortiori, vy # 0, ce qui

prouve la premiére partie du théoréme. Par ailleurs pour tous A et A' on a :

n(vA,Vx,) = n(fodp(uk),fodp(ux;))
= u(dp(u,),dp(u,,))
= p(duodp(ux),uk,)
= ak.éxx, |
Remarque : si a, = 0, on aurait encore n(vx,vk) = 0, donc vy = 0,
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I1. Opérateur hermitien associé & une famille finie d'applications linéaires.

19, Définition.

Sauf mention contraire, on se place désormais sous les hypothéses sui-
vantes :
Hypoth&ses 5 : N et M sont des produits hermitiens, respectivement sur C%
et C". |

On notera F = (Cn,n) et G = (Cm,m) les espaces hermitiens correspondants.
Soient G = (gj)'=l p une famille finie d'applications linéaires de G dans
F, et P un produit hermitien sur CP. On considérera les espaces hermitiens
E = (Cp,p) et L = (LC(G,F),an). Enfin, on notera ﬂj (resp. n?) les fonctions
coordonnées de E (resp. de E*) relatives 3 la base canonique (resp. la base
duale) de l'espace E (resp. du dual E*).

A la famille G d'applications linéaires on associe 1'application linéaire

* ..
fG : E -+ L définie pour tout x de E* par :

(30) fox) = §

3=l
Pour simplifier on notera f au lieu de fG. On a alors le schéma de dualité :

*
T.(x).g..
J( gJ

* f
E —— L
dp d@mn
#*
U
E . L
f

~ . - NP t
L'opérateur hermitien, noté du.,dp associé i f est fod¢mn°fodp. On a :

(31) du = “fode of.

On dira, de fagon équivalente, que dU.dpP est 1'opérateur hermitien as-
socié 4 f ou i la famille G.

D'aprés (27) la forme hermitienne positive U correspondant i du, et dé-
finie sur E*, est donnée par :
(32) xeEX,yeE®, vx,Vy U(x,y) = o (£(x),E(y)) .

Comme précedemment on note (a les valeurs propres (réelles,

V=1, .. 0,p

positives ou nulles) de du.dp, ordonnées de fagon décroissante, et (uk))\=1 p
gee ey
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un systéme P-orthonormé de vecteurs propres associés. On notera p' le plus

grand entier inférieur ou égal 4 p pour lequel ay # 0 quel que soit X = p'.

~

- .. . t -
L'opérateur hermitien dVod<1>mn dual associé 3 f est donné par

~ t
(33) dvede, = £odPo fodt .
Pour tout A = l,...,p' on pose alors
(34) a, = £(dp(uy))

et d'aprés le théoréme 4 on a, en tenant compte de la remarque :

Lemme 3.-

L'opérateur hermitien fodpotfonmn de L admet les mémes valeurs
propres non nulles (ax)le’...’p, que dU.dp. De plus les ﬁx sont les

vecteurs propres associés aux ay, et ils forment une famille an-

orthogonale. Enfin pour tout A on a an(ak’ax) = ﬂakﬂ =0,

2
an

20. Propriétés des applications EX.

On a vu au théoréme 2 que les u, maximisent successivement

y(x) = u(dp(x),dp(x))
sous des contraintes de p-orthogonalité pour les solutions en x. Pour tout
*
xe¢E on pose
(35) a(x) = fodp(x)
et 1'égalité (32) montre alors que
v(x) = ¢ (£(dp(x)),£(dp(x))) = o (8(%),a(x)) .

Par suite les QA = a(ux) maximisent Ha(x)ﬂé sous des contraintes de p-ortho-
mn

gonalité pour les solutions en X :
Théoréme 5.-

Le vecteur propre &, de dvod®mn réalise le maximum de ua(x)ﬂé
mn
!

sous la contrainte p(x,x) = 1. Pour tout » , | < A < p', le vecteur

1

propre ik réalise le maximum de Ha(xﬂ(é sous les contraintes
mn
p(x,x) =1 et p(uv,x) = 0 pour tout v < A,

21. Matrice associde & la forme U et 3 l'application du.

Soit (e’;)j=1 > la base duale de la base canonique de E; les égalités



..20..
(30) et (32) prouvent que, pour tout j et tout %, on a :
* ¥
(36) U(ej,el) = ¢mn(gj,g2)-
Théoréme 6.-
La matrice hermitienne U, de terme général an(gj’gz) est la matrice

.. - *
associée 3 la forme U de E .

P &tant la matrice de p dans la base canonique de E, la matrice U.P est
la matrice de 1'opérateur hermitien duUo.dp associé i la famille G. C'est le
théoréme 6 qui permettra de mettre en oeuvre effectivement les calculs pro-

posés par la suite.

ITI. Décomposition d'une famille finie d'applications linéaires.

22. Le théoréme de décomposition.

Théoréme 7.-

Sous les hypothéses 5, du §.19, pour toute famille G = (g.). 1
J JTls.004P

d'applications lindires de G dans F, il existe

i) une famile ('ai}\))\=I 5 d'applications linéaires (éventuelle-
ye ey
ment nulles) de G dans F, @mn-orthogonale, telles que
an(ax’ax) BT

ii) une famille (a. de nombres complexes

).
JAT 3=, .00, pia=l, 0l ,p

vérifiant :

P
(37) g. = ) a. .a
Iogs A
- _—
(38) 3y = fdP@)) = ) 7(dP(u,)) g,
1=1
(39 ajk = ﬂj(uk)'
Montrons simultanément les égalités (37) et (39). Pour tout J=1,...,p
on pose :
i
b, = m.(u,).3
I3 A
P ey, §
= (m.(u,). m,(d (u,)).g,)
=1 3 A e 2 A £
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P P x
(40) b, = ) (] T )T (dp(uy))) gy

]
2=1 A=l
Par ailleurs on note U la matrice pxp ayant pour A-éme colonne les

ccordonnées de uy relativement & la base canonique de E.

(41) U= (up,eensu)) = (o ))iny, e :
A=l,...,p
On a alors
t . .
(42) T.Pp.U =1 (I matrice unité pxp).

U est la matrice de passage de la base canonique 3 la base (uk); elle

est donc inversible et U.U_] = | peut s'écrire U.U'—] I ; alors (42) devient :

(43) T.5%pP.uy = 1.

Analytiquement cette derniére &galité s'éerit

—*
Ailnj(ux).nl(dp(ux)) = djl'

L'égalité (40) devient alors bj = 8y et le théoréme est démontré.

Cordllaire 3.-

Sous les hypothéses 5, pour toute famille = (gj)j__1 P
- ’IOD’
d'applications linéaires de G dans F on a :
pl
(44) gj = Z /;;'ﬂj(uk)'ak
A=l
1«
(43) a, =—3,
Vo,
A
et la famille (ak)x=l,...,p' est ®mn—orthonormee.

On a vu (remarque du théoréme 4) que si a, = 0, on a nécessairement

%x = 0, ce quli assure que la sommation dans (37) se réduit aux A inférieurs

3 p'. Le reste est conséquence immédiate du théoréme 7.

IV. Représentation d'une famille finie d'applications linéaires.

23. Théoréme de représentation.

On se place sous les hypothéses 5. On rappelle que p' est le nombre

de valeurs propres non nulles de du.dp. Soit i le produit hermitien cano-
1

nique de cP , ayant pour matrice (éjj,) relativement & la base canonique

de 1'espace.
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Soit oj le vecteur de E' = (Cp‘,i) de composantes, par rapport i la
base canonique
(46) /E;.F;TE“} A= 1,...,p"
Dans ces conditions on obtient
Théoréme 8 (de représentation).-
(F,n) et (G,m) étant deux espaces hermitiens et i la forme canoni=~

1
que sur CP pour toute famille finie G = (gj)j= d'applica=

Tyenn,

tions linéaires de G dans F on a :

(47) 1(°j’°z) = an(gj’gz)'
En effet, 3 partir de (44) il vient

P!
?n (8508 = le ey (uy) e (uy)

1(pj’°z)’

Ce théoréme permet de représenter la famille (gj) par la famille (pj)
de vecteurs de E', de fagon telle que les i-distances de ces derniers pris
deux & deux soient égales aux @mn-distances des applications linéaires corres-
pondantes. De plus, toutes les propriétés fondées sur des calculs de produit

scalaire des oj Se transposent aux gj et réciproquement.

24, Remarques.

Remarque |.- La correspondance gj5~Lr+ p.eE' peut-8tre étendue 3 toute

J
application linéaire appartenant au sous-espace de dimension p' de L engen-
dré par la famille (gj), ou ce qui revient au méme par la famille (aA)A—l p,;
"..l’

pour cela il suffit de faire correspondre 3 une application linéaire g du

sous-espace, de composantes (g.) 1» le vecteur de E' ayant les mémes
% P 8y y

A=l, ..,p
composantes dans la base canonique de cet espace. Dans cette correspondance,
il est clair que les images des a, sont précisément les vecteurs de la base
canonique de E'.

Remarque 2.- On considére les hypothéses suivantes, moins restrictives que

les hypothéses 5 : G est un espace vectoriel sur C de dimension finie, F est

un espace vectoriel quelconque (sur C), M est une forme sesquilinéaire & droi-
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te, hermitienne, non dégénérée, définie sur G et N est une forme sesqui-
linéaire & droite, hermitienne, définie sur F.

Dans ces conditions tous les théorémes et corollaires de ce chapitre
demeurent, sauf le théordme &, le corollaire du th8oréme de décomposition
et le théoréme de représentation. Le théor&me fondamental de décomposition

reste valable.

25. Cas euclidien.

Si on remplace C par R, tous les résultats de ce deuxiéme chapitre demeu-
rent également, a4 condition de remplacer forme hermitienne par forme bili-
néaire symétrique, et espace (resp. produit) hermitien par espace (resp.
produit) euclidien.

Comme il est d'usage, en analyse des données, de travailler dans les
réels, nous supposerons désormais K = R , bien que ce ne soit pas une néces-

sité théorique.
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Chapitre III

ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES D'UNE FAMILLE FINIE

DE VECTEURS ALEATOIRES REELS DE DIMENSION m

I. Introduction.

26. Avertissement.

L'analyse générale présentée dans le sous-chapitre II introduira les ba-
ses algébriques de 1'analyse en composantes principales d'une famille de
vecteurs aléatoires réels de meme longueur. Les termes de facteurs et de
composantes principales seront définis dans cette section. L'analyse générale
recherche une représentation euclidienne des vecteurs aldatoires (ou plus
exactement de leurs réalisations sur un échantillon) possédant éventuellement
suivant les produits euclidiens adoptés, des propriétés s'exprimant en terme
d'inertie d'un nuage de points. Conjointement des propriétés de maximalisa-
tion et d'orthogonalité des composantes principales seront proposées. Les
démonstrations de ces propriétés découlent directement des résultats établis
dans le chapitre précédent. Ces propriétés n'ont pas véritablement d'inter-
prétation statistique, cependant, comme en analyse classique, elles peuvent
8tre utilisées pour mettre en valeur des effets de taille ou de moyenne.

La transformation des données initiales permet d'aborder 1'analyse
statistique. L'analyse des données centrées (chaque réalisation des variables
aléatoires composantes des vecteurs aléatoires est centrée) permet d'inter-

préter l'analyse générale en terme de maximum de variance et d'indépendance
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linéaire. On proposera donc une définition de la covariance de deux vecteurs
aléatoires; lorsque les vecteurs sont réduits & une seule composante, on re-
trouve la covariance usuelle des variables aléatoires. Cette définition ne
coincide pas avec celle donnée par ESCOUFFIER ([8} et [9]), comme on le ver-
ra dans un autre chapitre.
L'analyse des données normalisées permet de retrouver toutes les pro-

priétés de 1'analyse classique correspondante.

27. Notations.

k
3

de longueur m, et les réalisations de ces vecteurs sur un échantillon

)

On considére une famille Vj = (V de p vecteurs aléatoires

k=l,...,m
I={l,...,n}. On pose J = {l,...,p} et K = {l,...,mlet on note Xj la matri-
ce nxm exprimant la réalisation du vecteur Vj sur I.

Soient trois espaces euclidiens E = (Rp,p), F = (Rn,n) et G = (Rm,m)

ol p, N, M désignent les produits euclidiens et P, N, M les matrices carrées
associées par rapport aux bases canoniques. Les espaces duals sont rapportés
aux bases duales. Ainsi, comme il est d'usage en analyse des données rectan-
gulaires, les indices i et j se rapportent respectivement aux éléments de
1'échantillon et aux unités aldatoires.; l'indice k intrcduit la troisiéme
dimension.

On désigne par Xj 1'application linéaire de G* dans F définie par la
matrice Xj et par m_] la forme inverse de M définie sur c* (cf. §.5). Pour
toute forme bilinéaire symétrique les applications associées s et d &tant
identiques on a :

(48) am™Hy = (am”!
qu'on notera sans ambiguité dm

*
Le produit euclidien Qm‘ln défini sur LR(G ,F) est donné par :

(49) (f,g) = Trace(g*of) = Trace(dmotgodnof).

A
“m~1n

En particulier pour tout j et tout % de J on a :

(50) @m-ln(xj,xz) = Trace(M.tXL.N.Xj).
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Pour simplifier les &critures on notera ¢ au lieu de @m_ln et on dira
quelquefois "vecteurs aléatoires" au lieu de "réalisation des vecteurs aléa-

toires sur 1l'échantillon I".
II. Analyse générale.

28. Inertie d'un nuage de points.

Pour simplifier on confondra espace vectoriel et espace affine associé.
Ainsi on dira nuage de points au lieu de nuage de vecteurs. Dans un méme

souci, si X est une matrice nxp, si N_ est le nuage de points de E = (Rp,p)

I

associ& aux n lignes de X, et si f est 1'application linéaire de matrice

X, on dira indifféremment, opérateur hermitien associé 3 f, a X ou 3 N

1"
Dans ce cadre on a le schéma de dualité suivant
* f
E —-——————F
dp 1du ldn
+
E +——m—— F
t
f
On a vu que les vecteurs propres p-orthonormés (ux))_1 b de
/ L - P LA ¥
1'opérateur duodp = tfodnofodp maximisent
y(x) = u(dp(x),dp(x)) = n(£(dp(x)),£(dp(x))).
Par suite, si N = (niz) on a :
n n
= ¥ P(X.,X).
y () L Qzlniz P(x;»%).P(x,,x),
ot (xi)i=l,...,n désignent les points du nuage N; de E.
Si des poids positifs Ps (Zpi = 1) sont attribués aux n points du

nuage NI et si N est la matrice diagonale des poids DP (resp. la matrice
I

unité) on a :

Y (%) P, P2 (x;,%)

]

]
It o~

i

(resp. y(x) pz(xi,X))-

]

1

[
# 0~113

Dans les deux cas cette quantité représente l'inertie du nuage NI rela~

tivement & l'hyperplan p-orthogonal & x. On la note I,\3 (Ai).
U1
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Théoréme 1.-
Si N est la matrice diagonale des poids ou la matrice unité, pour
tout xde E on a : y(x) = I_ (AL).
N X

I
D'aprés le théordme 2 du chapitre II, il vient immédiatement :

Corollaire 1.-
Si N est la matrice diagonale des poids ou la matrice unité, les
vecteurs propres de 1'opérateur du.dp associé a f sont les axes

principaux d'inertie du nuage correspondant aux lignes de la matri-

ce de f.

29. Image euclidienne de la famille de vecteurs aléatoires.

En revenant aux notations du §.27, on note a présent fJ 1'application
. * * P . P
linéaire de E dans L = (LR(G ,F),d) associée 3 la famille (Xj>jeJ et définie

par (30), et U la forme bilinéaire symétrique définie sur o par (32) :

(51) xeE, ¥ x £ (x) = T mi(x).x.
J el B ]
]
* *
(52) xeE ,yeE ,Vx, Yy UGx,y) = o(£,(),£,(y)).
Comme dans le chapitre précédent (ax)k=l,...,p et (uk)k=1,...,p sont

respectivement valeurs propres (ordonnées) et vecteurs propres p-orthonormés
de 1'opérateur dU,dp associé a fJ; p' est le nombre de valeurs propres nomn

1]
. ' 1 s g P : ~
nulles; E' est 1l'espace euclidien (RT ,1) et NJ est le nuage (pj)j€J oud pj

est le vecteur de E' de composantes (Va}.nj(uk))k= , par rapport 3 la

Iyenns
base canonique de E'.
On rappelle alors (cf. [A]) les définitions d'image euclidienne et d'ima-

ges euclidiennes équivalentes

Image euclidienne : N &tant un nuage de points de E muni du produit scalaire

p, et J étant un ensemble muni d'une distance d,, le triplet (N,E,pP) est une
image euclidienne de (J,dj) s'il existe une application h : J - E vérifiant :

i) h(d) = N et ii) d;(,3") = ”h(j)-h(j')uppour tous j et j' de J.

Images euclidiennes équivalentes : (N,E,p) et (N',E',p"') sont deux images
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euclidiennes équivalentes de (J,dj) s'il existe une application bijective
f : N> N' telle que

“f(xi)-f(xi')"p’ = ﬁxi—xi,ﬂ pour tous x, et X., de N.

p
L'application qui 3 xj fait correspondre pj est bijective; du théoréme

de représentation on déduit le résultat fondamental

Théoréme 2.-
. . p' *
Les images euclidiennes (NJ,R ,1) et ((Xj)jeJ’LR(G ,F),9) sont

équivalentes.

NJ sera appelé la représentation (ou le nuage) des vecteurs aléatoires

V..
J

30. Propriété de 1'image euclidienne des vecteurs aléatoires.

A) Propriétés matricielles.

Compte tenu de 1'inutilité (ch.II.,th.4; Remarque) des vecteurs propres

u,, pour A > p', on notera désormais U (resp. U) la matrice pxp' dont les

)’
vecteurs colonnes sont les vecteurs propres Uy A= 1,...,p' (resp. les
vecteurs Gx, = 1,...,p")"

(53) o = Yo u

(54) U= (ul, cesU_y)

(55) 0= (u LG 1)

Da étant la matrice carrée p'xp' diagonale des valeurs propres non
nulles (ordonnées), il est clair que

(56) 0-=u.npn'?
o

Les vecteurs propres (uk) , étant p-orthonormés,la matrice de

A=1l,...,P
leurs produits scalaires dans E est la matrice unité. Par ailleurs, d'aprés
le théoréme de représentation, la matrice des produits scalaires des pj dans

E' est la matrice (@(xj,xj.)), c'est 3 dire la matrice U(cf. théoréme 6 du

§.21). On peut donc écrire
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Lemme 1.-
Les matrices pxp', U et U vérifient les propriétés suivantes :
(57) tu.pu =1
(58) UP.U=0D,
(59) 0.ta = u.

-~

U est la matrice exprimant, en ligne, les composantes des Dj du nuage

L
NJdmsE : R

'Y —— > E

| I

E' e E*

~

u

par suite 1'opérateur associé a NJ a pour matrice

ses valeurs propres sont donc (qx)X=1 , et les vecteurs (ei)

A=1l,...,p'

gy

de la base canonique de E' constituent un systéme i-orthonormé de vecteurs

propres correspondants.

Lemme 2.-
Les vecteurs propres de l'opérateur hermitien de E' associé au
nuage NJ correspondants aux valeurs propres (ak)k~1 o' sont
- ’OOI )

les vecteurs de la base canonique de E, et sont i-orthonormés.

' .
B) Axes d'inertie du nuage NJ.

On suppose ici que des poids réels positifs (ij = |]) sont attribués
aux vecteurs alédatoires et que P est la matrice diagonale des poids DPJ
(ou éventuellement la matrice unité). D'aprés le lemme 2 et le corollaire 1
du §.28, les vecteurs propres (e;) de 1'opérateur associé a NJ sent les
axes principaux du nuage :
Théoréme 3.-
Si P est la matrice diagonale des poids attribués aux vecteurs

alédatoires (ou la matrice unité&) les vecteurs (e;\)x_1 p!
—’Q'.,

1
de la base canonique de E' = (RP ,i) sont les axes principaux
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d'inertie du nuage pondéré NJ = (pj)ng. De plus,pour tout

A=1,...,p" on a IN (Aé,) = Q.
J

Ce théoréme permet donc d'interpréter la représentation NJ des vecteurs

aléatoires en terme d'inertie.

C) Centrage du nuage N
Définition.-
i) Xy = Z pj.xj est appelé homomorphisme moyen associé 3 la

jeJ
famille ((x.,p.)). d '"homomorphismes pondérés.

ii) La famille ((Xj’pj))jeJ est dite centrée ssi Xy = 0.

Il est &lair que :
Proposition.-
Pour toute famille ((xj’pj))jeJ’ la famille ((xj—xJ,pJ.))jCJ est

centrée.

On suppose a4 présent que la famille (xj’pj)jeJ associée aux vecteurs

aléatoires pondérés Vj est centrée. Comme en (34) et (45) on pose alors

~ - .
(60) a, = fJ(dp(uK)) A l,...,p
I«
(61) a, = —.3 A=1,...,p".
A A
Q&
Pour tout j de J'le corollaire du théoréme de décomposition permet
d'écrire
p|
x. = ) Va_.r.(u).a
] Azl A J( A A
p'
-
X, = Z p:- Z Ja,.m.(u).a
37 e PEE TN A
1]
= E ) pJ../oT;.nj(ux)).aA =.0.
A=} jeJ
le systéme (a>\)}\_1 o' étant ¢~orthonormé, on en déduit pour tout
.‘,ICI,

L psGayimu)) = [pomi(e) =0
jed J jed SN
ol ﬂi désigne la A-&me fonction coordonnée de E'.

Cette derniére égalité exprime que la matrice (/ est centrée en colonnes
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pour DP , c'est 3 dire que le nuage N_ est centré. La réciproque se
J
démontre de fagon identique.

J

Théoréme 4.-
La matrice P associée au produit scalaire P de l'espace E &tant la

matrice diagonale des poids, le nuage pondéré N._ représentation des

J

vecteurs aléatoires V, est centré ssi la famille ((x.,p.)).
j J’pJ) jed

est centrée.

31. Facteurs et composantes principales.

Pour tout x de E on note A(x) le vecteur aléatoire de longueur m défini

par :

(62) A(x) = T m:(dp(x)).V,
jed 3 3
et A(x) la matrice

(63) A(x)

*
) X,
ng T dP()) X,

matrice de sa réalisation sur 1'échanti3jion I. Par abus d'&criture on notera
aussi quelquefois
(64) A(x) = fJ(dP(X))

confondant ainsi application linéaire et matrice associée.

Pour tout X = l,...,p' on pose
(65) AX = A(ux)
(66) AA = fJ(dp(uA)).

Définition.-
Le vecteur aléatoire A) est appeld le A-&me facteur, et la matrice

AA de ses réalisations sur I est appelée la X-8me composante prin-

cipale.

Remarque importante.- En analyse des données rectangulaires il est tradition-

* , .

nel (cf. [1]) d'appeler facteur 1'élément dp(uk) du dual E*. Ceci provient
du fait que les éléments de 1'&chantillon I &tant considérés comme élément
de E, une variable aléatoire est prise comme une application linéaire de E

dans R, c'est a dire comme un élément du dual. Dé&s lors il est légitime de



- 32 -

confondre les p vecteurs de la base canonique du dual avec les p variables
aléatoires.

Dans notre cas, ces considérations ne sont pas valables, et c'est pour-
quoi nous préférons la définition ci-dessus, ol un facteur est une combinai-
son linéaire des vecteurs aldatoires initiaux, les coefficients de la combi-
naison restant les composantes d'un élément du dual E*.

Reparquons de plus que pour tous j et j' de J on a :

(67) #(x5,x50) = Ulel,el) = (000
et pour tous A et A' inférieurs ou égaux & p' :

(68) 2(3,,3,,) = u(dp(y,),dp(u,,)) = ‘i(/a_)\_.ei, o e

Enfin on a :

p™' (4P (u,),dpCu, 1)) = dp” eap(u, ) (dP(u,))

u; 4 (dP(u,))

dp(u,) (u, )

p(uxﬁukl)

=8,

AA

Par suite, pour des éléments correspondant en X et X', U dp(ux), ak

c - .l *
et Vax.ei » la p-orthogonalité dans E, la p ]—orthogonallte dans E , la ¢—-ortho-
gonalité dans L et la i-orthogonalité dans E' sont équivalentes.
Le schéma ci-dessous, en forme de double schéma de dualité, résume les

espaces et les applications utilisées

1 oy _ f
B = BP0 BT = R ——T— L = (et 0)

|

di duf dp deo

l. |

E = (RP,p) L
fJ

jod ¥

32. Propriété des facteurs et des composantes principales.

Théoréme 5.-

[ Les facteurs A\ = A(u)), A= 1,...,p' sont de tous les vecteurs
A \

|
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- . * . . o s
aléatoires A(x) = ) 7.(dP(x)).V,, combinaisons lin&aires des p
jeJ J
vecteurs initiaux, ceuxX qui réalisent successivement le maximum
de la ¢-norme de leur réalisation sur 1'échantillon I, sous les

contraintes de P-orthonormalité portant sur les solutions en x. En

outre les composantes principales sont d-orthogonales et pour tout

A=1,...,p" on a : “Ak“é =a,.
Ce théoréme reprend simplement dans le cas qui nous intéresse ici les ré-

sultats généraux décrits par le lemme 3 du §.19 et le théoréme 5 du §.20.

33. Interprétation.

En pratique, l'analyse en composantes principales d'une famille finie
de vecteurs aléatoires s'appuie sur 1'interprétation que l'on donne au théo-
réme 5. Cette interprétation dépend elle-méme du sens que l'on préte a la
¢-norme d'une matrice nxm, et plus généralement au sens du ¢-produit de deux
matrices nxm, considérdes comme réalisations de deux nouveaux vecteurs aléa-
toires, combinaisons linéaires des anciens. Or pour toutes matrices A et A' :

5(A,A") = Trace(M. AIN.A).

L'interprétation statistique proprement dite dépendra donc en fin de

compte & la fois du choix des matrices M et N, et des transformations &éventuel-

les appliquées a priori aux matrices A et A'.

Dans les sous=-chapitre III, IV et V suivants nous allons proposer un
choix pour les matrices M et N, et des transformations particuliéres a appli-
quer aux réalisations des vecteurs Vj. Ces choix nous conduisent 3 proposer
une définition de la covariance et du coefficient de corrélation de deux
matrices. Ces définitions ont 1'avantage de généraliser celles correspondant
au cas usuel des variables aléatoires.et, en outre, de s'interpréter simple-

ment en terme de covariance empirique usuelle.
ITI. Analyse en terme de variance.

34. Covariance de deux vecteurs aléatoires.

On dira que la matrice nxm : Xj’ réalisation du vecteur Vj sur 1'échan-
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, . . n_. 4. , .
tillon I est centrée si les vecteurs de R, réalisations de chaque variable
aléatoire composante de Vj’ sont centrés pour le produit scalaire associé

3 la matrice diagonale des poids N = DP .
I

Si Xj est la réalisation de Vj sur I, on note X3 la matrice Xj centrée

pour DP au sens ci-dessus. Cela signifie que Xg est la réalisation du vec-
I
k . k .
teur V} = (V'j)kéK, ol chaque variable V'j est centrée au sens usuel.
. k % k P .

Les notations cov(Vj,Vj) et var(Vj) désignent respectivement la cova-

riance et la variance empiriques des variables correspondantes. Enfin ¢ dési-

gnera tout aussi bien le produit des applications linéaires que celui des

matrices correspondantes. Dans ces conditions on pose :

Définition.-
- t Yt
(69) COV(Vj,VQ) = ®<Xj’xi)
70 VAR(V.) = COV(V.,v.) = 1X1)2,
(70) ) v = Iz

On suppose maintenant que des poids positifs Py (Zpk = 1) sont attri-

bués aux différentes composantes des vecteurs Vj' On pose M DP . Alors :
K

' _ t
@(Xé,XQ) = Trace(DP . Xi’DP

X,
K 1 4

Les vecteurs colonnes de Xg et Xé étant centrés pour DP , le terme géné-
I

Lty '
ral de DP . XQ'DP .Xj est alors
K I k' ok
akk! = Pk-COV(Vj ’vj):

d'old le théoréme
Théoréme 6.~

i Si N=D_ etM=D_ on a:

P Px
k .k
(71 CovV(V,,v.) = ) P, -cov(V,V))
ite K ]
(72) VAR(V.) = ) pk.var(vk).
J keK J

0n a ‘e meme !
Théoréme 7.-

Si N = DPI et M =1
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(73) COV(V.,,V,) = ) cov(vlf,vk)
I ke IR
(74) VAR(V,) = } var (v5).
J ke K J
Dans les §.36,37 et 38 on se placera dans le cas M = DP . Sous forme de

K
remarque 3 la fin du §.38 on indiquera les modifications a apporter aux

résultats lorsque M = I.

35. Définition de 1'analyse en C.P en terme de variance.

On appellera analyse en composantes principales en terme de variance

de la famille (Vj)jeJ (ou de la famille (Xj)jeJ) ou plus simplement analyse

des données centrées 1'analyse générale correspondante lorsque N = DP
I

et M = DP , et lorsque les réalisations des vecteurs Vj sont centrées pour
K

D .
PI
I1 ne faut pas confondre le centrage de la famille (Xj)jeJ pour DP

(correspondant au centrage du nuage NJ) gtudié au §.30, avec le centragi de
chaque matrice Xj pour DPI proposé ici. Ces deux opérations ne sont pas
exclusives 1'une de 1'autre. Cependant le centrage de la famille (Xj)jeJ
pour DPJ modifie évidemment les produits scalaires des matrices et par

suite 1'analyse elle-méme. On ne doit donc procéder & cette opération que

si celle-ci a un sens statistique.

36. Représentation des vecteurs aléatoires.

Soit NJ la représentation des vecteurs aléatoires issue de 1'analyse

en terme de variance. Les Xj étant par définition centrées pour DPI, (69)
fournit :
(75) Q(Xj’xﬂ) = COV(Vj’VL)
donc du théoréme 6 du §.21 on obtient
Propriété 1.-
La matrice U associde a& la forme u définie sur o est la matrice

des variances-covariances des vecteurs aléatoires.

et le théoréme de représentation donne
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ProEriété 2.-

Nj = (pj)jeJ étant la représentation des vecteurs aléatoires, pour
tout j et tout & de J on a :

(76) 1(Oj,02) = COV(Vj,VZ)

(77) "pju% = VAR(Vj).

Cette propriété qui permet de passer de considérations géométriques por-
tant sur les représentations obtenues 3 des considérations statistiques sur
les données constitue une aide a 1'interprétation.

Enfin comme précédemment, si P = D, ou P =1 les axes de la représenta-

£

tion sont les axes d'inertie du nuage NJ.

37. Interprétation statistique.

Ce sera simplement la traduction du théordme 5 du §.32 :

Théoréme 8.-

-~

les facteurs AA

A(ul), A= 1,...,p' sont de tous les vecteurs

1}

aléatoires A(x) z nf(dp(x)).Vj combinaisons linéaires des p

jeJ
vecteurs initiaux ceux qui réalisent successivement le maximum
de la variance de leur réalisation sur 1'échantillon I, sous les

contraintes de p-orthonormalité portant sur les solutions en x.

En outre, les covariances inter-composantes principales sont nul-

les et pour tout » = 1,...,p' on a VAR(AX) = a,.
D'un point de vue statistique c'est ce théor&me qui donne son sens 3
1'analyse. On verra ci-aprés en IV que la nullité des covariances des com

posantes principales s'interpré&te également comme une non-corrélation linéaire.

Remarquons enfin que chaque composante principale est centrée pour DP .
I

On notera maintenant caA(Vj) la contribution absolue de j-éme vecteur

V. au A-éme facteur, et crA(Vj) la contribution relative du A=-&me facteur

au j-éme vecteur. Comme en analyse en C.P. classique on posera lorsque
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- 2
(78) caX(Vj) pj'ﬂj(uk)
o, .m2(u.) o, .72 (u,)
(79) er, (v,) = 2l - & A .
J x.12 o112
] ¢ 11

Les propriétés de ces coefficients sont les propriétés usuelles.

38. Espaces factoriels de représentations conjointes.

En analyse en C.P. classique on cherche, entre autre, & expliciter les
proximités et les oppositions des éléments relatifs & un indice en fonction
des &léments relatifs au deuxiéme indice. Il s'agit notamment des représenta-
tions conjointes. On espérait ici produire un espace de représentations con-
jointes contenant les &léments relatifs aux trois indices. Comme on le verra
plus loin il ne semble pas que cela soit possible car dans le cas des données
cubiques on perd la propriété fondamentale de dualité qui exprime le fait
que les deux opérateurs hermitiens duaux possédent les mémes valeurs propres.
Cependant d'aprés le corollaire du théoréme de décomposition pour tout j on

peut écrire :

(80) x.=§x?
IonL T

ol

(81) X* = 1. (u). AL .
] JUAMTA

Toutes les matrices Xj s'exprimant comme combinaison linéaire des AA’

avec la part d'inertie que l'on sait, on en déduit que la matrice AA doit

permettre d'expliquer comment les &léments relatifs aux deux autres indices

I et K ont contribués 3 la séparation des Vj le long du A-éme axe factoriel.
Ces considérations nous aménent a proposer les définitions suivantes :

-~

i) On dira que la matrice A) est la A-éme matrice de référence des

vecteurs aléatoires;

ii) on appelle A-&me espace factoriel de représentation conjointe relati-

ve aux vecteurs aléatoires, l'espace de la représentation conjointe issu de

-~

1'analyse en composantes principales classique de la matrice de référence Ak'
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~

A la matrice de référence AA’ de ¢-norme /aA est associé le schéma de

dualité suivant :

A
A . . . A
NI est le nuage de G assoclé aux n lignes de AA;
A L ~
NK est le nuage de F assoclé aux m colonnes de AA'

-~

Puisque chaque composante principale A, est centrée (en colonne) pour

A

DP , on obtient
I

Propriété 1.-
A < . - .
Pour tout A, le nuage NI du A-éme espace factoriel de représentation
conjointe est centré,

N &tant la matrice diagonale des poids on a d'aprés le corollaire 1

du §.28 :

Propriété 2.-
Les axes factoriels du A-8me espace factoriel de représentation

7

conjointe sont également les axes principaux d'inertie du nuage NI‘

Rappelons que ces axes factoriels sont les vecteurs propres M-orthonor-

~

més de 1'opérateur hermitien associé i AA’ de matrice : tAA’DP 'AA’DP
I K

La matrice M étant également une matrice de poids la propriété 2 est aussi

LA
valable pour le nuage NK :
Propriété 3.-

Les axes factoriels du A-8me espace de représentation conjointe

sont les axes principaux d'inertie du nuage N

K
Soit RA le A-éme facteur; on pose pour tout = l,...,p'
A = (vl myoowk
(82) AA (VA""’VA) (vk)keK

et d'aprés (65) chaque variable aléatoire Vk est donnée par

A

k °
(83) vio= )
oo

* ,k
; Wj(dp(uk))-Vj

J
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Par suite :

Propriété 4.-

La matrice de 1'opérateur hermitien associé 3@ la A-éme matrice de

~

référence AX est la matrice des variances-covariances pondérées des

m variables aléatoires Vi :
t5 % _ k k'
(84) AA'DP JALD, = (pk,.cov(Vx,Vx )

1 0 Fx

keK,k'eK °

Soient (akv)v-l o les valeurs propres de 1'opérateur hermitien as-—
..’IQQ’

-~

socié 3 AA' On connait le résultat classique de 1'analyse en C.P. d'une matrice :

m
T t4
¥ a, = Trace("A .D_ A .D ).
vel AV A PI A PK
Or
Trace(tﬁX.DP 'AA'DP ) = Trace(DP .tAA.DP ’Ak)
I K K 1
= Q(AX’AX)
= a.
Théoréme 9.-
Pour tout A = l,...,p' on a
§ = i
(85) Loy, %, i.e.
veK

1'inertie expliquée par la totalité des facteurs dans le A°espace
factoriel de représentation conjointe est égale 3 1'inertie

expliquée par le A-&me facteur relatif & la famille .) de

j73ed

vecteurs aléatoires.

Remarque 1.- On aurait pu prendre la matrice ¢-normée A) comme matrice de

-~ )

P . A A
référence au lieu de A . Les nuages N, et N

\ K correspondants se déduiraient

alors simplement des précédents par une homothétie centrale de rapport /E; >

ce qui ne change rien i l'interprétation. Par contre la relation (85) devient
z 4y = 1. Dans cette optique on perd 1'importance relative des différents

vek
facteurs des espaces factoriels de représentation conjointe, de l'un a

1'autre de ces espaces. I1 n'y a pas en effet, sur l'ensemble {axv}X-l o'
’,..l’

veK

de relation d'ordre compatible avec les relations d'ordre naturelles des
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ensembles de variation des indices A et v.

Remarque 2.- Pour un XA donné l'annalyse en C.P. des différentes matrices

A 4 « .
Xj’ j€J permet de représenter dans le A-éme espace factoriel les ensembles

I et K relatifs & chaque j. Pour tout j les vecteurs propres de l'opérateur

‘o s e yA . . < - ,
hermitien associé 3 Xj sont en effet identiques 3 ceux de l'opérateur hermi-

~

tien associé 3 A,, comme le prouvent les relations (8!). Ces mémes relations

)\’

montrent que pour A donné, et pout tout j les nuages N; et NQ relatifs a

j sont homothétiques des nuages N; et Né relatifs 3 AA’ dans le rapport

nj(ux). De telles représentations ne sont donc pas souhaitables puisque les:
informations portant sur les différences entre les vecteurs Vj’ relativement
au A-éme facteur, sont apportées par le A-éme axe factoriel du nuage NJ.

Remarque 3.- Si on pose M = I au lieu de DP , les résultats de l'analyse
K

présentée aux paragraphes précédents restent valables3 ceci prés :
1) la conduite de 1'analyse, on 1'a vu, repose sur la recherche des
éléments propres de la matrice U.P. Si M =] la matrice U des variances-co-

variances des vecteurs a pour terme géné@ral Z cov(V%,Vg,) au lieu de
keK )

Z P .cov(V% Vg ).

3 i3t

keK

ii) Dans la propriété 4 du §.38 la matrice de 1'opérateur hermitien asso-

-~ -~

NP - . P . t =
cié 3 la \-éme matrice de référence AA est la matrice AX'DP 'AA de terme
et
k' -

général cov(Vﬁ,VA ).

IV. Corrélations vectorielles et normalisations.

39, Définition.

On suppose N =D Comme précédemment Xé et X! désignent les matrices

. Py
Xj et X2 centrées pour DPI

On appelle coefficient de corrélation vectoriel le réel noté COR(Vj,VQ)
et défini par

A

COV(Vj,V,)

(86) COR(Vj,VA) =

#?AR(Vj).VAR(Vi)
A
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De (69) et (70) on déduit
@(X!,Xi)

(87) COR(V _,V ) = ; .
J* s i j“@‘ 2”®

40, Propriétés du coefficient COR.

On a clairement
(88) -1 ;:COR(Vj,VZ) < +1.

On suppose toujours M = D_ :
P
K
Théoréme 10.~
COR(Vj,VQ) = +] (resp. -1) si et seulement si XK = an + B, ot
a est positif (resp. négatif) et B est une matrice nxm ayant toutes

ses lignes égales, ou ce qui revient au méme ayant pour colonnes

des vecteurs constants.
L'interprétation statistique de ce théoréme est que, dans ces conditioms,
, k ok - .
tout "couple (Vj’vl) de deux composantes de méme rang des vecteurs Vj et Jz est
formé de deux variables aléatoires liées fonctionnelement par une relation
affine. En outre toutes ces fonctions ont méme coefficient angulaire.

Preuve : supposons COR(Vj,V~) = +1, ce qui d'apres (86), (71) et (72) est

gquivalent & :

(89) ) Lvar (v¥)

5 .cov(V?,Vi) = // Z pk.var(V?).

L vy
keK e

P
K k keK
Pour tout k on sait que :

(90)

k ky _ k k k ok
pk.cov(Vj,VZ) = pk.c(vj).o(VZ).cor(Vj,Vz)

ol 0 désigne 1'écart type empirique sur I. Par suite

k .,k k k

pk.cov(Vj,Vi) < pk.o(Vj).c(VL) et

(91) Z pk.cov(VK,V% < Z pk.G(VK).J(VE).
keK 3T T ke J

D'autre part il est clair que

© k k 2 T 2 ]k T 2 k
-l pk-O(Vj).a(Vl)> <L ped (\j). é P -0 (V)

kekK keK keK
(92) Z pk.G(Vg).j(V%) < // E pk.var(V ). E pk.var(Vz) .
KeK J * " keK kek
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De (89), (9!) et (92) on déduit :

k ,k k k k .k
z pk.cov(Vj,Vl) < z pk.c(Vj).o(VQ) < Z{pk.cov(vj,vg)

KeK keK keK
soit
K
(93) [ p-cov5, vy = [ p o) .ov)).
keK J keK J

De ce dernier résultat et de (90) on tire :

) pk.éfvg).o(vz)(cor(VK,Vt) -1 =o0.
keK J ]
K

On supposera ici, qu'aucun écart type des variariables V¥ et V' ,
P j )

k = l,...,m n'est nul, c'est 3 dire qu'aucune colonne des matrices Xj et XQ
n'est constante. Dans ces conditions 1'égalité ci-dessus implique :

k k
(94) Yk cor(Vj,VE) = 1.

Les relations (94) signifient que pour tout k les variables aléatoires

k k . . . . ‘
Vj et VQ sont liées par une relati-n fonctionnelle affine que l'on notera :

k k
= A
Vl ak VJ Bk
ot Bk est une variable vérifiant Bk(i) = Bk pour tout ie¢ I. Dans cette

situation on sait que
ke _ 2 ,
var(VQ) = ak.var(\.)
k .k k
cov(V,,V)) = .var(V.).
(J‘}v)ak (J
Par suite (89) s'écrit
k . k ) k
( Z P, . .var(v.))? = ) p,.var(V)). Z p, .a-.var(V,)
kek K K J kek © 17 ek K K J

soit

k h
Z Z p, p, .var(V.,)var(V,) ( -a. )2 = 0.
keK hok < D ] 7% Th

SBus la réserve exprimée ci-dessus on en déduit
Y k,Yh a =a =a
En outre (94) implique a > 0. On aurait un résultat semblable en supposant
COR(Vj,VQ) = =], On note alors bk le vecteur de F ayant toutes ses coordonnées

égales a Bk et on pose B = (b .,bm). La proposition directe est établie.

I
Réciproquement, j et % étant donnés dans J, on suppose que les variables
k k .
Vj et VQ sont liées,: pour tout k, par :
V' = a V. + B ou Bk(i) = 3
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Pour tout k on en déduit :
k .k k k
cov(Vj,VQ) = o(Vj).c(Vi)
soit

k ,k
Z pk.cov(Vj,VR)

.o(VK).G(V%)
keK J “

T
P
keK k

et sachant que O(VE) = a.o(V?), on a :

(95) Z pk.cov(Vg,Vz) = a. E pkvar(V%).
keK ] keK J
Par ailleurs on a également
T o . k. . ky < a. . kyy2,
(96) k:ka var(VJ) Z Py var(Vl) a.( Z Py var(Vj))

kekK keK

De (95) et (96) il vient

a

COR(V,,V,) =
it a

et tout est dit.

Remarque : de ce théoréme il résulte que 1'expression :"les vecteurs Vj et

V, sont correlés linéairement', signifie que les matrices Xj et X2 de leurs

réalisations sont sensiblement liées par une relation affine de type

X =a.X. +8B

N

% J

la matrice B &tant formée de vecteurs colonnes constants. Cela signifie
également que les variables aléatoires de méme rang k, composantes des vec-—
teurs Vj et VL sont sensiblement correlées linéairement, les pentes des m

droites de régression étant en outre sensiblement égales.

La recherche d'une telle corrélation entre vecteurs aléatoires peut
présenter un intérét certain et une interprétation naturelle dans de nom-
breux problémes concrets. Par exemple, dans les séries chronologiques, suppo-
sons que j soit 1'indice des dates, i celui des pays européens et k celuil
de biens de consommation ou de matiéres premiéres. La matrice Xj indiquant
le prix de ces biens dans tous les pays de l'ensemble I et & la date j.

Une relation COR(Vj,Vk) = +], s'exprimant natriciellement par
X - a.Xj + B

b

permettra de dégager la tendance inflationniste générale exprimée par a
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(coefficient multiplicatif) et pour chaque bien k une variation conjecturelle
(spéculative?)additive exprimée par le terme constant de la k—éme colonne
de B. Un autre exemple classique est celui o0 la matrice Xj indique les notes
attribudes par un juge j, @ un ensemble I de candidats, suivant un ensemble
K de critdres. Une relation de type X2 ~ a.Xj + B exprimera de la part des
juges j et & des jugements tré&s voisins pour tout i de I et tout k de K, mais
révélera des échelles différentes caractérisées par a (étendue des jugements)
et par B (hauteur moyenne des jugements pour chaque critére).

Par ailleurs COR(V.,V_ ) = 0 implique Z P .cov(V%,Vk) = (. Gette dernié-

ji R kek k j7 2

re relation est vérifide en particulier lorsque les coefficients de corrélation
usuels de chacune des paires de composantes correspondantes des vecteurs Vj
et V2 est nul. Cependant elle peut 8tre vérifiée, méme lorsque ces coefficients
valent *1, les m droites de régression ayant alors des pentes différentes.

Il reste une situation intéressante, que ne décéle pas le coefficient
COR proposé ici : c'est celle ol chacun des coefficients de corrélation usuel,
de chacune des paires de composantes correspondantes, vaut sensiblement +]

(resp. -1), mais oli les pentes des m droites de régression sont différentes.

On verra au §.42 comment résoudre ce probléme.

41. Normalisation globale des vecteurs aléatoires.

Définition.-

On dira que le vecteur aléatoire Vj est globalement normalisé
si la matrice Xj de sa réalisation sur I est 4 la fois centrée

pour D_ et ¢-normée.
PI

Progriété 1.-

Si Vj est un vecteur aléatoire quelconque de matrice Xj sur I alors

le vecteur ayant sur I la matrice
X'
N
Xt
31'®
est globalement normalisé.

(97)
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Progriété 2.-

Si Vj et VQ sont globalement normalisés alors :

(98) COR(Vj,VQ) = ®(Xj,X2).

En effet, X3 = X, et Xé = X, et de plus

j %

" == '_ = u “ z= ' = . e a
l\Xj o “XJH@ Xz 0 IXQHQ 1. le résultat découle glors de (87).

42. Normalisation forte des vecteurs aléatoires.

Définition.=-

On dira que le vecteur aléatoire est fortement normalisé si chaque

variable aléatoire V?, k € K composante de Vj est normalisée.

E désignant 1'espérance mathématique d'une variable aléatoire, la défi-
nition est équivalente & :
k k
keK, Yk E(VJ.) = 0 et var(Vj) = 1.

Progriété .-

si N = DP et M = DP et si V. est fortement normalisée, alors
I K

il est globalement normalisé.

En effet :
IX.12 = o(X.,X.) = Trace(D, .“X..D, .X.).
! ie R P IR
Le terme général de cette matrice produit est :
_ k k'
At < pk.cov(Vj,Vj ).
Les variables VK étant normalisées, on a :
J . . .
(99) apt T Pk-cor(Vj,Vj )

et par suite :

k .k
Ix 42 = Z a ., = Z p, .cor{V.,v.) = Yop. o= 1.
Pk KR ek K I ek K

D'aprés le paragraphe précédent on en déduit immédiatement
Propriété 2.-
‘ Si Vj et V, sont fortement normalisés alors
(100) | CORQVV) = (KX ).

tn étudiant de la méme fagon la matrice D .5X_.D_ .X, on obtient :
PK 2 PI hl



_46..

Théoréme 11.-

Si N = DP et M =D et si les vecteurs aléatoires V., et V_ sont

I P J L
fortement normalisés on a :
(1o1) COR(V,,V,)) = ] p .cor (VK v%y .
i’ e ox K 3’7

On note Vg le vecteur Vj fortement normalisé; on a alors :

Théoréme 12.-

SiN=D etM=D |,
PI PK

seulement si, pour tout k de K, les variables aléatoires V? et Vk

alors COR(V},VZ) = +] (resp. -1) si et
2
sont liées par une relation fonctionnelle affine du type
k _ k
V2 = ak.Vj + Bk

ol Bk est une variable vérifiant Bk(i) = R

ay, < 0),

Supposons COR(V},VE) = +]; du théoréme 10 il vient :

K et ol a > 0 (resp.

X" = a. X" + B ot a > 0.
% J

Les matrices XE et XH étant centrées pour DP , B 1'est aussi et chacun de
I

ses vecteurs colonnes constant est le vecteur nul. On a donc B = 0 et

XE = a.Xg, ce qui implique,en prenant les ¢-normes,a = |. Enfin 1'égalité
LA V4 | B :
XQ Xj implique a 0 \
I 3
XJL=XJ 1+ B
\ 0 a_/

ol B est une matrice 3 vecteurs colonnes constants.
Inversement les relations fonctionnelles indiquées dans le th. 12 impli-
quent XE = Xg. Par suite, d'aprés la propriété 2

i

COR(V', V') = (X", X"y = xnl2 =1,
( ; ) ( ; % ;

2
d
L'analyse des corrélations COR portant sur des vecteurs aléatoires forte-
ment normalisés permettra donc de déceler les couples de vecteurs tels que,
. k K . P
pour tout k, les variables Vj et V. correspondantes solent linéairement cor—

relées. Il reste la restriction que les pentes des droites de régression

correspondantes doivent toutes etre de méme signe. Sachant COR(V},VE) = +1,
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on obtiendra la valeur a de ces pentes, en calculant directement pour tout

k la régression de la variable Vt d la variable V.

V. Analyse en terme de corrélation.

43. Définition de l'analyse en C.P en terme de corrélation.

On appellera analyse en composantes principales en terme de corrélation

de la famille (Vj)JéJ (ou (Xj)jeJ)’ ou plus simplement analyse des données
normalisées, l'analyse générale correspondante, lorsque N = DP , M= DP

I K
sont globalement ou fortement normalisés.

et lorsque les vecteurs (Vj)jéJ
La conduite algébrique de 1'analyse normalisée est indépendante de 1l'un

ou l'autre mode de normalisation proposé, mais bien entendu les conclusions

pratiques ne seront pas les mémes en général.
Dans tout ce sous-chapitre V on supposera une fois pour toute que les

vecteurs V. sont normalisés (sans autre précision).

44, Représentation des vecteurs aléatoires.

D'aprés les propriétés 2 des §.41 et 42, on a

Propriété .-
. . - e . * .
La matrice U associde 3 la forme U définie sur E° est la matrice

des corrélations des vecteurs aléatoires.

.
.

Du théoréme de représentation il vient alors

Progriété 2.~
NJ = (pj)jeJ gtant la représentation des vecteurs aléatoires, pour

.
.

tout j et pour tout & de J on a

A

=1,

(103) ENE

Comme en analyse classique on en déduit

Propriété 3.-
Dans 1'espace E' de représentation des vecteurs, le nuage NJ est

i
i

sur la sphére unité de centre l'origine.
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Et enfin :
Propriété 4.-
Pour tous j et 2 de J on a :

(104) cos(pj,pz) = COR(Vj,VQ).

Dans l'espace de représentation des vecteurs, deux vecteurs ayant un
coefficient COR égal a | (resp. -1) sont donc représentés par deux points
confondus (resp. opposés) sur la sphére unité. Si ce coefficient est nul,

les points représentatifs sont & angle droit sur la sphére.

45, Interprétation statistique.

Le théoréme 5 du §.32 s'é@nonce dans ce cas
Théoréme 13.-
Les facteurs KA = A(ux), A =1,...,p' sont de tous les vecteurs
. . * .. e
aléatoires A(x) = Z m.(dp(x)).V., combinaisons linéaires des p
jeJJ J

vecteurs initiaux, ceux qui réalisent successivement le maximum
de la variance de leurs réalisations sur 1l'échantiilon I, sous les

contraintes de P-orthonormalité portant sur les solutions en x.

En outre les composantes principales AA sont de corrélation nulle

entre elles, et pour tout X on a : VAR(AX) =a,.

Les facteurs sont bien entendu centrés pour DP . Pour chaque X et chaque
I

k, la variance de Vi est donnée par

k ' * * k _k
var(V.)) = z Z m.(dpu)).m, (dp(u.)).cor(V,,V ).
A jeJ 2€J A 2 A 37 %

46. Composantes principales et espaces factoriels de représentation.

Les propriétés 1, 2 et 3 et le théoréme 9 de 1'analyse des données
centrées (§.38) restent bien entendu valables ici. L'égalité (84) qui donne
le terme général de la matrice associée 3 la »-éme matrice de référence

devient

t% A _ k k'
(105) AD, .A..D, = (pk.cor(Vk,VA )keK,k'eK'
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La matrice Ax, associée a Ak’ étant par définition ¢-normée, on a pour tout

A et tout j

(106) @(AA,XJ.) = COR(AK,Vj) = /a';.nj(uk)
ol

P-
(107) A = — LA,

A /a-—)\' A
De (106) on déduit pour tout j de J

pl
108 X, = COR(A_,V.).A .
(108) ; Az} (AVo-A,

Enfin, dans 1'espace E' de représentation des vecteurs, la relation

(106) se traduit par :

(109) cos(e',p.) = COR(A_,V,)
AT ] AT ]
soit, pour tout j
t
= 1
(110) oj Ai] COR(AX’Vj)'eA

VI. Reconstitution des données.

46. Inertie totale de la repré@sentation des vecteurs Vj.

Ce sous—chapitre VI introduit briévement le probléme de la reconstitutiocn
des données, et donne l'expression qui, connaissant les composantes principa-
les, permet de les reconstruire exactement ou approximativement. Le probléme
sera repris au chapitre suivant.

D'aprés le théoré@e 3 du paragraphe 30, les axes factoriels du nuage
NJ sont aussi les axes d'inertie lorsque P = DPJ' Dans ces conditions, on
déduit que 1'inertie totale du nuage NJ par rapport 4 l'origine est donne
par :

o4

I, (0) = Trace(Da) = Trace(U.P) =
|

N
J X

o1

.

Cette quantité représente également 1l'inertie de (Xj)jeJ par rapport

3 1'origine de L et pour la métrique *%.
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47. Reconstitution<globale des données.

Pour tout j de J la matrice Xj est reconstruite 3 partir des composan-
tes principales 3 1'aide de 1'expression suivante, issue du corollaire du

théoréme de décomposition.:
t '

(111) X, = E /o-.—):.nj(uk)./\)\= E

7. (u ).ﬁ
I 5 =1 1A A

Si pour tout j, la sommation sur )\ est effectuée de 1 3 r, avec r < p',

ily a alors reconstitution approchée des données. L'inertie du nuage de E'

r
correspondant est Z @, et la part d'inertie reconstruite est
A=1
r p'
(112) Z aA/ZaA.

On dira que les expressions (11]) constituent une reconstitution globale

des données, par opposition 4 la reconstitution analytique donnée plus loin.



Chapitre IV

ANALYSE TRIADIQUE

I. Propriétés triadiques.

48. Introduction et notations.

Jusqu'3a présent nous avons fait jouer des roles dissymétriques aux
ensembles I, J et K. Nous abandonnerons cette attitude, dans ce chapitre, pour
mettre en valeur les liens existant entre les trois analyses en C.P que nous
proposons ci-dessous. Ces liens exprimés en langage algébrique seront traduits
en terme de ''vecteurs aldatoires' et de '"fecteurs" chaque fois que cela sera
possible. Soient :
(113) A= @der, jea, kK
un "cube" de données réelles, E = (Rp,p), F = (Rn,n), G = (Rm,m) trois es-
paces euclidiens, respectivement rapportés a leur base canonique E, F, G; les
espaces duals seront rapportés aux bases duales E*, F*, G*.

On pose i présent, pour des raisons de symétrie dans les écritures :

I=1{1,...,p}, J=1{1,...,n}, K=1{1,...,m}
ce qui par rapport aux notations antérieures revient uniquement @ permuter

les indices i et j.

On définit alors les troie familles de matrices :
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. . o
(114) iel, vi Xi = (xjk)jéJ,kéK

o Xy <A

- : = (od s oG d . )

(115) jed, v Vo= Oldker,ier % Yig < %
- (K Sk

(116) keK, Yk Zk = (zij)iél,jéJ ot zij = aijk .

D'un point de vue algébrique, on peut considérer ces différentes matrices

comme associées 3 des applications linéaires X, yj, 2, définies par :

vi X, = M(xi,G*,F) X, eLR(c*,F)
; Y. = M(y.,E*G e *
# *

Yk Zk = M(zk,F ,E) z, © LR(F »E) .

D'un point de vue statistique, on définira trois familles de vecteurs

aléatoires
Vi ViI - (Vn;)keK
v Vj]’l B (VJﬁ)ieI

telles que Xi (resp. Yj’Zk) soit la réalisation de Vi sur J (resp. de Vj

sur K, de VK

K sur I).

49. Formes sur les espaces vectoriels d'applications linéaires.
P p

On note respectivement :

. = ¢ le produit scalaire défini sur [ (G*,F)
I m—ln R
o; =0 | le produit scalaire défini sur LR(E*,G)
p m
3 =0 le produit scalaire défini sur L (F*,E).
K n'lp R
On a donc
. * t
@I(Xi,Xl,) = Trace(x.,oxi) = Trace(M. Xi"N'Xi)

]
*
it

QJ(Yj,Yj,) Trace(y.,oyj) Trace(P.th,.M.Yj)

s

@K(zk,z = Trace(z:'ozk) Trace(N.tZk,.P.Zk).

k')

Enfin, on note U, V, W, les matrices de dimensions'respectives pxp,
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nxn, mxm, définies par :

U= (o (X;, X, 1))

iel,i'el

v

(QJ(Yj’Yj'))jéJ’jléJ-

g 2Dy Mg, ke k?
* *

P *
et U, V, W, les formes correspondantes définies sur E , F , G .

W

50. Propriétés des représentations relatives aux ensembles I, J et K.

Pisrs njj" k! désignent respectivement les termes généraux des

matrices P, N, et M associées aux produits euclidiens p, n et m. En explici-
tant les produits U.P, V.N et WM on montre alors

Propriété 1.-
(i Trace(U.P)

Trace(V.N) = Trace(W.M)

L e § § DL P et ity e

Progriété 2.-

(GA)AQI’ (Bu)ueJ’ (Yv)veK gtant respectivement les valeurs propres
des endomorphismes dU.dp, dV.dn et dw.dm on a :
(118) ) o, = YR o=) vy .
" v
A u Y

On note alors respectivement p', n' et m' le nombre de valeurs propres
1 1
non nulles de ducdp, dVedn et dw.dm et E' = (RP ,1), F' = (R® ,J) et G' =

i)ieI’ NJ = (cj)jeJ et NK = (Tk)chK désignent les

(R™',K). Enfin, N = (o
représentations associées aux &léments de I, J et K dans les espaces E', F'
et G'. De la propriété 2 on déduit alors
Théoréme |.-

Les matrices P, N et M étant respectivement égales i DP s DP

I

J
et DP , les inerties totales, par rapport 4 l'origine : IN (0),
K I

IN (0) et IN (0) des nuages Npo NJ et NK sont égales.
J K
Remarque : on perd ici la propriété essentielle exprimant la dualité dans

1'analyse en C.P classique, qui assure suivant le théordme 4 du §.18, que

les opérateurs hermitiens duals : dU,dP et dVodN admettent les mémes va-
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leurs propres. C'est pourquoi, dans notre cas, on ne propose pas de représen-
tations conjointes des trois ensembles associés a I, J et K. On abordera i
nouveau ce point, lorsqu'on examinera, au chapitre suivant le cas particulier
m=1.

Enfin, pour certaines valeurs particuliéres des matrices P, N et M, on
donne ci-dessous des expressions qui constituent des moyens rapides de cal-
cul des matrices U, V et W. En outre, au niveau de 1'interprétation, ces
expressions permettent &ventuellement de lier les analyses des trois ensembles

associés 3 I, J et K. Elles se démontrent sans difficulté :

Propriété 3.-
i) Si P, N et M sont des matrices unités on a :

U= 7 v.¥. =1 7.7

jed 33 keK k
_ t _ t
V = kgK Zk.Zk = iZI Xi' Xi
W= Z Xi.Xi z Yj. Yj .

iel jed

1ii) Si P et N sont des matrices unités et si M = DP alors :
K

iii) Si P et M sont des matrices unités et si N = DP alors :
J

U= 7 »p

t t
I S Z.b, ."Z
jeg 133 ! kP

keK J k

Dans les cas ii) et iii) on a des expressions semblables pour V et W.

Comme on 1'a dit ces expressions sont importantes au niveau de 1'inter-
prétation. Par exemple, si i1, j et k se référent respectivement a4 des variables,
aux éléments d'un Echantillon et 3 des époques d'observations, alors chaque
variable vectorielle est constituée par les m observations de la variable
initiale. Si P et N sont des matrices unités et si M = DP on a alors :

K
t
U= 7 p .2. Zk'
keK ko k

Chaque matrice Zk est une matrice variablesxéchantillon, relative & 1'&poque
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k d'observation. L'égalité ci-dessus, dans ces conditions, signifie que
la matrice des produits scalaires des variables vectorielles est égale a la

§moyenne, pour toutes les &poques, des matrices des produits scalaires des va-
|

I riables !

i

51, Propriétés triadiques des composantes principales.

On note (uk) s (vu)u=1,---,n' et (wv)v=1, o' des systémes

o ey

A=l,cee,p!
de vecteurs propres de duodp, dV.dn et dwodm, respectivement P, N et M-ortho-

normés, associés aux valeurs propres non nulles, d'indice correspondant.

Pour tout A, M et v satisfaisant a ces conditions, on pose

(119) 8, = Aay iy, U= (up,ee,u) et U= (@, 8
(120) o= B Vs ey et V= @0
(121) o= A, Wom Wyew) et D= e
fI’ fJ et fK représentant les applicationms lindaires respectivement as-—

sociées aux familles (xi) (yj)jeJ et (zk)keK’ définies par des expressions

iel’
semblables & (51) du §.29, le schéma général qui suit, composé des trois
schémas semblables a celui du §.31, explicite les espaces concernés et les

applications linéaires de 1l'un 2 1'autre. Il permet notamment de lire les

applications composées utilisées ci-dessous. Pour plus de clarté, ne figu-

rent pas les applications txi, tyj et tzk.

Voir schéma sur feuille hors-texte.

Pour tout A = 1,...,p' et tout j+ J on pose
A A
(122) 2, = y.(dp(u,))eG
i YJ Plu,
De meéme
o
(123) Bk Zk<dn<vu))€ E
(124) 2V = x,(dm(w )) eF.
i i v

On obtient alors le résultat suivant

Théoréme 2.-

-~

Les composantes principales A ,B et Cv vérifient les relationms :

-~

1
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(125) AA = (al,...,an)
- _ t -~ Au

(126) Bu - (bl,co-,bm)

(127) Cv (lef::fcp)°

Montrons (125) : on sait que Ax = X nz(dp(ux)).xi; par suite le terme
iel
(j,k) de cette matrice s'éerit :

I ri@pu))xy = ]

L
7.(dp(u.)).a..
ie1 fer A L

et la k-éme coordonnée de 3; s'écrit d'aprés (122) et (115)

[ m@u )yl = ]

*
7.(dp(u.)).a.. .
iel jer 1 A ijk

De la méme fagon, si on pose :

(128) a'ﬁ - tzk(dp(u)‘)) ¢F
(129) Y = txi(dn(vu))é G
(130) e'; = tyj(dm(wv)) ¢E

on obtient :

Théoréme 3.-

- -

Les composantes principales Ax’éu et Cv vérifient les relations :
i aal At )
(131) AX (3 [rrecsd m)
o = R Sy H
(132) BU (b ],...,b p)
B AtV aqV
(133) Cv (¢ [preeaC n).

Enfin, pour chaque ensemble I, J et K on a les relations fondamen-
tales suivantes, provenant du théoréme de décomposition et constituant trois

fagons de reconstituer globalement les données.
'

P R
(134) Vi X; = ) 7(u).A

A=l

n' R
135 Vi Y., = - .B
(135) b ; “Z] J(vu)

z :
(136) LB Zk = vil nk(wv).C .

II. Reconstitution analytique des données.

52. Transformation des composantes principales.

En reprenant 1'écriture (65) du pargraphe 31, on dira que :
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2 *
Ax = Z m., (dp(u )).V? est le A-éme facteur I,
iel A t
3 %*
B = 2 7, (dn{v )).Vq est le py-éme facteur J,
U j€J u J
2 *
C = Z T, (dm{w )).VK est le v-&me facteur K,
VoK k \Y k
* * . . . L < :
ou T ﬂj et m désignent respectivement la i1-éme, j-éme et k—éme fonction

-

. ¥ % * o , - - ,
coordonnée de E , F et G ; les réalisations de AK’ BU et Cv respectivement

- - -

sur I, J et K étant données par les matrices AA’ BU et Cv'

On propose l'écriture symbolique suivante

* .

A= iZI 7. (dp(u,)) .1
*

= s.d -.

u jZJ T dntv ).
*

v= ] m(dm(w ).k

keK
ol la premidre &galité (par exemple) signifie pour tout vecteur ou variable

aléatoire V

vy = ) w:(dp(u>)).V(i).
L \

iel

On dira alors que X (resp. u et v) est 1'élément associé au A-éme fac-

tear I (resp. u-éme facteur J et v-éme facteur K). Cela revient 3 construire

Pt

trois nouveaux ensembles : I = {}} , et

J = {“}n

T 1t .
A=1,...,D lyeeoyn

o a partir des trols ensembles initiaux I, J et K.

K= {v}
v=l,...,
Dans ces conditions il apparait que le réel
t -
n AL
(d (Vu)) AA (dm(wv))
est la réalisation du A-éme facteur I, pour les &léments respectivement asso-
ci8s au u—-8me facteur J et au v-&me facteur K. Il vient alors
Proposition.-
La matrice n'xm'
t 7 Lo 7
(N.U).A}.(M.W) = V.NLADMLW

exprime les réalisations du :-éme facteur I sur les ensembles

J et K.

Algébriquement, d'aprés le schéma hors-texte, cette matrice apparait com-
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PN . . e * .
me associée 3 une application linéaire de G' dans F', tandis que AX corres-

N . . .. * - .
pond & une application linéaire de G dans F. Dans le cas oi m' = m et n' = n,

on interpréte encore cette matrice comme matrice de l'application linéaire

sl s *
associée i AA par rapport aux nouvelles bases (dm(wv))veK de G et (VU)USJ

de F.

En conséquence on adoptera les notations suivantes :

(138) Yo HA = tV.NfﬁK.M.w
~J t 5
= .M.B .P.
(139) Yy i = fw.MB LPuu
(140) ¥y AR - tu.p.C NV
Vv Vv

-~ -~

et les matrices Hj et H% s'interprétent de fagon semblable a R

53. Transformation du cube initial de données.

Ju

. I
Soit huv (resp. hvk’

hiﬁ) le terme général de ﬂi (resp.
Théoréme 4.-

Pour tous X, u et v on a :

Ir _ o Ju Ko

(141) huv wy T

Montrons la premiére égalité :

In _ ¢t A .
huv = (dn(vp)).Ak.(dm(wv))

soit, d'aprés (128) et (131)

hIK
uv

]

t t t
@n(v ). (CZ.dpCuy) s, "2 dpa))) dmw )

1}

(tﬁdn(vu))tzl.dp(uk),...,t(dn(vu))tzm.dp(ux)).dm(wv)

or, t(dp(uk))Zk.dn(vu) = t(dn(vu)).tzk.dp(uk); par suite :

hii - (t(dp(uk)).Z].dn(vu),...,t(dp(ux)).Zm.dn(vu)).dm(wv)

- t(dp(uk)).(Zl.dn(vL),...,Zm.dn(vu)).dm(wv).

La matrice centrale, d'aprés (122) et (126) n'est autre que tBu, donc :

hIA

Ty
SV

t(dp(u:‘)).té;.dm(w)

t(dm(wn)).g_.dp(ui)

= nE,
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Ce théordme apporte une confirmation, s'il en &tait besoin, de 1l'inter-
prétation des matrices B,é savoir que l'un quelconque des termes de (141)
représente la réalisation de 1l'un quelconque des trois facteurs X, u et v sur
les éléments associés aux deux autres.

On notera alors :

IA J Kv
(142) hkuv B huv - hv; - Au

et :

H = (hkpv)x=l,...,p',u=l,...,n',v=l,...,m"

Progosition.—

Le cube H est l'homologue du cube A = (aijk) lorsque l'on substi-
tue aux ensembles I, J et K initiaux les ensembles I, J et K associés

respectivement aux facteurs relatifs a I, J et K.

Le cube H constitue en quelque sorte la réecriture du cube A relativement
3 de "nouvelles dimensions idéalisées' au sens de la littérature américaine

.

(cf£. |5]).

54, Reconstitution analytique des données.

L'expression (111) du §.47 permet, on l'a vu, de reconstruire les don-

nées, connaissant les composantes principales et les vecteurs propres p-ortho-

. . o i ]
normés (uk) de du.dp. Pour simplifier, on pose ﬂi(uk) = uy ﬂj(vu) = vi

et nk(wv) = wi, et le théoréme suivant donne une fagon analytique de recons-—
truire les données connaissant le cube H et les trois familles de vecteurs
propres :

Théoréme 5.-

Pour tous i, j et k on a :
' om' o, . K
(143) a i = Polol bl
lJ ,«:1 \u:l \):1 ; = ’ R

En effet, on a d'aprés (111) :
B

X. = | u.A

1 - A A
=1

< ~A
d'old, en notant 3.

K le terme général de A), il vient



Xxr. = a = E ut EK
jk ijk r=1 ATk
D'aprés (43), on peut écrire :
v.tv.p =1 et WM =1

ou ce qui est équivalent :

M. W =1
D'aprés (138)
VRt - v.fv.P.AX.M.w.tw ='AA '
5% = E § vj.hI)\.wk = § g vj.wk h
L A= BN I

d'ol le résultat.

On aura l'occasion de revenir sur cette expression au chapitre 6.
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Chapitre V
CAS PARTICULIER OU LES VECTEURS ALEATOIRES SONT
DE DIMENSION m =1

I. Analyse simple.

55. Notations.

Comme il est d'usage en analyse des données on considére ume famille
(V')jeJ de wvariables aldatoires interprétée ici comme une famille de vecteurs
aldatoires de dimension . On pose J = {l,...,p} et soit I = {l,...,n} un
échantillon. Pour tout j, Yj est la matrice nx] des réalisations de Vj sur
I; on la considére comme la matrice des composantes d'un vecteur yj de

F = (Rn,n). Comme m =], l'espace euclidien G = (Rmﬂn) est réduit 3 la droite

des réels, pour laquelle il est naturel de choisir 1la métrique unité.

56. Forme QJ.

D'aprés la définition générale de ¢ on a :

it

t.
QJ(Yj,YR) Trace( YQ'N'Yj)

n(yj,yz)-

Progriété.-

Sim=1, le produit ¢ défini sur LR(G*,F) est confondu avec le

produit n défini sur F.
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Remarque : soit Xi la matrice ligne de dimension Ixp et de terme général
Vj(i). Elle représente les valeurs prises pour i par toutes les variahles
Vj' On considére Xi comme exprimant les coordonnées d'un vecteur X, de E =
(RP,p). On a alors :
t
QI(Xi’XQ) = Trace(P. Xl'xi)'

Le terme général ajj' de cette matrice est donné par :

_ " 3
RS R A
]
et :
: L
Trace(P. Xz.Xi) = z a,, = Z Z X Biine X
e 3 ey gmeg ij
=p(xi’xz)'

La propriété ci-dessus est encore valable pour @I.

57. Analyse en C.P de la famille (Vj)jeJ’ considérée comme famille devecteurs.

On applique les résultats &tablis au chapitre III. Toute la conduite de
1'analyse revient 3 déterminer les vecteurs propres P-orthonormés (ux) de
la matrice U.P, ot U est ]la matrice de terme général QJ(Yj,Yj,) D'aprés la
propriété ci-dessus, cette matrice est précisément la matrice des produits
scdlaires des vecteurs yj de F. Cela signifie que si Z est la matrice nxp

exprimant les réalisations des variables Vj sur I; alors :
U.p = “z.N.Z.P

On reconnait 13 1'expression usuelle utilisée en analyse en C.P classique;

-

La A-8me composante principale A, est donnée par :

A

A = : Y,
A jéiJ ™. (dpCu)). Y,

et cette derniére quantité s'écrit &galement :

-~

A, =Z.P.u, .
A A

On retrouve 13 encore les composantes principales au sens classique
dans cette expression;

Enfin, en ce qui concerne les représentations, on a vu que l'image pj

de Vj a pour ccoordonnées (Vai.nj(uk)). Cela signifie que le vecteur Vax.uk

donne sur l'axe factoriel A, les coordonnées de tous les pj.
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En analyse classique ces valeurs sont données par la X-éme composante

principale de tZ, définie par :

Z.N.vx
oii v. = ——.Z.P.u.. On peut donc écrire :
A /;— A
A t 1 t 1
ZN.v, = —.Z.8.Z.P.u, = —.U.P.u, = Va,.u, .
A /&"’ A Ja A )Nt §
A

On constate alors que, dans les deux cas, les coordonnées des représen—
tations des variables Vj’ sur le A-8me axe factoriel coincident. On a donc :
Propriété.-

L'analyse en C.P classique d'une famille de variables aléatoires
sur un échantillon I, et l'analyse en C.P de cette famille, considé-

rée comme famille de vecteurs aldatoires de dimension 1,sont

identiques.

58. Covariance, variance et corrélation.

On suppose N = DP . I1 est clair que le centrage pour DP de la matrice
I I
Yj proposé au paragraphe 34 colncide avec le centrage de la famille Yj’ lors-
que m = 1,

Par ailleurs, d'aprés (71) ou (73) il vient immédiatement :

~ 11
(144) COV(vj,vz) = cov(Vj,Vz)
et :

(145) VAR(V,) = var(V;)

ou V; désigne 1'unique -composante de Vj.
Enfin, de (86) et des deux relations ci-dessus on tire :
1 .1
(146) COR(Vj,Vi) = cor(Vj,VZ).
Propriété.-
Si les vecteurs sont de dimension 1, alors les coefficients COV,

VAR et COR sont identiques aux coefficients cov, var et cor.

I1I. Analyse triple.

59. Analyse de la matrice Z considérée comme un cube.

La matrice 7 de dimension nxp exprime les réalisations de toutes les
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variables Vj sur 1'échantillon I. Puisque K = {1}, on pose :

Z=1"(a,,)..; ="(a,..).:
(alj>lEI (3131)161
jed jeJ
et par suite :
i Y. = (a..,). i )
¥ 3 ; (alJl)le I (matrice colonne)
i X, = (a..,). i i .
Yi ; (aljl)Jé-J (matrice ligne)

Yj représente donc la j—éme colonne de Z et Xi la i-éme ligne.

On a vu que l'analyse vectorielle de la famille (YJ.)jeJ coincide avec
1'analyse en C.P classique des colonnes de Z, et que l'analyse vectorielle de
la famille (Xi)iEI coincide avec celle des lignes de Z. Il reste & analyser (!)
la famille (Z) réduite 3 un seul élément. La matrice W de terme général
@K(zk,zk,) se réduit 3 un scalaire; il existe donc un seul facteur K dont la
réalisation sur I est précisément la matrice Z elle-méme. Pour la méme raison

on n'aura qu'un seul espace factoriel de représentations conjointes, issu de

l'analyse en C.P classique de 6] = 7,

60. Probléme des représentations conjointes.

L'analyse triple de la matrice Z considérée comme un cube se réduit
donc 3 1'analyse en C.P classique de la matrice Z. La raison profonde de
ce fait est que les opérateurs hermitiens duU.dp et dV.dn associés aux familles
). et (x.). admettent le méme systéme de valeurs propres (a et que
(yJ) eJ (x); 1 t y urs prop (o)) q
leurs vecteurs propres orthonormés sont liés par les relations classiques

de dualité

1
=—7.P.
v, — YA uy
v QO
A
0 = L.‘z.N.vA
—
%y

Comme on 1'a wvu cette propriété est caractéristique du cas m = 1, et
c'est pourquoi nous avons proposé la notion d'espaces factoriels de représen-
tations conjointes, dans le cas général, au lieu d'une représentation conjoin-

te des trois ensembles d'indices I, J et K.
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Remarquons enfin, que les applications linéaires fI et fJ du schéma

général (hors-texte) sont ici données par :

g0 = [ omiane).X, = "(FLN.x) ot xeR"
. 1 1
1el

£5(x) = Y n;(dp(x)).Yj = Z.P.x oti xeRP,

jeJ

Quant 3 l'application fK elle se réduit 3 1'identité.
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Chapitre VI

COMPARAISONS AVEC D'AUTRES PROCEDURES

I. Introduction.

61. Présentation.

Nous abordons dans ce sixiéme chapitre la comparaison des &léments
théoriques que nous avons développés ci-avant, avec des procédures dont la
problématique est proche de la notre. Pour simplifier disons qu'il s'agit,

i partir d'un tableau donné 3 trois indices, prenant leurs valeurs dans trois
ensembles I, J et K, d'obtenir une description la plus simple possible des
éléments de 1'un ou plusieurs de ces ensembles; cette description permettant
en outre une reconstitution approximative des données, possédant des proprié-
tés sympathiques, et offrant dans certains-cas la possibilité d'une interpré-
tation statistique.

A partir des travaux des précurseurs de l'analyse en composantes prin-
cipales, notamment d'ECKART et YOUNG ([7]) et de HOTELLING ([11]), il existe
actuellement, de fagon schématique, deux courants de pensée en la matiére,
dont les finalités sont distinctes. L'un, représenté notamment par TUCKER
et CARROLL, issu de la recherche en psychologie, développe des modéles ap-

pliqués au domaine du positionnement multidimensionnel (multidimensional
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scaling), principalement dans le cadre de l'explicitation des différences
individuelles de jugement ou de perception. L'autre, plus soucieux du déve-
loppement de la description statistique proprement dite, est issu des tra-
vaux d'ESCOUFIER sur le traitement des variables vectorielles.

On examinera d'abord le mod&le de 1'analyse factorielle de mode-trois de
TUCKER ([17] et [18]), faisant suite aux travaux de LEVIN ([13]), puis le
modéle de décomposition canonique de CARROLL ([Sj'et [6]). Les programmes
d'analyse des différences individuelles INDSCAL et IDIOSCAL de CARROLL, qui
découlent directement de son modéle de décomposition canonique, sont proba-
blement les plus connus et les plus utilisés & l'heure actuelle, dans le
champ concerné. Par ailleurs ce modéle peut €tre regardé comme un cas par-
ticulier de celui de TUCKER. Ce sont 13 les raisons qui nous conduisent 2
les analyser, en regard de notre étude.

Enfin, dans la méme optique, on examinera a la lumiére des chapitres an-
térieurs, comment interpréter le produit défini sur les opérateurs d'ESCOUFIER
([8] et [9]), qui donne lieu 3 divers compléments et prolongements, notamment
dans l'introduction a 1'aﬁa1yse des données de CAILLEZ et PAGES ([4]), de
la part de BRAUN ([3]), PAGES ([16]) et L'HERMIER DES PLANTES ([14]).

Nous n'aborderons pas ici le probléme du positionnement multidimension-

nel proprement dit.

62. Signification des modéles de TUCKER et de CARROLL.

) un tableau 3 trois indices. TUCKER et CARROLL

Soit (%7011, jed,keK

ijk
recherchent tous deux, pour tous i, j et k une décomposition de Xijk' Le

premier postule une décomposition du type :

(147) X.., = Z 2 z a. .b. .c, .g

1k im k

J mp q lp q "mpqg
oii m, p, q représentent trois "modes dérivés" (ou dimensions idéalisées),
a; bjp’ qu 1'expression des modes observations en termes de modes déri-

vés, et gmpq les inter-relations entre ces modes dérivés.

CARROLL quant 3 lui recherche une décomposition du type
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(148) xijk = E ait'bjt'ckt"

La relation (148) se déduit évidemment de (147) avec :

pq

&mpq

{ g =1 sim=p=q-=t

0 sinon.

Une différence essentielle, entre ces deux modéles, réside en la résolu-
tion de ceux-ci. La solution du modé&le de TUCKER s'obtient rigoureusement
par des voies algébriques, 3 partir de décompositions factorielles classiques
([7]), tandis que celle du modé&le de CARROLL s'obtient par la procédure ité-
rative NILES de WOLD ([lﬁ]) dont la convergence n'est pas prouvée.

Pour rechercher l'origine et la signification de ces mod&les plagons
nous dans le cas plus connu d'un tableau (xij) d deux indices. On notera
X la matrice nwp de terme général xij’ E = (Rp,p) et F = (Rn,n).

Si (uA) et (VX) sont respectivement les vecteurs propres p et N-ortho-
normés des opérateurs hermitiens U.P et V.N associés 3 X et a tX, on pose
comme précédemment (si p < n)

U= (u],..;,up) et V = (Vl""’vp)
et :

(149) G = "U.N.X.P.U .

On a vu précédemment que :
PUSU =T et V.EN.W =1
donc de (149) il vient :
(150) X = v.6.5u
soit, pour tous i et j

- L3
(151) xij § g' ViUl re 8y

ot 8y est le terme général de G.
On constate donc que formellement le modéle (147) de TUCKER généralise
(151). On verra au sous-chapitre suivant que les propriétés des termes figu-

rant sous les signes de sommation de (I51) sont conservés dans (147).
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Si %, est la composante principale (vecteur de F) associée & ui, on con-
nait l'expression classique
t
X =) Tye Yy
A
qui pour tous i et j s'écrit :

(152)

i ]
X 5 ; Tyeuy -
Formellement ce modé&le (152) est identique au modéle de CARROLL. Cepen-

dant il semble plutdt que ce soit celui de 1'analyse en facteurs communs et

spécifiques qui inspire ce dernier. Ce modéle s'écrit :

(153) X., =) a, .b, +e,.
ij 5 Tie'je ij
ol a, est "1'influence" du a-éme facteur commun sur le sujet i et bja son

influence sur la variable j. Le terme eij exprime un "résidus" spécifique
au sujet i et 4 la variable j. Si en premiére approximation on suppose eij = 0,
pour tous i et j, on obtient :
154 X,., = . .b.
(154) ij g %ia bJa
dont peut dériver le modéle (148) de CARROLL.
Cette approche en terme de modéles, posés a priori, est particuliérement

floue, puisqu'elle ne fixe ni les présupposés théoriques du modé&le ni les

propriétés vérifiées par ses termes.
II. Le modéle de TUCKER.

63. Résolution Eénérale du modéle.

On résume ici bridvement les &tapes algébriques de la solution propo-
sée par TUCKER. Les notations sont celles utilisées dans [}7]. Plus précisé-
ment :

i) iAm désigne une matrice ayant i (resp. m) pour indice ligne (resp.
colonne) ;

ii) X = (x..

ijk
iii) iX(jk) désigne la matrice de dimension Card(I)x(Card(J).Card(K)),

), ieI, jed, keK;

dont la i-8me ligne est formée des termes xijk,'oﬁ (j,k) € JxK, ordonné par
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1'ordre lexicographique;

iv) iAmBj désigne le produit des matrices A et B;

v) (ij)H(mp) = aAmxjBq désigne la matrice, produit de Kronecker des
matrices A et B donnée par :

/(a5 3BD) (2 -jBq)

112m

(ay., -jBq) .....
(i)H@p)y = | 2i®

LY

“ e

Dans ces conditions le modéle (147) s'écrit aussi, et indifféremment,

sous l'une des trois formes suivantes :

(155) iX(jk) = iAmG(pq) (pBjxqCk)

(156) iX(ik) = jBpG(mq) (mAixqCk)

(157) kX(13) = kCqG(mp) (mAixpBj)

ol G = (gmpq), A=(a ), B= (bjp), C = (c)q)- On pose alors :
(158) iMi = iX(jk)Xi

(159) iPi = JX(K)X]

(160) kQk = kX(ij)Xk.

En remplagant dans ces trois derniéres égalités les différentes matri-

ces X par leurs valeurs données en (155), (156) et (157), on obtient finalement:

(161) iMi = iAmMmAi
(162) jP3 = jBpPpBj
(163) kQk = kCqQqCk

oi l'on connait les expressions des matrices M, P et Q en fonction des
matrices A, B et C et du cube G. La conduite de la résolution est alors la
suivante :

i) calcul des matrices M, P et Q par (158), (159) et (160);

ii) factorisation de M, P et Q sous la forme donnée par (161), (162) et

(163), par une méthode quelconque, pourvu que le rang des matrices A, B et C
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obtenues soit respectivement &gal au nombre de leurs colonnes.
iii) le cube G est alors donné indifféremment par 1'un ou l'autre des

trois expressions suivantes :

(164) o6 (pg) = mAIX(jk) (3BpxkCY)
(165) pG(mq) = pBIX(ik) (IARxKkCY)
(166) qG(mp) = qC§X<ij)(iA$ij$)
ol

(167) oAl = (mhiAm) ~'mAi

(168) pBg = (pB3Bp) ' pBj

+ -
(169) qCk = (qCkCq) 'qCk .

64. Résolution dans un cas particulier.

TUCKER explicite la procédure de factorisation des matrices iMi, jPj
et kQk, lorsque 1'on impose aux matrices A, B et C d'Etre des sections ver-
ticales de matrices orthogonales. On a alors les relations (161), (162) et
(163) ol les matrices mMm, pPp et qQq sont les matrices diagonales des va-
leurs propres non nulles de iMi, jPj et kQk, et ol les matrices A, B et C ex-
priment en colonnes les vecteurs propres orthonormés correspondants. On a

donc dans ce cas :

mAiAm = [
pBiBp =1
qCkCq = 1

et les relations (164), (165) et (166) deviennent

(170) mG(pq) = mAiX(jk) (jBpxkCq)
a7y pG(mq) = pBjX(ik) (iAmxkCq)
(172) qG(mp) = qCkX(ij) (iAmxjBp).

65. Comparaison.
On compare i présent, la solution du modéle de TUCKER présentée au para-
graphe précédent 4 l'analyse en composantes principales d'une famille de va-

riables vectorielles. Comme au chapitre IV, le cube A = (éijk) peut s'écrire
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sous l'une ou l'autre des trois formes

= j Z = k i = j = k =
i) b = (Byy)> avee X =y, = 2i0 = a4,

= (xt -
Xi = (xjk)’ Yj

Les métriques choisies dans E, F et G sont celles associées aux matrices uni-

tés. D'aprés la définition de iX(jk) donnée au paragraphe 63, on a :

iX(jk) = (a]1,...,a]m,a21,...,azé,...,anl,...,anm)
ol ajk est la matrice colonne (aijk)iél' Par suite
(ajl""’ajm) (aijk)iél (yki)ieI Yj'
keK keK
On a alors :
. . t t
iX(3k) = ( Y],..., Yn)
et :
iMi = iX(GK)Xi = (tYl" ,tYn).t(tYl,...,tY )
= ¥ fy..v,
jes 34

=U
d'apréslapropriété 3 du §.50; ot U = (@I(Xi,Xi,)).
De la méme fagon :

jPi =V et kQk = W.

Lemme 1.-
Les matrices iMi, jPj et kQk du mod&le de TUCKER sont égales aux
matrices U, V et W de 1'analyse triadique, lorsque les formes P,

N et m resped¢tivement définies sur E, F et G sont les formes cano-

niques.
On en déduit :
Lemme 2.-
Dans les conditions du lemme |, les matrices aAm, jBp et kCq
et mMm, pPp et qQq du modé&le de TUCKER sont respectivement &gales

aux matrices U, V et W et Da’ DB et DY de 1'analyse triadique.

I1 s'ensuit que les indices courants m, p et q utilisé&s par TUCKER

sont respectivement les indices X, u et v des trois familles de valeurs pro-
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pres. On écrira donc A, u et v 3 la place de m, p et q. On pose 3 présent :

J J J
(173) AG(pv) = (GI""’GU""’Gn')

o AJ . . . . . 3
oud GU est une matrice p'xm'. On utilisera également la notation Wj(vu) = va
Dans ces conditions 1'égalité (170) devfent :

t t
AG(wv) = u.(tY],..., Y ). (Vi

soit :

(Gf,...,Gi) - (tu.tYl,...,tu.tY )

n n n
v].w v2.w . vn,.w
= (@ VYD (v Y ) )
j J i n ]
soit pour tout g = l,...,n’'

60 = 7 v tutyw
M ey i

ou encore

(174) 67

¢ it
u. YD) LW
N () v §

« -+ H
1€d *
L'application dn étant ici 1'isomorphisme canonique de F dans F associé
e a e * j
a la forme canonique J, définie sur F, on a : nj(dn(vu)) = wj(v ) = VJ. Par

U

~

suite la py-8éme composante principale Bu associée au u-éme facteur J de 1l'ana-

lyse triadique est donnée par :

B o= Ja%an@w .y, = T vy,
bl WO ey W
et (174) s'écrit :
67 = tU.%B LW
M H
soit, d'aprés (138)
J faa)
175 G" = "HY .
(175) y N
I I I, I . C
En posant uG(iv) = (Gl""’G}""’Gp') ot GA est une matrice n'xm' de

(171) on tire de méme :
I _ oI
GX = HX .

On a alors :
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Lemme 3.-
Dans les conditions du lemme !, les matrices mG(pq), pG(mg) et
qG(mp) du modéle de TUCKER sont respectivement égales aux matrices

~J teJ t~J
(tH],..., Hees B

CCRK, L ERE

de 1'analyse triadique.

Corollaire 1.-
Le cube '"central" G du modéle de TUCKER est égal au cube H de
1'analyse triadique.
Des lemmes | et 2, du corollaire | et du fait que les expressions (155),
(156) et (157) sont équivalentes & l'écriture (147) du modéle de TUCKER, on

déduit immédiatement le résultat fondamental :

Théoréme 1.-

Dans le cas particulier ol les formes P, N et m de 1'analyse tria-
dique sont les formes canoi:iques sur E, F et G, les deux décomposi-
tions des données initiales

aijk = E Z Z aim°bjp'ckq'gmpq

mpq
issue de la procédure de TUCKER, et

- i.] k
aijk = ; E é uk'vu'wv°hkuv

issue de 1'analyse triadique, sont identiques point par point.
y q q P P P

65. Propriété caractéristique.

TUCKER indique la propriété suivante vérifiée par les termes du cube

central

(176) R ) 2
i3k 1k mp

gmpq

L -

D'aprés le théoréme précédent cette propriété est également vraie en
analyse triadique dans le cas singulier du théoréme. Nous allons montrer

que cette propriété est caractéristique de ce cas singulier.
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.ol - . RN |
Les matrices HA correspondent # une application de (Rm , k)

1]
dans (R ,J) = F', donc :

o1
ﬂHAHéI

ol o1
Trace( HX'HA)

Trace(tw.M.tAx.N.V.tV.N.AA.M.W)

Trace (*W.M. A .N.AA.M.w)

Trace (M. A .N. A MW, twy

Trace (M. AA'N'AA)

A2
LS

]

= Ct)\.

Par ailleurs il est clair que hIx dtant le terme général de ﬂi,

=1 IX
nHAug = Z Z (h D2 o= Z 2 Auv (cf. (142))

J.

donc :

a

antie o 2 _
§”Hx“¢1 ;Eéhwv ,

>~

Enfin, on a vu en (117) et (118)
Z Z z Z z z P; cige C@. ., +@.,y. = Z a. = Z 8
1 1 J J JJ' mkk' le l'J'k' X A N U
on a donc :

Théoréme 2.-

Le cube initial A = (a.. ) et le cube transformé H = (h
1jk Auv

fient :
= 2
(177) g g' § %! E E' pii‘.njj'.mkk'.aijk'ai'j'k' = ; % \Z) h)\U\)
=7 a Ly
A U v

On retrouve bien la propriété avancée par TUCKER lorsque les matrices

P, N et M associées aux formes p, N et m sont les matrices unités.

67. Reconstitution approximative des données.

A plusieurs reprises TUCKER dans ([17]) insiste sur le fait que 1l'équa-

tion (147) de son modéle ne permet pas la reconstitution approchée des don-
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nées, au sens des moindres carrés entre données initiales et données appro-
chées, lorsque un ou plusieurs indices m, p et q des modes dérivés décrivent
une partie commengante de son ensemble de variation. La raison en est que la
troncature correspondante d'une face du cube central G, affecte du méme coup
les autres faces. CARROLL dans [5], du fait de 1'inexistence d'un cube cent-
ral dans son modéle, prétend que celui-ci réalise cette approximation. C'est

pour des raisons semblables & celles avancées par TUCKER, que nous préférons

l'expression (111) comme formule de recomstitution approch&e des données :
t

Xi = Agl ﬂi(uk)'AK

En effet, si on pose pour tout i€l

r
r 7 ~ '

(178) Xi = Azl ﬂi(uk)'AA oi r < p

et

(179) X7 = (af

i aijk)jeJ,keK

on est alors assuré de minimiser la quantité

(180) Y Y Y p..p..p (a,. - a-,)?
i3k 173 "kTigk 13k
1

qui vaut alors § @, , pour toute projection ¢_-orthogonale de la famille

A=r+1
(xi) sur un sous-—espace de dimension r de LR(G*,F) et lorsque les matrices

I
ieT
P, N et Msont des matrices diagonales de poids (ou pour toute projection

i-orthogonale du nuage N_ sur un sous-espace de dimension r de E').

I

Remarquons cependant que si on opérait de méme avec les matrices (Yj)jéJ

ou (Z.)

W keg OB n'obtiendrait pas la méme approximation. Cela signifie évidem-

ment que la minimisation de (180) dépend & la fois de la famille que l'on

projette et du produit ¢ correspondant.

[I1. Le modéle de CARROLL.

68. Résolution du modéle.

Pour trouver la décomposition du cube A = (aijk) sous la forme

r
(181) a,.. = ) a, .b, .c _,
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CARROLL procéde de fagon itérative par une succession de régressioms
semblables 3 la procédure NILES ([19]). Les bjt et c . étant fixés arbitraire-
ment, on détermine les a;, qui ajustent au mieux (181) au sens des moindres
carrés. De la méme fagon, pour déterminer les bjt’ on donne aux a, . les valeurs
trouvées précédemment et on conserve les valeurs arbitraires fixées pour les
termes c, . Puis on procéde de meme avec les ¢ ¢» et on recommence jusqu'a

convergence.

Plus exactement avec les notations définies au paragraphe 48, on pose :

X = (Xl""’Xp) matrice nx{pm)

Y = (Y],...,Yn) matrice mx(pn)

l = (Zl" .,Zm) matrice px(nm)
et :

A= (ait) matrice pxr

B = (bjt) matrice nxr

C = (th) matrice mxr.

1.- On fixe B et C de fagon arbitraire et on pose

1T (b ) matrice (nm)xr.

it %kt’j, ke JxK

reR={1,...,r}
Alors la solution des moindres carrés pour A est donnée par

S BTSSP AR
Al = Z'Gl'( GI‘GI)

2.- On pose A = Al et

Q" =

| (ait.ckt) matrice (pm)xn;

la solution pour B est donnée par :

VIS SSYPN B R
B1 = X'Gl'( GI'GI)

3. On pose A = A1 et B = Bl et :

Gl = (ait'bjt) matrice (pn)xm;

et C est approchée par :
¢, = v.65. (fel.eh 7

4.=- On commence alors la deuxiéme étape avec B = B1 et C = Cl’ et
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I

Gy = (b )

. .C

Jt Tkt

d'ol une nouvelle approximation de A
PP

o I ,tal AL -]
A2 = Z‘GZ'( 62.62)

et le processus se poursuit ...

69. Commentaires.

La preuve de la convergence des différentes matrices A, B et C n'est
pas apportée, mais en pratique il y a convergence. CARROLL prétend que pour
un r donné la partie droite de (181) ajuste les aijk au sens des moindres
carrés. Formellement, comme on l'a déja dit, le modéle de CARROLL est un
cas particulier de celui de TUCKER; cependant il ne semble pas que ce soit
réellement le cas, au sens ol les différentes matrices A, B et C ainsi que
pseudo~-cube central G = (gkuv) défini par gxuv =1]1siX=u=v=1tet
By ~ 0 sinon, devraient vérifier les propriétés établies dans les pages
précédentes. N'ayant pas de définitions algébriques de A, B et C et ne connais-
sant pas les propriétés de ces matrices, la comparaison est ardue. Ni TUCKER,
ni CARROLL, se citant mutuellement, ne 1l'ont effectuée.

Cependant si les deux mod&les coincidaient, pour tout A, par exemple,
on aurait

3gi5é = Trace(tﬂi.ﬂi) = Z 8y =1 ou 0,

v
HyV
suivant la valeur de A. Or on a vu, au §.66, que pour tout

ez o
H1% = o

ce qui signifierait o, = | ou 0, pour tout A, ce qui est absurde.

A
Notre opinion est donc qu'il n'y a pas de rapport entre les décomposi-
tions des aijk proposées par TUCKER et CARROLL. En outre les indices m, n et
p (ou A, u et v) de TUCKER, se référant & trois familles distinctes de va-
leurs propres, la réduction d un seul indice t, conforte notre point de vue.
On songe alors 3 une décomposition généralisant (152) ou (154). Dans les
termes de notre analyse, la généralisation de (152) s'écrirait
X. =¥ ni(uk)'Ak = § ul.A

i ; ATA
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soit ¢

ul ak
NEE

(182) ik

315k §

-~

ot Q;k est le terme général de la composante principale Ak'

Le probléme reviendrait donc a trouver une décomposition de la matrice

AA telle que :
E?k = bi.cx
pour tout j et tout k.

D'aprés CARROLL les procé&dures NILES et ECKART-YOUNG sont équivalentes
pour effectuer la décomposition d'une matrice. Cela signifie que la décompo~
sition factorielle et la procédure d'ajustement itératif de CARROLL conduisent
3 la méme décomposition de type (152) dans le cas d'une matrice. Dans le cas

d'un cube, l'identité des deux procédures n'est pas prouvée, et cette hypothe-

se apparait méme douteuse aprés ce que l'on vient de dire.

IV. Les opérateurs d'ESCOUFIER.

70. Rappel.

On se place dans le cadre habituel de l'analyse des données, ol une
matrice rectangulaire est considérée comme matrice associée a une applica-
tion linéaire d'unespace dual dans un espace vectoriel. Cela signifie que les
vecteurs colonnes des matrices sont les réalisations de variables sur un
8chantillon donné. Soi? X] (resp. XZ) une matrice de dimensions nxmy (resp.
nxm,) et soient F = (R™,n), G, = R™L my) et G, = (R™2 m,).

On a le double schéma de dualité suivant

X X
G* 1 F 2 c*
Tl 5 fz
M1 N M2
|
'
E 3

F G

=p ty ty 2
1 2

Soient u, et u

| ) les endomorphismes de F de matrices associées
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Yy

t
X].M]. XI'N

t
X2.M2. X2.N .

On dit que u, et u

I , sont les opérateurs d'ESCOUFIER respectivement as-

sociés 3 X1 et X2'

Les opérateurs d'ESCOUFIER font partie de la classe des opérateurs u de
F, de matrice associée U = V.N, ol V est la matrice associée & une forme de
* . o P
F ', symétrique et positive. Les opérateurs u engendrent un sous—espace vec-

toriel de LR(F). Remarquons que u, (resp. u2) est ce que nous avons appelé

1

P o P t
opérateur hermitien associé i X (resp. X

1 2)'

Sur le sous-ensemble des opérateurs u on définitle produit scalaire
I par :

H(u],uz) = Trace(ulouz) = Trace(U].Uz).

71. Opérateurs i II-distance nulle.

i
1 (xl)

Notons N

1
(resp. N2 = (xz)i=1,...,n) le nuage de Gl

i=l,...,0

(resp. GZ) associé aux n lignes de X] (resp. X2). On a alors :

™)

X !

1

f

t :
(x},...,x

t, 1 n
X2 = (xz,...,xz)

et supposons qu'il existe une application linéaire h : G2 > G] faisant

correspondre 3 chaque vecteur de N, le vecteur de méme indice de Nl :

2
. . i i
i=1l,.0.,n, 1 h(x,) = x|.

2 1
Si H est la matrice mjxm, associée & h, on a

ty _ t
H. X2 = X1

et par suite :

Ainsi, lorsque

(183) "H.M .H = M
] 2

il vient

Pour tous x et y de G la relation (183) s'écrit aussi

2’
My(h(x),h(y)) = My(x,y),
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et en particulier, si (el,...,em ) est une base Myo—orthonormée de G2, on a :
2

ml (h(ek) sh(ekv)) = dkk' .

Cette derniére relationassure que h est injective.
En résumé, on peut dire
i) Si il existe une application injective h de G2 dans Gl telle que,

au nuage N, corresponde termes 3 termes le nuage N], alors les opérateurs

2

d'ESCOUFIER correspondants u, et u

sont égaux.
1 2 &

Dans le cas particulier oi G, = G2 =G¢ = (R%,m et M =1, la relation
(183) devient :
HH=1,

et par suite le nuage N] se déduit de N2 par des rotations et des symétries.

et N. de G se déduisent 1'un de 1l'autre par des

ii1) Si deux nuages Nl 2

rotations et des symétries, leurs opérateurs associés sont & ll-distance nulle.
Dans une optique d'analyse en C.P les représentations des matrices X1 et
X2 seront donc confondues. Ce n'est pas le cas dans 1'analyse que nous avons

présentée, pulsque

d@(Xl,Xz) = Q0 <= X1 = XZ'

72. Comparaison.
On se place ici sur le terrain de 1'analyse en C.P que nous avons propo-
sée. Les notations sont celles du chapitre III. On cherche une description

des vecteurs <Vj)je Si j et £ sont deux éléments de J on a le double schéma

I

de dualité :

3 F < G

[ S
&

et 1'on pose
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t
ng = XZ.N.Xj
_t _t

ng = xj.N.x2 = vzj
W.. = X..M.5X.

JJ J J

t

Wy, =X, .M.

Uj et UQ étant les opérateurs d'ESCOUFIER associds 3 Xj.et XZ on a :

= t t
H(Uj’UZ) = Trace(Xj.M. Xj.N.XQ.M. XR'N)

soit :
(184) TU,,U) = Trace(M. 5X,.N.X .M.5X .N.X.)
J ] L & 3
(185) .U, = Trace(N.Xj.M.th.N.XQ.M.tXZ).
De (184) on tire :
186 m.,u) = Vo,V ) =ty .2 =iV, ;2
( ) ( ] 2) Qm—lm( 23 QJ) L3¢ - J° 9 -1
m m m m
et de (185)
187 n.,u) =9 W W) =29 W, ,W ).
(187) ( 3 2) n__In( % JJ) n—]n( T 22)
Si les éléments de 1'échantillon I sont munis de poids Pi» si N = DP
I

etM = I, et si les matrices Xj sont centrées pour DP , alors
I
k k'

Vv . = (cov(VJ.,V2

g )

ke K
k' K

Par ailleurs, wjj est la matrice des produits scalaires des n vecteurs lignes
de la matrice Xj’ c'est-3-dire des &léments du nuage Nj correspondant ;
Définitions.-

On appelle ll-analyse en composantes principales d'une famille

J’

d'opérateurs d'ESCOUFIER (Uj)j 7 associés a la famille (Vj)je
1'analyse en composantes principales issue de la décomposition
factorielle de U.P , ot U = (H(Uj,UQ)).

On appelle %-analyse en composantes principales d'une famille

(Xj)jeJ 1'analyse en composantes principales issue de la décompo-

sition factorielle de U.P, o0 U = (@(Xj,Xj)).

De (187) on obtient :
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Théoréme 3.-
La lI-analyse en composantes principales de la famille d'opérateurs

d'ESCOUF IER (Uj)jsJ associée 4 la famille (Xj)je est identique 3

J

la ¢-analyse en composantes principales de la famille (wjj)jeJ’ ol

wjj est la matrice des produits scalaires des lignes de Xj.

De (186) il vient &galement :
Théoréme 4.-

Si N = DP et M =1, et si les matrices Xj sont centrées pour
I
DP , la matrice U de la Nl-analyse en composantes principales de la
I
famille d'opérateurs d'ESCOUFIER (Uj)j€J associée 3 la famille

(Xj)jeJ a pour terme général
1 i k- k.'
(188) u,, = Vg = 11 cov?(Vi,v ).
J TP -1 keK k'eK J

Ces deux théorémes indiquent donc la différence entre les deux analyses.
Notamment les relations (75) et (73) montrent que sous les hypothéses du

théoréme 4, le terme général u. de la matrice U,dans le cas de la ¢-analyse

je’

de la famille (Vj)jeJ est donné par :

u., = z cov(V%,Vk)
] keK J
Ajoutons enfin, que dans le cas particulier ol m = |, la l-analyse des

opérateurs associés 3 la famille (Vj)jv des variables ne coincide pas avec

J
1'analyse en C.P classique de la matrice nXp correspondante. Les vecteurs
xj et X, associés aux deux matrices colonnes Xj et XQ vérifient en effet :
U.,U) =n? .
I( 5 ) (xj,xz)

La matrice U de 1'opérateur U.P est donc la matrice des carrés des produits

scalaires au lieu d'etre la matrice des produits scalaires.
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Chapitre VII
ANALYSE CANONIQUE DE DEUX FAMILLES FINIES
DE VECTEURS ALEATOIRES

[. Problématique.

73. Introduction.

On sait qu'il ya deux fagons distinctes d'envisager la généralisation
de 1'analyse canonique. L'une consiste en l'analyse de m familles de variables

2 on retrouve

]

dont on connait les réalisations sur un échantillon. Si m

l'analyse canonique classique. On pose K = {l,...,m} et F. = (VJ). ol
k K’ jed
Vi est une variable et Jk = {1,...,pk}. La matrice Xk’ de dimension nxp,

exprime la réalisation de la famille Fk sur l'échantillon I de cardinal n.

Le probléme consiste alors & rechercher, pour chaque famille Fk’ des combi-
naisons linéaires des variables de la famille, telles que ces combinaisons,
pour la totalité des familles, satisfassent 3 des conditions dérivées de 1'ana~-
lyse classique, et interprétables dans les termes de la statistique descrip-
tive. Une vision plus algébrique de cette problématique, rejoignant le probla-
me général de PROCRUSTE, est de rechercher m matrices de transformation Tk’
telles que la totalité des matrices transformées Xk'Tk’ soient aussi proches

que possible les unes des autres, en un certain sens.
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Dans cette voie, oli la littérature est abondante, on peut citer par .
exemple [10], [12] et [15].

L'autre généralisation possible consiste en 1'étude de deux familles de
vecteurs, dont on connait les réalisations sur un échantillon I. Plus exac-
tement on recherchera des combinaisons linéaires des vecteurs d'une famille,
puis de 1'autre famille, telles que ces combinaisons linéaires satisfassent
également des conditions dérivées de 1'analyse canonique classique. Si pour
tout vecteur, la dimension est réduite & 1, on retrouve alors l'analyse ha-

bituelle.
74. Notationms.

Les notations sont encore celles du chapitre III, avec les précisions

suivantes : I = {1,...,n} est un échantillon, J] = {1,...,p} est un ensemb-

le d'indices relatifs 4 une famille de p variables vectorielles V;, je Jl’

et Jz ={1,...,q} est un ensemble d'indices relatifs 3 une seconde famille
de q variables vectorielles : V;, %€ JZ' On pose K = {1,...,m}et
I k 2 2k

1 T
Vj - <Vj dkek vs 5 ke’

Pour fixer les idées, si k par exemple, fait référence i une "rircons-—

. . . . . 1k k
tance d'observation', les notations adoptées impliquent que Vj et Vg R

pour tout j et tout & se rapportent 2 la méme circonstance k. De plus elles

~ . , i 2
sont observées sur le meme é&chantillon I. On note alors Xj (resp. XQ) la

matrice nxm des réalisations de V; (resp. Vi) sur 1.

J

et (Xz) fournissent deux tableaux réels 3
1 L7 2ed

. 1
Les matrices (X.).
X3 5 )

trois indices

1 2 2
AL = a0t AT = a0t
JGJI Jch
ke K KkeK

On supposera enfin que les espaces euclidiens E] = (Rp,p), E2 = (Rq,q),
F = (Rn,n) et G = (Rm,m) sont tels que : P =1, Q =1, N =D, , matrice
diagonale de poids, et M = .

En fait, on pourrait, sans grandes modifications de ce qui va suivre,
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choisir des matrices diagonales de poids, pour toutes les matrices assocides
aux formes définies sur ces espaces. Le choix que nous imposons ici a seu-
lement pour but de simplifier les &critures de ce chapitre.
Dans ces conditions, il résulte que, pour tous j et j', et pour tous

L et L', on a :

Loyl ty ] !
(189) @Jl(Xj,Xj,) = Trace( Xj,.DPI.Xj)
2 2 ty2 2 .
(190) ®J (X, Xy )= trace( X“,.D_ .X5). Les formes &. et & Zrant
2 27 2 PI L Jl JZ

égales, on notera :
(191) ¢ =20 = ¢ .

. . . 1 2 . . N
les applications linéaires xj et x respectivement associées i Xj et

. ” . .
Xf appartiennent 3 LR(G ,F). Donc la notation @(X;,Xz) est autorisée quels

que soient j dans J1 et 2 dans JZ.

75. Formes sur ET t E;.

D'aprés (73) on peut &crire

1 1 I, 1
192 O(X.,X:,)=COV(V.,V.,) = v..

(192) ( I J,) ( 3V '
2 2 2 .2 _ .2

(193) @(XQ,XQ,)— COV(VQ,VZ,) = VEQ'.

On note alors V = (v%.,)., . la matrice des variances—-covariances
H 31773895374,
. . . _ 2
empiriques des vecteurs de la premidre famille, et V22 = (VQQ')QGJ Lleg s

2’ 2
celle relative 4 la seconde famille. On supposera que la famille (x;)jeJ
I
(resp. (XE)QEJ ) est lipéairement indépendante, c'est i dire qu'elle engen-
2
dre un sous-espace L1 (resp. L2) de LR(G¥,F) de dimension p (resp. q).

Cela signifie &galement que VIl (resp. V22) est de rang p (resp. q), ou
encore qu'elle admet p (resp. q) valeurs propres strictement positives.

Compte tenu de cette restriction, on dira que VI (resp. sz) est la matrice

1

associée a la forme bilinéaire symétrique non dégénérée: positive, notée Vi

)

*
(resp. V,,), définie sur RP* (resp. Rq*). On écrira alors : E. = (RP ,V
22 1 Il

et E* = (Rq*

2 APTIE
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Remarque : d'apré&s les propriétés 3 du §.50, et avec les notations utilisées

ici, on a :

1 i 1 to1

(194) U SRS S ST S A : N AN
11 el 1 11 KeK k PI k
ty2 2 2 2

(195) Vo, = J p.. Y .Y = ) I°.D) .25,
. 22 jep T i1 KeK k PI k

ot Y; et ZL (resp. Yi et Zi) sont les matrices mxp et pxn issues des deux
faces du cube Al (resp.Az) ainsi que cela est indiqué au §.48.

Toutefois ces écritures qui permettent le calcul rapide de V11 et V22
ne sont plus valables si M ou P et Q sont également des matrices diagonales
de poids.

76. Application linéaire de E, dans E  (resp. E]

9 | dans EZ)'

Toujours d'aprés (73) on a :

1,2 _ Vo2, 12
(196) @(Xj,xl) = cov(vj,vﬂ> Vig
a 12 . . coa
On note alors V12 = (le)jeJ],QéJ la matrice pxq des covariances empiril

2
ques des vecteurs de la premiére famille avec ceux de la seconde, et

t

V21 = V12. Dans ces conditions, on obtient une application linéaire Vi,
_t * * .
¢resp. v21 = Vlz) de E2 dans E] (resp. de E1 dans E2>’ de mattrice V12 (resp.
Lo . * * o
VZI)’ 1'isomorphisme dv11 (resp. dv22) we E1 sur E] (resp. E2 sur E2) associé

a Vll (resp. V22) permet d'écrire le schéma suivant

£ £
J , J
ET 1 LR(Gx,F) 2 EX

4

—— O

- v
7 VAL 27
e//’/
E £
ol fJ et fJ sont définis par (51)
i 2
1
(197) ae:ET fJ (o) = E w¥*(a).x.
1 jeJ1 J J
* - 2% 2
(198) BeE, £, 8 = ) o (8).x]
- 2 £FJ2 A E

Remarque : comme précédemment on a 1'expression



(199) Vo= I oYY e ] Z;.D .7

77. Problématique.

*

Comme en (62) et (63), si a eEl

et B éE;, on note Fl(a) et FZ(S) les

-

vecteurs aléatoires définis par :

(200) Fliay = 7 o' %).v!
jeJ1 J

(201) F2e) = ] vﬁ*(B)-Vf :
rel,

Les matrices Fl(a) et FZ(B) de leurs réalisations surl vérifient :

(202) Fla = T 7 %@ x!
jeJl 1 J
2 2% 2
(203) Fey = [ 7, (®).%]
sed
2
On notera fJ (a) et fJ (B) les applications linéaires de G* dans F de

! o 2
matrices F (a) et F7(B).

Comme en analyse canonique classique, la problématique de 1l'analyse
canonique généralisée présentée ici est alors la suivante
i) On cherche le couple (aI,B]) de ETXE; réalisant le maximum de
cor (F' (o), F#(8))
sous les contraintes : VAR(F](a)) = VAR(FZ(B)) = 1.
ii) On cherche le couple (az,Rz) de ETXEZ réalisant le maximum de
COR(F' (o) ,F%(8))
sous les contraintes VAR(FI(a)) = VAR(FZ(B)) =1 et COR(Fl(al),FI(a)) =
COR(FZ(BZ),FZ(B)) = 0.
iii) etc ...

I gl 2 -2 I el 2 2
Pour tout r on pose : Fr = F (ar), Fr =1 \Br), Fr = F (ar)’ Fr = F (Sr)s

1 2
fr = le(ar) et fr = fJZ(Br).

Définition.-

Les couples (Fi,Fi) sont les couples de variables (vectorielles)

. 1.2
canoniques; les couples (fr,rr) sont les couples de vecteurs ca-

noniques.
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Remarque : suivant le type de transformation que 1'on fera subir aux données
initiales, on interprétera la maximisation de COR(Fl(u),FZ(B)) ainsi qu'il

est indiqué dans la section IV du chapitre III. En particulier, si les don-
nées initiales sont fortement normalisées (cf. §.42), maximiser ce coefficient

# ] .
m.{a).V., de la famille

reviendra 3 rechercher la combinaison linéaire ik
1

¥
L
j&J

!

ik et la combinaison

)

jEJ1 des k—émes composantes des vecteurs (V;)jéJI,

linéaire Z n*(BZ.Vz de la famille (VZ ) des k-&mes composantes des
€] £ 2k Lk QEJZ
2

telles que

2
vecteurs (VQ)2 Jz’

_Z cor( z n?(a).vgk, Z ﬂZ(B).Vik)

keK jeJl 2 J2

soit maximum.

78. Equivalences.

s . 1 2 . _ .
Les différentes matrices Xj et X étant centrées pour D, , les matri-
A E
.

ces F](a) et FZ(B) le sont aussi. D'aprés (70) 1l wvient

! = | 1 3 = £ 5;2
VAR(F (2)) = lIF (o)} ey @i}
2 - 2z - 4 2y 2
VAR(FT(8)) = [[F7 (5 = fif; (]
2 k4

Théoréme 1.-

® * 1 .
Pour tout a de E1 (resp. tout B de E2) VIRIF (a)) = 1 ssi

ﬂf (a)ﬁz = 1 (resp. VAR(F2(8)) =1 ssi [if. (8)§% = 1).
J1 ¢ ) JZ ¥
D'aprés (52) et le théoréme 6 du §.21
(204) (aa")  ECXEr V. (a,a') = o(f. (w),f. (a')
] 1 11 Jl JI
(205) (e,e')g,E*xE* Vo, (5,20 = o(f. (R),f, ("))
2 72 22 Iy J,

d'ol 1l'on déduit
Théoréme 2.~

* . - .
Pour tous 2 et o' de El’ LJ (2) et fJ (') sont ¢—orthonormés ssi
i 1
a et o' sont V]I-orthonormés. Pour tous 2 et %' de E, fJ (R) et

2
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f, (B') sont ¢~orthonormés ssi B et B' sont V22~orthonormés.
“2

La relation (98) nous conduit au

Théoréme 3.-

Pour tous a et a' de ET la relation ﬁfj (a)ﬁg = ifJ (a')“é = |
i 1
implique COR(Fl(a),Fl(a')) = @(fJ (oc),fJ (a')). On a un résultat
1 ) :
*

semblable pour tous B et B' de E,pe

Du théoréme 3 et de (204) et (205), on déduit

Théoréme 4.-

* .
Pour tous o et a' de E, si f

| 3 (a) et fJ (a') sont ¢-normés, les

1 1
trois propriétés suivantes sont &quivalentes

i) cor(F' (@),Fl@'yy = 05

i1) fJ (a) et fJ (a') sont d-orthogonaux;
1 1

iii) o et o' sont V, -orthogonaux.

11

*
On a un résultat semblable pour tous R et B' de E._.

2
Le théoréme 3 est encore vrai si on remplace fJ (a') par fJ (B)
! 2
i i ]
Ve, @z = e, g =1 = cortFl@),F ) = (g, @,1, ().
1 2 1 2

Par ailleurs le cosinus de 1'angle des vecteurs fJ (a) et fJ (R) dans
] 2
LR(G*,F) est donné par :
2 (@),f, (3))
1 2
b T
glfjl (OL)” @”fJZ(B)”@

J

cos(f., (a),f. (B))=
T,

d'ol le théoréme suivant

Théoréme 5.-

Pour tout a de ET et tout 8 de E; » la relation “fJ (aﬂ!é =
£ 12 =1 impli 1

h JZ(B){Q = 1 implique

cos(f) (@), (8)) = COR(F' (2),F*(2)).
! 2

II. Méthode de résolution.

79. Interprétation géométrique.

D'aprés les th&orémes précédents on peut interpréter géométriquement la



problématique exposée au §.77.

i) On cherche le couple (al’Bl) de E*XE* ré8alisant le maximum de

1 72
. 2 _ 2 -
cos(le(a),fJZ(B)) sous les contraintes ule(a)UQ = HfJZ(B)“® 1.
ii) On cherche le couple (az,Bz) de ETXE; réalisant le maximum de
: 2 - 2 -
cos(fJI(a),sz(B)) sous les contraintes ule(a)ﬂQ AfJZ(BMfQ ] et
cos(le(uI),fJI(a)) = 0 et cos(fJZ(BI),fJZ(B)) = 0.

iii) ete ...
A ce stade le probléme posé ici est donc strictement identique a
celui de 1'analyse canonique classique. La solution suivra les mémes voies.

%

= Im(f. ) de L(G ,F) sont
| 2 J2 R

t les (x2),, . ; ter
| et les (x, QEJz’ on notera pL]

. * .
et P les projecteurs ¢-~orthogonaux de LR(G ,F) sur L1 et L2. On sait alors,
2

(cf. [4]), que les vecteurs canoniques fi et fi sont respectivement les

Les deux sous—espaces Ll = Im(fJ ) et L

. . ]
respectivement engendrés par les (xj)jeJ

vecteurs propres de p. op, et p. op, , associés & la méme valeur propre A .
L1 L2 L2 Ll r

80. Projection d'un vecteur de L., sur L,.

1 2
. * . * . . -
Soient aeEl et ae’_Ez satisfaisants & :
(206) p, (f, (@) = £f_ (@).
Ly Y, Iy

Cette relation est &quivalente & :

(207) 2 =1,...,q o(f

~ 2y _
g (@)-f; (@),x)) =0
] 2
qui s'écrit aussi :
2= 1,.eq <x0,de(f . (@)=f. (@)> =0
2 J] J2
soit :
2% - ‘
2 =1,...5q <f (£77),de(f, (a)-f, (@))> =10
J L J J
2 1 2
ou (f *) , est la base de E* duale de la base canonique de E_ . Cette der-
L8 Jy 2 2

niére relation s'écrit également

_ 2% t _ ~ _
2 =1,...,9q <f, f 0do(f ()£ @)>, =0

5 I 2

soit :

(208) th cdbof (@) = TE L odoof ) (3).
2 1 2 2
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En premier lieu, V22 €tant la matrice des produits scalaires des

€léments de la famille (xz) , de (31) 1l vient :
2 lst

(209) v, = f od@ofJ .
2 2

Cette relation peut aussi s'é@tablir i partir de (205).

E

En second lieu, sachant que vy, est 1'application lindaire de E] dans EZ’

. . . . N * <
ayant pour matrice associée (relativement 3 la base duale dans E1 et 4 la

base canonique dans EZ) la matrice V2] de terme général :

2 1, _ 2% 1 %
@(xl,xj) = o(f (fl ),fJI(fj ))

2
il vient pour tout je& JI et tout QG.JZ
1% 2% 2% 1%
Vo (5L = aey (50,85 (5%)
2% 1%
= <y (£),d0(E; (£,)>
1
2% t 1%
= <f2 s fJ odfb(fJ (fj ))>*
2 1
t 1% 2%
= < szodq)ofJI(fj ),fz >

On en déduit donc :

(210) A% = f_ oddof

21 J J

2 1

En reportant les expressions (209) et (210) dans (208) on a :

21y vzl(a) = dvzz(a).

La matrice V22 étant de rang q, l'application dv,, est bijective et il

22

vient alors :
-~ -1
(212) a = dv220v21(a)

Si B est 1'&lément de ET tel que pour Bé:E; on ait :
p, (£, (B)) = ¢
SRR I

on montre de méme que R est donné par :

(8
- -1
(213) B = dVlloVIZ(B)-
Le théoréme suivant reprend ces résultats
Théoréme 6.-

On a les égalités suivantes entre applications linéaires :



...93_

-1
P of = f odV, oV
L2 J1 JZ 22721

-1
P of £ odV oV .
L1 J2 Jl 117712

C'est ce théordme qui va permettre le calcul effectif des variables et

des vecteurs canoniques.

81. Calcul des couples de vecteurs canoniques.

L'application fJ (a) est vecteur canonique ssi c'est un vecteur
1
propre de p. op; c'est 3 dire :
1 2

]
>
a2}
7~
Q
~—

p; op, (£, (a)) .
Lk Y,y Iy
Or d'aprés le théoréme 6 :
p. op. (£, (@) =p, (£, (&) =£, (d).
Ly, LY, Iy
Pour un vecteur canonique fJ () on a donc :
1

(214) f
1

et comme fJ est injective, puisque la famille (XJ)jeJ est linéairement

1
indépendante, on a & = A.a soit

1

-1 -1 _
dv odV ov2l(a) = g

11°V12°% 22

On obtiendrait un résultat identique pour les vecteurs propres de

Py oPy; d'ou :
L, L

Théoréme 7.-=;

L'application~fJ (o) est vecteur propre de Py oPy ssi o est
1 ! 2
vecteur proprede dvliov}zodvzéoV21 pour la meéme valeur propre. De
meme f . (B) est vecteur propre de p. op ssi B est vecteur propre
) Ly

;;ov210dv;1°V12 pour la meéme valeur propre.

de dv

82. Dualité.

Une partie du schéma présenté au §.76 peut s'écrire



dve]

29 dv

22

(=9
<
= ——————— X}
(=9
<
— 1
tx1 B T S

N ¥ = N

! v =ty
12 21

On considére alors que RP et RY sont respectivement munis des produits

. -1 - ' o« g _ p . ~1l - q
scalaires Vi) et Voos © est & dire que E] (R ’Vll) et E2 (R sz)
Dans ces conditions, si VTZ désigne 1'adjoint de Vi, relativement aux
=1 *
formes v22 et Vl] de E2 et E], on a :
* -1 t -1
v12 dv 990 12odV cef. (1),
Par suite :
1 *
(215) VapeVapedVeVyy = Vipevy
et de méme :
(2]6) dV_loV odv_loV = V* oV

11°712° 77227 " 21 21
On peut alors appliquer les résultats de la remarque finale du Bldu §:13.

Théoréme 8.~

. . .. -1 -1 *
i) Les opérateurs hermitiens dv11°v12°dV22°v21 de E] et

dv;;OVZIOdV Vi de E admettent le méme systéme de valeurs pro-

pres non nulles (kr). Celles-ei sont en outre positives.
11) Il existe un systéme (ar) (resp. (Br))’ V —orthonormé (resp.

(resp.

- -1
V22 orthonormé) de vecteurs propres de dv11 odV22 21

-1 -1

iii) Pour tout r on a :

ap = = dVy v, (8))

.dvzzoVZI(Qr).

1
x
r
1 -1
/i
r
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Ce dernier point se démontre facilement de fagon directe.
83. Résolution.

Les familles (fJ (ar)) et fJ (Br)) satisfont aux conditions du §.79, en
1 2
tant que systéme ¢-orthonormé de vecteurs propres de p. oPp et p, op; .
Lk L'k
Par suite les variables vectorielles Fl(ar) et Fz(Sr) satisfont aux condi-

tions posées au §.77. Pour tout r les couples (fJ (ar),fJ (8;)) sont donc
1 2
les couples (fi,fi) de vecteurs canoniques et les couples (Fl(ar),Fz(Br))

sont les couples (F;,Fi) de variables canoniques. En résumé

Théoréme 9.-
i) Etant donné un systéme (ar) (resp. (Br)) Vll—orthonormé (resp.

V22-orthonormé) de vecteurs propres de l'opérateur hermitien

-1 -1

-1
11°V42°9V920Y9,

dv 22°Y21

de ET (resp. dv odv;iov de E;) associé

12

i la famille (Ar) de valeurs propres non nulles, les couples

(f},fz) = (f. (o ),f, (B.)) sont les couples de vecteurs canoniques.
r’’r J] r J2 r :
ii) Si
Fl = z n%*(ar).vg
id
2 _ 2% 2
Fr = Z m (Br)'vl

£ J2

alors les couples (FL,F?) sont les couples de variables canoniques.

Nous terminons 13 ‘ce dernier chapitre. Avec les notations adoptées ici,
tous les autres résultats de l'analyse canonique classique se transposent
dans les mémes termes a 1'analyse canonique de deux familles de variables

vectorielles. Si m = 1, on retrouve strictement 1'analyse classique.
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