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I - AVANT -~ PROPOS

I.1  INTRODUCTION

I.1.1.  BUT POURSUIVI

Cette thése propose une méthode d'analyse conjointe de

plusieurs tableaux de données.

Le chapitre des propositions comprend les développements théori-

ques qui assurent les bases mathématiques de la méthcde.

Un chapitre est ensuite consacré a la comparaison de la méthode

avec d'autres.

Enfin des applications seront commentées afin de permettre aux

lecteurs de juger de 1'efficacité des résultats.

I1.1.2.  PRINCIPES GENERAUX

Deux tableaux de données, portant sur les mémes indivi-
dus, sont déclarés proches lorsque les distances que ces tableaux définis-
sent entre les individus sont voisines. La proximité entre deux tableaux

est quantifiée grdce & la notion d'opérateur associé 3 un tableau de don-

nées.

Une méthode de positionnement métrique permet de visualiser,
d'une part la proximité entre les tableaux, d'autre part la proximité

des individus sur lesquels les observations ont été faites.






I.1.3 CHAMP D'APPLICATION

Les données pouvant étre soumises a 1'analyse consistent

en tout ensemble de tableaux d'observations (c'est-a-dire de mesures de

variables) faites sur une population d'individus, pourvu qu'il soit possi-

ble de définir un ensemble de tableaux de proximités entre les individus,

d partir des données .

Le type de résultats fourni est celui des méthodes de statistique
descriptive, c'est-a-dire, de type géométrique, ne faisant pas intervenir
de lois de probabilité (et donc ne permettant pas de tests). L'exemple le
plus connu de ce genre de résultats est donné par 1'analyse factorielle

. (des composantes principales ou des correspondances).

1.1.4 SITUATION DE LA METHODE PROPOSEE VIS A VIS DES METHODES

D'ANALYSE CONJOINTE

La premiére méthode a été proposée par HORAN en 1969.
Peu aprés, J.D. CARROLL publie l1a méthode INDSCAL qui utilise la procédu-
re N.I.L.E.S. due a H. WOLD (1966). En 1970, R.A. HARSHMAN décrit le mo-
déle PARAFAC1 (qui utilise la version de NILES améliorée par R. JENRICH).
Presqu'en méme temps, CARROLL & CHANG présentent un modéle similaire ap-
pelé& CANDECOMP. En 1972, L.R. TUCKER invente une méthode. La méme année
HARSHMAN formule PARAFAC2, tandis que CARROLL & CHANG exposent IDIOSCAL.

Une présentation de ces méthodes a été faite par A.M. DUSSAIX dans €5§.

-,
Cet auteur classe ces méthodes en trois groupes :
1 - Celles qui généralisent le modéle d'analyse factorielle,
2 - Celles qui généralisent celui des proximités,

3 - Celles qui sont spécifiques.






Les différences entre méthodes d'un méme groupe proviennent des
hypothéses ou des algorithmes retenus. Notre méthode peut étre classée

dans le premier groupe.

1.2 TERMINOLOGIE

I.2.1. DONNEES SOUMISES A L'ANALYSE

Un ensemble de m tableaux a deux entrées est donné sous
la forme d'un ensemble de matrices, carrées si ce sont des proximités en-
tre n individus, rectangulaires, si ce sont des mesures de p variables

faites sur ces individus :

0y
n 1 2 m
¥
N> <N-»> <N >
oup oup ou p

Cet ensemble peut étre regardé comme un volume :

nI_.L_ "m/y.

i
noup

et de ce fait i1 a été proposé de désigner ces ensembles sous le vocable

de "données cubiques”.

Nous verrons comment on se raméne toujours & un cube n x nx m a
partir d'un cube n x p x m, aussi, sauf précision contraire, nous ne par-

lerons que des cubes de proximités. Un élément du cube est donc une matrice

n x n de proximités entre individus.

Cette matrice peut toujouré étre considérée comme le résultat

d'un jugement, objectif ou subjectif, portant sur la ressemblance des in-






dividus. Pour cette raison, nous suggerons d'appeler juge une matrice de

proximités quelconque entre n individus.

L'expérience montre d'autre part que la proximité peut &tre défi-
nie sur des &léments variés : individus (sens propre), objets (senspropre)

stimulus, variables, caractéres ... etc.

De ce fait, pour désigner un élément sur lequel ia proximité est
définie, nous proposons le terme sujet , avec son sens d'assujetti , puis-

que c'est sur le sujet qu'un jugement de proximité est porté.

Soit, par exemple, cing personnes qui donnent, chacune, des notes
de ressemblance entre dix hommes politiques : les juges sont les cing per-

sonnes tandis que les sujets sont les dix hommes politiques. Chaque juge

k

k fournit une matrice ak : 10 x 10 dont 1'élément ij, a. ij est la note de

eme .iéme iéme

ressemblance entre le i et le J homme po11t1que fournie par le k

Jjuge. La donnée est 1'ensemble { a 10 x 10 3 k = 1,5 } notée , en

~J

abrége , C .

Par la suite, nous distinguerons parmi les proximités :

les similarités, notées Cl1 ,

les dissimilarités, notées (2 ,

les produits scalaires notés C4 ,

les distances, notées C3 ou C5 pour les ultramétriques ,
et nous seront amenés a définir des cubes de produits scalaires a part1r

de données :
- de classement (rangs ou notes), notées C6 ,

- de profils (individus-caractéres), notées C7






I.2.2. STRUCTURATION DES DONNEES

Dans toute la thése, nous employons le mot structure

avec le sens suivant :
“"Maniére dont les parties d'un tout sont arrangées entre elles"
et non pas avec le sens mathématique habituel

“Caractére d'un ensemble résultant des opérations qui y sont

définies et de leurs propriétés"

Nous appelons inter-structure, une structure sur 1'ensemble des

juges et intra-structure une structure sur 1'ensemble des sujets, par ana-

logie avec la terminologie de 1'analyse de la variance (variance inter-

groupes, variance intra-groupe).

Enfin, i1 nous fallait nommer 1a méthode et c'est naturellement
le titre de Ta thése qyi nous a conduit au nom de S.T.A.T.I.S., sigle de

Structuration des Tableaux A Trois Indices de la Statistique.

I.2.3. PRESENTATION GENERALE DE S.T.A.T.I.S.

1.2.3.1. Premiére partie

Obtention, & partir de la donnée soumise &

1'analyse, d'un cube standard , défini comme un cube de matrices de pro-

duits scalaires défini-positives et noté S = { Sy s nxng i=1, m} .

1.2.3.2. Seconde partie

Quantification de Ta proximité entre les ju-
ges s. . La matrice e : m x m des proximités est ensuite factorisée cano-
~ . ~nJ

niquement pour obtenir 1'inter-structure.







1.2.3.3. Treisiéme partie

Définition d'au moins un référentiel, matrice
r : nxn de produits scalaires entre les sujets, & partir des m matirices
»J
Sy s de telle sorte que r soit la meilleure approximation de toutes s. au
”n ™~ o~

sens d'un critére précis. La factorisation canonique de r fournit ensuite
"~

une intra-structure de référence.

Cette derniére est en général plus intéressante pour décrire les
sujets que 1'une quelconque des intra-structures obtenues par la factori-

sation des matriceslgi .

1.2.3.4. Quatriéme partie :

Analyse des différences entre chaque intra-
structure et 1'intra-structure de référence, 1'inter-structure donnant,

par ailleurs, une indication globale sur ces différences.

1.2.3.5. Cinquiéme partie :

Lorsque le troisiéme indice du cube (i=1,m)

représente uninstant -Te cube représentant des données chronologiques- la

généralisation de 1'analyse des différences permet de visualiser 1'évolu-

tion des intra-structures. Ici encore, 1'inter-structure donne une indi-

cation globale de 1'évolution.






1.2.3.6. Schéma de S.T.A.T.I.S.

Cubes de
données
statistiques
Proximités de Cube standard : Proximités
référence l Proximités entre N entre
entre sujets sujets juges
N
Intra- Intra~ Inter-
Structure Structures Structure
de
Référence
~ -/
J
Analyse
Analyse détaillée | Globale
des différences des
Différences
T T
et/ou (selon la nature des donn%?s)\
Az
, Analyse
Analyse détaillée
Y Globale
de 1'évolution de
1'évolution







I.3 NOTATIONS

Etres mathématiques| FExemples Graphismes
Scalaire a lTettre minuscule latine
Valeur propre 14 lettre minuscule grecque
Vecteur a Tettre minuscule latine soulignée -
Vecteur propre o Tettre minuscule grecque soulignée_
Matrice a lettre minuscule latine soulignde ~
~J
Matrice propre ﬁf lettre minuscule grecque soulignéew
Opérateur
Application A lettre majuscule latine
Ensemble lettre majuscule latine entre pa-
Espace vectoriel (A) renthéses
Relation cf%;
Propriéte Lettre majuscule scripte
Transposée de a a' a'
~ ~ o ¢
Dual de (E) (E%) (E%)
Produit scalaire < 5 > <V,W> ou VW
) < asb>
~N

N : renvoi & la bibliographie en annexe






2 -~ PROPOSITIONS

2.1 SCHEMA DE DUALITE

2.1.1 DEFINITIONS (Cf 4) )

2.1,1.1. Schéma général

Etant donnés :
- d'une part, deux espaces vectoriels (E) et (F) rap-
portés & leurs bases canoniques respectives e = (Ei) ;1= 1,p et

1,n , ayant pour espace dual respectivement (Ex) rapporté

£= () i

H

a la base sx (e.x)

;") s i=1,p telle que <‘g§ , €. = 8ij (Kronecker),(Fx)

=i
l1,n telle que < f? R fj S =9

i

P TS T

rapporté a f= = (fi) 3 i i
- d'autre part, X un opérateur appliquant (Fx) dans (E)

et les métriques euclidiennes M,W,N et V sur (E),(Fx), (F) et (Ex) respec-

tivement, le schéma de dualité général est :

(£) «—X (F¥)

M ?V W N
I

X! - (F)

2.1.1.2. Schéma des analyses de données
Etant donnée une matrice de profils (mesures
de p variables sur n sujets) X 1 p XN, nous pouvons lui associer 1'opé-

rateur X précédent en convenant que :

Si xg désigne 1'élément de la i*M€ colonne et de 1a j1eme ligne
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-~

de x , le sujet i est représenté dans (E) , alors isomorphe & RP , par le

vecteur :

_ :ZE: k iéme .

. = . 0 e es k emer  base cano-
X5 k-1 X & » Ot g estle élément de la base cano

iéme

nique de R tandis que Ta J variable est représentée dans (F), alors

. < pN
isomorphe @ R, par le vecteur :

n
xJ = Z?G* x) f s
- Tkl kK

f, étant le K'EMe &

1ément de la base canonique de R,

Dans ces conditions, les métriques M et W mesurent la proximité
entre sujets, dans RP , c'est-a-dire, dans (E) et dans (EX) respectivement
tandis que N et V mesurent la proximité entre les variables dans Rn, c'est-
a-dire, dans (F) et (FX) respectivement. Afin que les distances entre su-

jets mesurées dans (E) soient égales-a celles mesurées dans (Ex) on doit

avoir :
W=XoMoX

et pour que les distances entre variables mesurées dans (F) soient égales

aux distances mesurées dans (FX) i1 faut que :

V=XoNo X’

' n
Lorsque des poids p. sont donnés au sujets (p. > o et p. = 1),
i i 7

la métrique N choisie est la métrique euclidienne diagonale Dp définie par :

D_ (e

p (& > gf) = pi & i , ol

J

Sij est le symbole de Kronecker.

Eventuellement, on peut choisir :

£

ko
=
2
o
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p N
Lorsque x est centrée , > x? =0 .Y 1=1,n, alors 1'opérateur V
e k=1
est associé & la matrice des variances-covariances :
RP X R"
A
F?l V W l !D
RP T QM

2.1.2. PROPOSITION D'UN SCHEMA POUR LES ANALYSES DE DONNEES

CUBIQUES :
Soit S = { si nxng 1= 1,m} le cube standard
déduit des données.
ig ;f n : , e n
S (R7), espace vectoriel des formes quadratiques sur R,

Soit x' , le vecteur de Rn(n+1)/2 construit & partir de 5! par
- ~t

1'application , notée j]k’ et définie par :

i i .1 (1+1) Lo , |
xj}k = Sy et i = —>—=+ k 3 1=1,n; kg 1.
Soit‘é : n{n+tl)/2 x m , qui a'51 pour 1éme colonne.
Enfin, soit mo n(n+1)/2 x n(n+1)/2 , diagonale , définie par

JZsi1<k

1k
1 sinon

Le schéma de dualité proposé est, avec ces préliminaires :

espace des juges = RM(N#1)/2 X R
Ml Tv wl )[N
gNn+1)/2 > R" = espace des proxi-

mités

dans lequel x est associ@ 8 X , m a M et im a N. (Identité d'ordre m).
~ ~ ~
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2.1.3.  PROPRIETE DU SCHEMA PROPOSE :

* - ' w i+ ] 2
La distance mesurée entre deux vecteurs de R (rn+1)/

- = e L4 foud 1 j n L)
est &gale a la distance entre les deux éléments de t?g(R ) correspondant

- by i n ..
a ces vecteurs, lorsau'on prend sur Lf R 1a métrigue Trace.
1

.. .. itk .
i J i i i
< = ; S
<X LXT D m <fsv 9 > Trace ° B f,
Démonstration :

L) = cxdeod L by gn(n1)/2

Puisque d° (x' , x
=¢xhx!> -2ty e
(520 = <ghal> eyt 2<she> <P

!

IT suffit de démontrer que :
L

<xxs pn(nil)/e = <§,r’§f SLCH
Sur Cf(Rn) : Trace (§j 2?3 = Trace (§1 2?)
. i J . N n_ i Sj
228 TS Y She S
p=1 p=1 q=1
n n ; i
= s
’ . n(n+1)/2 o
Sur Rn(n+1)/2 cox'om X = 57—- m2 x; xﬁ
-~ k=1 K






Conséaquance :

La matrice associée & 1'opérateur Wol, c'est-a-dire,

n{n+l)/2 Vet xd | re-

j e -

la matrice des proximités entre 2 éléments de R
présentant respectivement le juge i et le juge J; peut étre calculée par
la formule donnant pour (1’j)5. élément : Trace (gi E;) puisque la dennée
si est préalable & 1'application j]k : s;k;;:fx; .

"~

2.1.4. REMARQUE 1

Soit le schéma :

2
Rn X va
M TV N T l W
n2 m
R X > R

- . . . .2 L€
o0 @ X est associé la matrice x * n” x m ayant pour i= colonne le vecteur
~

x1 défini par :

x; s;q avec k = (p-1) n+tq 3 p=1,n ; g=1,n.

et ol a M est associé la matrice i 2 . Ce schéma est équivalent i celui

~n
ity g, X :
proposé en ce sens que Trace (s s' ) = X AjnZ-— * (La démonstration

~ v

-

est analogue a celle de la propriété 2.1.3.).

2.1.5. REMARQUE 2

Soit le schéma : (dimension de Jf(Rn)zn(n+1)/2)

J”(Rn)w X R™

N

j (Rn) X' .v"—'Rm
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N . , . , . ,
ou & X est directement associé au cube standard S . Ce schéma est plus
“naturel" que celui proposé. Mais, étant donné gue sa description précise
souléve des difficultés de formalisation et que cela n'est pas compensé

par un egpport de résultats supplémentaires, nous ne 1'avons pas retenu.

2.2 REFERENTIELS

2.2.1. DEFINITION
Soit e : m x m Tla matrice associée a 1'opérateur VWoN

%

du schéma de dualité 2.1.2.
La diagonalisation de e fournit les &léments propres :
{ )ﬁ s i oy i 1.p 5 pg “1}

On appelle ;%M€ referentiel le vecteur de Rn(n+1)/2 défini par :

E? = XoN ( gi) = ﬁ%: Q ; 5? avec _g i'o J = S i (Kronecker)
j=1 '

i .8me A .
X  étant la &M colonne de x associée a X dans le schéma 2.1.2.

o~

2.2.2. PROPRIETES

2.2.2.1. rﬁ est i€ vecteur propre de 1'opérateur

VoM. (i = 1,p 3 pgm).

Preuve :

On a : WON(gi) =A1. _); 1 etﬁi = XON(Qi)

"

VoM(r') = XoNoX'oM(r') , car V = XoNoX'

I~

= XoNoX'oMoXoN( 91) , par définition de Ej
= XoNoWoN(y') , car W = X'oMoX

= YoN(2, X)i) , par definition de Y |






2o

1

\- .
i

A,

i

XoN( \) , car XoN est linfaire

i e . . i
r ., par définition de r

2.2.2.2. _rj maximise

(i=1.p 5 p ¢ m)
it

sous la contrainte l, Q1 = constante

« i . mooNi L.
parmi les r' de la forme > Jj X7 3

J=1
. .

le maximum étant >\§ pour <9_ v, \) 1>,= 1

Preuvq :

(Démonstration analogue & celle de 1'A.C.P., cf. 11
page 200).

m

= %——-— 2(. L ‘] 1' <>1’\1> - 1)

m - m ] 2 2
= L ZJ;< J>] SN L)
k=1"%j=1 5
m [ m m m i?2
-3 [ > 3] \);@k,szz_k,zq;]- X?[Z\)p
k=1 | p=1 g-1 — | pT
m m i k .p k q 2 ng i
— < s X s =
-glq?;.ll\)q.&__><&ﬁ> ;\1.5-:1p
By i, 2 2 Iy
—z_;l 3o, - A g;:l)p Un) pp
S FARPA SR YRPE

it
>







Le maximum est

m i om .2
S 1D SN IR LI ES R CON R TRINL
k=1 | j=1 g i o
I S PR S A
peay Xr :f — 19

2.2.2.2. bis Bﬁﬂiﬁﬂﬂi m

Vecteur b = ' v’j x? qui maximise
=1

5 ,
(on cherche  qui détermine i )

s
N
| x
o
3

if

=2 =
==
A
i3
¥
pa 4
[}
D
~
N
N
-
Rewer
(4

G(}; ) =2 < X s Lo j 2 Y
k= J:l =
Yoo . : L o
22 () . T ¢ ﬁksx“]? -hy . o= e 1-/ o
9‘33 k=1 - j=1 J =
A r;@ 3
: y 3 l® {- ‘C\' o
el =4;= ”(“)'—‘O ; 1=!f
~ T ~\ ';* . - 1 €
v i
) 4
d'ol *a = ——-I—% 2 avec # = lle1 j‘
o "g ;f ' o — 1
£ 4

Preuve
i i ! . - s

ro=XoN (,) = xV , puisque N = i

- P £ '“"m

d'ol :

i1 2 vl 2 51 i pit ! i 1

br =lix ¥ o =<xd x¥ »y=v¥  x mx
-~ ¢ RV e % o e L L

' .‘l . 1 1 \ s i _ - . 1| 'l _
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2.2.2.4. Remaraues

gy oy P i
Censidérons 1'&l&rent de J (RJ), Y :nxn
. . i .e o . .
qui a pour image r  , i~ vecteur référentiel, dans la correspondance N
c'est & dire, rappelons-le :

S T () PRI ML R R LI TR P

1 - r est\matrice propre'de 1'opérateur VoM dans le schéma na-
turel 2.1.5. . (La démonstration est identique & celle du § 2.2.2.1.).

m

i - — ik i 72 . vt i 4
2 - roomaximise /[ { 1S ,r > sous la contrainte ¥ @ o
i k=l "o 5 5
parmi les r de Ta forme ) i s¥ , s £ S . (La démonstration
~ A o L)

est identique a celle du § J=1 2.2.2.2. , mais < >'f(Rn) au lieu

de ¢ , 3% Rn(n+1)/2 ; e est identique dans les deux cas, cf. propri-

éte 2.1.3.)
3 - 1351ﬁ = /&i (1a démonstration est identique & celle du
§ 2.2.2.3.), mais alors (e);; = Trace (51 s9).

4 - Definition : 51 (correspondant a gﬁ) est appelé i€ matrice refa-

rentinlie.

2.3.  STRUCTURES

2.3.1.  DEFINITIONS

2.3.1.1. Représentation canonique

Soit (X) une populaticn statistique, on ap-

pelle représentation canonique (ou triviale) la représentation dans RP des

individus de la population sur lesquels p caractéres sont observés et qui,
a deux éléments de (X) semblables fait correspondre deux é&léments de RP qui

sont voisins.
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2.3.1.2.  Structures

Etant donnde une représentation canonigue

. 2 ) < s . . iy
ductions & R~ de cette représentation obtenues par projecticn orthogona-
le des points représentatifs des individus sur un plan quelconque conte-

nu dans Rp.

N.B. - Ceci est 1'expression mathématicue de la définition gé-

nérale donnée au paragraphe 1.2.2.

2.3.1.3. Inter-Structure

Structure obtenue a partir d‘une représenta-

tion canonique de la population des juges.

2.3.1.4. Intra-Structure

Structure obtenue & partir d'une représenta-

tion canonique des sujets.

2.3.2. OBTENTION DES STRUCTURES

2.3.2.1. Principes et plan d'exposition

C. 5 C6 -, C7 : Données cubiques

(cf § 2.3.2.2.)

!

Cube standard : S ={ s' :nxn ;1= lﬂﬂ}
(cf § 2.3.2.3.)

]
Calcul dee : mxm : e.. = Trace (s1 sJ)
Ao ]J ~ .

(cf § 2.3.2.4.)
|

L4






i . S R ,_>.,Mwl

~ . . . . . . 1
Tactorisation canonique de e : factorisaticn cenonique de s
] = 2
représentation canonique des représentation des sujets "vus®
juges (cf § 2.3.2.5 1o 1% juge (cf § 2.3.2.7.)
juges (cf § 2.3.2.5.) par le i juge (cf § 2.3.2.7.)
i
- - . [:| - F LS - o A R 4
réduction @ k™ de la représen- réduction de la représentation :
» fo : eme ., .
tation : inter-structure 1 intra-structure
(ef § 2.3.2.6.) (cf § 2.3.2.8.)

2.3.2.2. Les données cubiques

2.3.2.2.1.  Cube_de proximités originales

Définition 1 :

Soient (S) une population de n sujets et (J)

une population de m juges ; (S) = {1,2,,.,,n} et (J) =.{1,2,...,m}.

Si T'application

ﬂ: (J) X (S) X (S) e {rl ’ Y'Zx c R

i

qui , & tout § © (J) , et a tout (i,k) ¢ (S) x (S) fait correspondre le
J

réel 5k de 1'intervai]e§'rl,r2 } (rl et r, pouvant étre fonction de j),

vérifie les deux axicmes

(1) 7 (1K) € (S) x (S) , V 3L(d) & af, = ap,
s L\/ e Yo & . j = j i j = i
s (2a) Viw(S),V3i€ () @ as. rpoet ay < Ay e i
; plus proche de k que 1.
(2) 7
| |
N@)VEE(S), Ve () :oad;=r, et oal, < al o
moins proche de k que 1.

ou bien

J

Alors, 1'ensemble C. =+4a” :nxn; js= l,mj est un cube de proxi-

~

mités originales.
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Dafinition 2

L'&lément aék est appelé proximité donnée par le juge J

i

entre le sujet 1 et le sujet k.

51 (2a) est vérifis, a’

I

est une matrice de dissimilarités

ou de distances ou de tous zutres coefficients mesurant une dissemblance.

Définition 4 :

Si (2b) est vérifié, al est une matrice de similarités

ou de produits scalaires ou de tous autres coefficients mesurant une res-

semblance.

Exemple :

Soient (J) 1'ensemble des méthodes de classification
hiérarchique et (S) un ensemble de n sujets classés par chacune des mé-
thodes.

€

. s .ie . . .
Considérons pour la j em méthode -,. la matrice des distances

ultramétriques entre les sujets a* : n x n.

.

Ses éléments vérifient :

O B |
(1) + a = a4
ik
PN B -
aii = rl 0
(2a) . )
{ %) < a%k <=3 1 plus proche de k que 1 , ce
qui s'assure par simple lecture dy jwéme arbre :
] |
a |
k T {“’ ]
J , !
Lk 1 1 !
| [ :
) ]







Cube_de profils

™Y
o
~
~o
~No

Définitiqﬁ :

Soient les ensembles (S) contenant n

eléments appelds cujets, (VP) contenant Py €léments appe’

Ay

Y

N
[53Y
4]
<2
(3]
-
&
-l
j o8]
T
——d
)
[}
D
('L

(J) V'ensemble des groupes (Vk> ., (V) = { (V) 5 k= 1,m }

o k i 3 . 2
Soit X on ox P> la matrice des mesures des variables du groupe
(v, ) faites sur les sujets de (S).

k .iéme

X4 est la mesure de 1a j variable du groupe (VP) pour le
i®M€ sujet de (S).
1 | ~ ~ — r k . . - 1 . A
L'ensemble C7 = X8 nXxop s k = l,mj est appelé

cube de profils ,

Exemple :
On dispose de m groupes de mesures faites sur n varidtés

de blé . Un juge est un groupe de mesures, un sujet est une variété de blé.

éme _ N o .
groupe de mesures porte sur des caractéres physiques, une varia-

Si le i

ble est 1'un de ces caractéres

ém ié .
€ '€ vari-

X, . = mesure du j1 caractére physique (i) sur la k

2.3.2.2.3. Cube de notations

Etant donné un ensemble (S) de n sujets muni
d'une relation d'ordre total R , (ordre de préférence, classement, systéme
de pondération, probabilité attachée ...) on appelle notation la traduction

[¢
de cette relation par un vecteur de R" . X , tel que , si (S) =\{1,2,...,n(
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F (2), .. s 3 (n) 5 ol S est une permutation de

o
ot
v

Y

—
]

S
-

A

T1,2, o.nleonn, ators Y i6(S) et W 5C(S) 1 € (i) <6 (3) = %, < Xs o
2 P ' I J

Exemple 1 :
K = notesou rangsdonnés par un juge a n sujets :
2, 3,1, 4, n, ... . La traduction Ta plus naturelle de R est le vec-

teur x = (3, 3, 1, 4, n, ...) de R",

Déefinition 2 :

Soit un ensemble (J) de m juges. Si x € R" traduit la

. j p iéme . <1 o
relation RY donnée par le j - Jjuge sur les n éléments d'une population (S),

appelés sujets, on appelle cube de notations 1'ensemble :

6 ={dCR, j=1n!

Soient (S) un ensemble de n étudiants et (J) 1'ensemble

des matiéres enseignées et notées, en supposant qu'il y en ait m :

.eme . e

N P . . Y- .
Si xg désigne la note donnée au i étudiant dans la jJ em matiére, alors :

b

€6 = {x)1(x] < x) e (7 () g s (k), VA, kT (S) 5 g=l,m;

i

Notations considérées comme profils

6 =- 5? o R" g 1,m4§ peut étre assimiié & un cube de
profils jrxJ PonX Py j=1m; tel que Py =1, Y= 1,m

2.3.2.2.4, Cube de proximités calculées

Définition :
Etant donné:sun cube de profils C7 =<{ xk PnoXop s

k = 1,m r (éventuellement : p, = 1 ,'V k = 1,m) et une forme quadratique
k






k LI it a 3 . - k l\ ;I l\! = 5ot H
a P X P s 0N dETINIL une proximité a = X" q x a partir de cha~
o P ‘\ R e ~ )
gue x et pour la métrique correspondanta q pour obtenir un cube de proxi-
~ w

5

; " [ 4 ok . 1
mités calculées (produits scalaires) < a” :nxn: k=1, m }.

Excaple :

Soit C7 1le cube de profils correspondent & m groupes

de mesures faites sur n variétés de blé du § 2.3.2.2.2.
f K
1 ﬁ PonXop s k= 1,mjg

Le cube de proximités calculées correspondant est 1'ensemble des

matrices de produits scalaires entre les n variétés de bld supposées re-

. . . Dy, k k' 1 .
présentées dans R°K : ¢, =-{x X :nxng k= 1,mjf; $1 on suppose
%, k .
que, ¥ k= 1,m, q = i .
S g p k

2.3.2.3. Le cube standard S

2.3.2.3.1. Définition

Le cube standard de 1'analyse

conjointe est un cube de matrices de produits scalaires.

Dans la méthode proposée chaque matrice devant &tre factoriséde
canoniquement et le résultat de cette factorisation visualisé , i1 est
équivalent de remplacer chaque matrice par la matrice la plus proche au
sens des moindres carrés généralisés avant la factorisation, & condition

d'indiquer la qualité de 1'approximation ainsi réalisée.

Aussi définirons-nous le cube standard de S.T.A.T.I.S. comme un

. . i . . me .
ensemble de m matrices s' de produits scalaires définies positives.







i
f

Légende

Co

C7

o

LI
S

J

K

2.3.2.3.2.  Oblention du_cube standard
(premiére partie de la méthode)

2.3.2.3.2.1. otions

65 e e

Ensemble des

tcen o ac

R
LroisTO
me e un e o h et st
;\

%

; désigne une transformation nécessaire,
désigne une transformation facultative, .
méthode

désigne une transformation étrangére a la

Notations

Profils ¥ ;

C2 dissimilarités j f

| €3 distances - f
' TS
DONNEES A I
C <§: L ? o
; C C5 ultramétriques : - .
T : ° 3 t B P
CUBIQUES | proximités : s §
o
‘ : \\.,/“' ; 5|
3 Cl  similarités - - S I T
i ! . ke, e,
| (s ()
| pseudo- ? : :/j \\r’/
5 C4 produits v vooov, b
i scalaires TN :
&)
é S cube standard ¥ o ;i
! 10
N

cube standard normalisé






]

2 < < FP P i S PN N £ A (T %
2.3.2.3.2.2.  Signification des {ransformations (14 10
S co s

L R I e e A R N R A N )

;;» Ljout & V'ensemble (S) des sujets dlun &lément appelé sujet -

origine qui regoit obligatoirement Ta miue notetion de la part de chagque

Juge ac 1lensembic (J).

i i . . i . .
y;l = xj pour Jj = 1,n et yjl = valeur commune & tout i

pour Jj=n+ 1.

La justification de cette transfermation des données se trouve
dans le fait que deux notations ﬁj et x qu1 nz différent que par une per-
mutation circulaire des composantes fournissent les mémes distances entre
Tes sujets. De plus, comme nous le verrons au § 4.2. sur un exemple, 1'in-
terprétation est faciiitée par le positicnnement de ce sujet-origine dans

les intra-structures.

2> - Ppproximation, au sens des moidres carrés généralisés, de
i i . e s i
chaque matrice a de C4 par une matrice définie positive s .
[a¥4 e

Appliquant le théoréme 2 donné dans 17 ,(et rappelé en annexes

1)2

Pg=Y

§ 6.1.3.) g! qui minimise Trace (s1 s est donnée par :

~

. Qo - Tl -.1 . kv s
st = ) 'kJ 3 g 3 % oll /kg et & g sont les J1emes éléments
~ ?\ . 3 e R -
ivo
i, I 0
propres de a' tels que : ! 7 ¢ F 1,

La qualité de 1'approximation est mesurée par le pourcentage

Trace (11 - i})d
Trace (a 12)

o






arité expérimentale est assimilée & un produit

4. - Transformation de W.S. Torgerson ( 20 page 257, 19 pages

239 & 358 , cu bien 9 page 3).

N ! .
Soit €3 =4 d® :n ¥ on ; ko= lsm.§ 1'ensemble des metrices de
distances entre n sujets représentés dans un espace vectoriel de dimen-
k k
1J
1 - - k v k o o
de Torgerson donne 1'élément Sij d'une matrice s de produits scalaires

iaY

sion finie (ou C5 ). L'élément i-j de d" étant d.. , la transformation
%

des vecteurs ayant pour origine le centre de gravité des sujets et pour

extrémitésles points représentant les sujets :

Kk 1
5ij ° S

+ (d?l)

2

i

]
jon
™D

5 ‘.

EH

- (0507 - (@

1]

!
e R
=

no ;1 1=

=3 ;\ 7
et

B~ Une dissimilarité expérimentale est assimilée & une dis-

tance quelconque.

%~ Définition d'un produit scalaire a partir d'un cube de pro-
fils , cf § 2.3.2.2.4.1., .

¢

7,- Soit €4 = i a' :nxn s 1= 1,m% 3 chaque matrice de

%

R et

produits scalaires 51 est remplacée par une autre matrice Ej :n xnde
produits scalaires entre les n sujets de facon que les factorisations
canbniques des Ei fournissent des représentations dans RP; qui soient
centrées, de la méme maniére que les matrices issues de la transforma-

tion de Torgerson.

Pour i =1m, j=1,net k=1,n, on calcule :

13

. . . . n n .
i i 1 i i 1 = o
b, =al -—= » (al +al)+ .ooa
Jk Jk N3 1k Jl n2 191 me1 m






- 27 .

8 - Méthodes de clascification hiérarchigue fournissant chacune

R ' S R i Fa b 3 - S VP S T T SR R s
une matrice de distances ultramétiriques qui permet habituellement de cong-

truire la représentation arborescente.

o

= Refinition d'un indice de proximité. Les indices Jes pius

utilisés sont décrits dans 14 , pages 857 & 874.

1

.10~ Normalisation du cube standard : chacue matrice s est nor-
Y

malisée & 1'unité en divisant chacun de ses &léments 5;] par :

'i i lé 1 i
” s f! S(RM) = fg X 'f rn (n+1)/2
ol 5? est relié & sj par la relation j]P du schéma 2.1.2.
o 12 i i it i
‘4 X .‘: = N =
X i LA s X X moX

oum est associée & M dans le schéma 2.1.2. .

: \ Ces s i i i2
Comme nous T'avons déja dit : x m X = Trace (s 7)
. s £ o . i ~
i1 E , .. .
Donc : ﬁ s I = {Trace (312) et le cube standard normalisé est :
i i
SNoo=1 s’/ 0s' ] nxn o3 i=1m}
Lo A ! J

2.3.2.4, Calcul de la matrice des proximités entre Jjuges

2.3.2.4.1.  Proximité_entre deux_ juges

Soit S ={§1: nxns;is= Lm}
(ou SN ). Plagons nous dans 1'espace des juges du schéma de dualité pro-

posé au § 2.1.2. :

n(n+l)/2

Dans R s un juge est représenté par 5? » construit &

partir de s par la relation j]k :

i o1 (+1) . L
lek = et I = —=>——+ k3 1=1,n 3 kgl
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La proximilé entre deux juges x' et x

TR TN - oy v g
€St wesuree pavr

S
w
>
Y4
PS
=
Y
i
o
o
£
—
(921
—d
}
<
g

A

2.3.2.4.2. falrice e : m x m des proximiiés_entrs

L'&Tément i - j de e est

.;
e.. = TJrace (s
1] ¢ (»d rSJ

2.3.2.4.3.  Un juge s' dans le schéma_2.1.1.2,

mmmmmmmm [ e e 0en n s M 8 s - ma - " ot o 2 - e Tn

La factorisation canonique de sj four-
1

. . i it i
nit une matrice x : Py xn, telle que s = x

X, qui peut é&tre regardée
comme une matrice de profils, mesures de P; variables (inconnues) faites

sur la population des sujets.

. A | ; i
Si X est associée a X' dans le schéma 2.1.1.2. alors s est as-
o ro

e i . .. i, S |
sociée & W' pour les choix ]p associée a MT, " associée a N :

;
i
Rp1t X Rn
L 4 . ’
M1 Py Wl | g N1
’ pi ., Y
R X1 R

Ceci montre comment notre schéma 2.1.2. est relié aux m schémas classiques
2.1.1.2. et nous permet de préciser la nature de la proximité entre deux

juges.
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2.4.4. lature de la proximité_entre juges
2.3.2.4.4.1. " L'opérateur ij associé au tableau de
e
données X
2.3.2.4.4.1.1, Définition

Avec les notations du paragraephe pré-

def W onN =xX" oM o ¥ on

(cf 10 , 6 et 7)

2.3.2.4.4.1.2.

Matrice associée & UX1

o i . i .
avec les choix M = 1 et N =1 .,
“w p . ~ N
i
. ! i it q i
Ui = X' oXx' = x x =s' ;
X . v ~ e

. i ..
Chaque matrice s du cube standard peut donc eire associée

a 1'opérateur U Tui-méme a350u1e au tableau x obtenu par

factorisation canon1que de s

2.3.2.4.4.2.  proximité entre opérateurs U 1 et U J

L A N I I )

T - 1.J
cf 10 page 6 :¢ UX1 s ng > Trace (5 s7)

n{n+l)/2

La matrice e :mx mdes proximités dans R entre

Juges est identique & la matrice des proximités entre opéra-

teurs associés aux tableaux obtenus par factorisaticn cano-
nique des matrices du cube standard.

2.3.2.4.4.3 Conditicon pour que e soit la matrice

L L I I I I . ¥ N S Y T T S S Y

des coefficients RV entre opérateurs

L I I L I I I S I O S N ST S S P NP

(cf 10 ).
Si x

4

désigne le tableau p;j X n obtenu par factorisa-

. . T 4 P
tion canonique de s, élément de S , on a par définition :






-
[

- ~
RY (x',09) = b X0 T .
~o i 3 boe
i Uxt i XJ i

b . )
iy o= 13 Y di=1m,  ona
e by
i i j
eij = Trace (s SQ) = RV(x' ,J).

Nota : Conditions de centrage

i . i
X est centrée en ligne :

o

. i . , .
- s0it parce que s est issue de la transformation de

Torgerson , 4.

~ soit par 1'application de la transformation 73

2.3.2.4.4.4, Equivalences entre deux juges s! et g9

DI I I I A S S N R R N R T LI IR S

1 - Lorsque deux opérateurs Uxi et ij sont a distance

nulle dans 1'espace d'Hilbert-Schmidt, Tes tableaux x1 et xJ sont dits

équivalents =«
S . i J
3 - l o = el S
Ut - Ud = 0 Xt x

4

J

2 - Cf 10 , pages 6-7 , si Ej et s° ont les mémes

éléments propres alors dZ(Uxi R ij) = 0.

3-U =03 s RIX, X)) =1

2.3.2.4.4.5., e est définie positive :

L S A N )

‘ m
m < i
YV o €)M, posons : S = » o . S
— ) Al 1 ~
i=1
m m . m n .
02 - i - J P Jj !
i - \ . - . N , B Y
5 .é —< 2m_ o 5 3 s / D(,J il » = “j‘:& ,(’;‘_Q{'i'xj<'s" 1y é = f/.: 3540
i=1 Jj=1 i=1  j=1






2.3.2.5, Représentotion

2.3.2.5.1.  La_factoris

paaes

< I e

325-338)

Seit t 1 g x q une matrice symiliioue et
o
§ LR LR J. - e . . v ~ ' }\‘ \*,.i s I {
définie positive dont les &i&wents propres sonty U B P
. g , i
La matrice % : g x g ayant pour colonnes les vecteurs i
" - N . ‘, vi ! 3 'i N - e
normés & (i.e :: i o= x~i) vérifie :
t - s , 1
o e e?
En effet :
\,z\ T . RN <y . + g i .
j 1 71 M 1
t= /. ﬁ*i Lo lorsque = ¢ =1,
~ Ao T

Cf théoréme 2 de 17 , (rappelé en annexes § 6.1.3.) , et
-

Ayv o, =1,q.

2.3.2.5.2. Représentations canoniques

(Cf 9 page 5)
Lorsque t est une matrice de produits sca-

laires entre q éléments d'une population (Q), représentés dans un espace

Y

vectoriel isomorphe & RY » 1'expression t =14

¥
4
-

montre que, pour le choix
de Ta métrique identité sur cet espace, ‘5 représente les coordonnées des

. e .eme ;
vecteurs-images des individus- dans RY. La i*™ colonne de é donne Tes

eme

composantes sur le i axe de ces points représentatifs. La représenta~

tion ainsi obtenue n'est définie qu'a un arrangement prés des colonnes de
}vﬁce qui correspond & un arrangement dans la numérotation des axes de

1'espace.






Soit
entre juges céfinie ou § 2.3.2.4.2 ”'3
ble de ses &léments rropres tels que gfillfi = }fi et
présentetion canonicue est dofinie par LoE (E L 5_2
(f;i . i, ce ; ?), i eme Tigne de /, représente
i eme juge dans R™, tandis que i J é
sur le J 1éme axe.
2.3.2.6. inter~Structure
2.3.2.6.1 Définition

- g@i > 0. Une re-

Loom .
el ) T RoX Mo

les composantes du

représente les composantes das juces

Puisque nous désirons visualiser les proxi-

mités entre juges par le moyen de représentations planes, nous devons res-

. 2 1l p . . L
treindre & R™ la représentation canonique précédente.

Etant dans une situation analogue & celle de Tanalyse factorielle

nous pouvons utiliser ses solutions pour la résolution de ce probléme.

1 - A partir de la représentation canonique

-

V12

.aai 7 m) et

i

" telle que

R N Ty c' -a~dir ¥
F17 Mgz é’/”m) est-d~dire ol les

vecteurs propres de e sont rangds dans 1'ordre décroissant des valeurs

. . = ne . . m
propres, ncus savons que la réduction a R™ , de la configuration dans R,

la plus fidéle quant au respect des proximités entre €léments représentés,

est la projection sur le premier plan factoriel.

La qualité de cette représentation réduite est mesurée par le

pourcentage de variance expliquée par les deux premiers facteurs, a savoir

du nuage)

(la variance est une mesure de la dispersion






De méme la seconde représentation plano, orthogonale & la pre-
midre et définie par la projection des extrémités des vecteurs-images
des individus, appeifes nuage des individus, sur le second plan facto-
riel, Tui-méme difini per les axes factoriels 1 et 3, explique

AA L b LY
13 , .
e % de la variance.

e
.y
i=1
Cet ensemble de projectionsde la représentation canonique des
juges sur les plans factoriels successifs, orthogonaux et ordonnés se-
{
Ton le pourcentage de variance expliquée visualise bien les proximités

entre juges (d'autant mieux que le nombre de plans pris en compte est

plus élevé).

Cet ensemble est appelé 1'inter-structure.

i Y
Visualisation, par exemple du premier élément, (\}1 Y 2

‘

), de 1'inter-

structure : . .
‘axe factoriel 1

juge J ' ‘ /////‘juge i
\;///
e : - . paxe factoriel 2

Dans le schéma proposé :

X =x
grintly/e_ "~
-n | Ty W T N
R o
Yoon(ntl)/2_ S
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n(n+1)/2 . i

. . . - - [}
L'espace des Juges est R » et un juge y est représenté par x ,

.eme
i colonne de .

Par contre, dans 1'inter-structure proposée les juges sont re-

- . m . < v s : . )
présentés dans R, Cela tient & 1'utilisation de la factorisation cano-

. . . osn{n+l)/2 . e s a
nique ; on peut tougjours considérer que RMe R ( )/ » €& qui est géné-

ralement vrai,

2.3.2.6.3. Positionnement des référentiels

Les référentiels r' , définis au § 2.2.1.,

(n+1)/2

sont des vecteurs de R" , calculés a partir des g ' par £j=XoN (31);

el ¥ i ) 8me .. : . .
Ceci signifie que g représente le i référentiel dans Rm}comme il est

.éme ity i L, P ez s
i vecteur propre et que = Y = ﬁ@i il est aisé de le positionner,
s az /
.éme < . [ C .
sur le i axe et d une d1stance\,,41 de 1'origine,
v/

Par exemple, dans le premier élément de 1'inter-structure :

-

axe 1
référentie1A1

- >
TR A

3:*;
o=
.

{
- Promnands aya P
référentiel 2

2.3.2.7. Représentations canoniques des sujets

‘Le cube standard S donne pour chaque juge j la matri-

ce s¥ des proximités qu'il donne entre les n sujets.
'

. f'}j v ] L
Soitv Ay o, L 2 3 1= 1,n 1'ensemble des éléments propres
LIRS s
de s9 tels que o [ B

N N RN i






g
. 4 ma
BJ

La reprécentation canonique des sujets pour Te J Jjuge

est déiinie par :

iéme - . ooy y 1 v 2 v M P
" Tigne de ¥ i (é’jk AT 5 ik) représente les compo-

. n ] v i ~
sujet dans R tandis que 3 i représente les composantes

Ta k

iém
santes du k €

1

. L8]
des n sujets sur le i e axe.

2.3.2.8. Intra-structures

Pour tout juge, j (j=1,m), considérons la représenta-

E _ _ P . . . .
. . O A S R i J Al o) ol
tion caﬁon1que 53 ( u .5 b ; ; ..u: 3 .} telle que AT 2AD ;.ig RN

* *}i\j
.o )’V"pj‘
2 ,
L'ensemble des réductions a R~ de la configuration des sujets

fy 2 v 1 1y 3 7 )
S R (B o S A f , ordonnées, cf § 2.3.2.6.,
v =J A

selon un pourcentage décroissant de variance expliquée, est appelé :

dans R™ ,(é(f§

haer
j1eme intra-structure :
« sujet i

e 1ly 2,

Visualisation, par exempleﬂb(ﬁj ]X j) :
> - o ui}’
premier élément de la jweme intra-structure axe 1
sujet j

2.3.3.  STRUCTURESET OPERATEURS

2.3.3.1.  L'inter-structure, image de 1'espace des

opérateurs
Comme i1 est dit au § 2.3.2.4.4., la matrice

e : mx m factorisée pour obtenir 1'inter-structure a pour &lément i - J

Fad






~ . "{ P
des tabloauy

cur

le produit scaiaire entre les opératours Uxi et ij 3550C1és

(inconnus si 1a donnée est une proximité originale) x et x

o de gt
s OPpCraieurs

.i o+ 3 ~ 1A 1 o oy ey o ! C
+ 5 et ¥, &léments du cube standard S .

P o

Y

ayant pour matrice associé
I}

¢

Par conséquent, la représentation canonigue obtenuo peut étre re-

b

gardée comme une représentation des m opérateurs Uxi dans un espace conte-
P dae amAre . .- 12 P, nepar
nait 1'espace des opérateurs. Dans la base (r7, r™, ... r") de 1'espace
e A 1 e Aox i Py 4- 5 *
représenté, seul r” appartient & 1'espace des opérateurs U_i (voir
o~ N
§ 2.7.4.)

De ce fait, par exemple, le cosinus de T'angle de deux vecteurs
représentant des opérateurs (correspondant & des juges ou & des référen-
tiels) est €gal au coefficient RV entre ces deux opérateurs. Cette pro-
priété reste vraie dans Tes plans de 1'inter-structure lorsque deux opé-
rateurs sont représentés par deux vecteurs dont les extrémités sont dans

le méme plan ; enfin ceci est vrai, que le cube standard, soit, ou ne

soit pas, normalisé.

2.3.3.2. L'intra-structure i, image du spectre de

1'opérateur Uxi

. i N . .
La matrice s , associée 3 UX1, factorisée
4%

. . .éme - . . .
canoniquement pour obtenir la i représentation canonique des sujets
f . . -

fournit le spectre { ?\} s g 3 J = 1,Pj § .

Les axes ( % :» © <) du plan 1 - k de Ta i intra-structure

« . . . 2 -
servent de repére pour la représentation des sujets dans R~ en méme

temps que ') 1 + 1 k
\1 /\-i

Ho

. i

donne le pourcentage de variance expliquée par ce plan, la variance étant






- 37 -

une mesure de la dispersion du nuage des sujets, disparsi

7
o
o

0
o
—
o3
1]
jak

perd pus du repére, mais ceulement des df

Liensemble des plans formés par deux axes distincts et orthoao-

‘3 5 e~ o - £y ' - o A4 P-4 LN N T -
visualise la configuration des sujets dans R 3§ Tes

. i . )
axes-repére 2tant Tes vecteurs propres de s . De plus les plans sont
ordonnés selon Te pourcentage de variance expliquée de sorte qu'on puis-
se obtenir une visualisation des sujets aussi précise qu'on le désire,

avec le moins de plans possible.

2.3.3.3. Relations entre inter et intra-structures

Deux Jjuges confondus dans 1'inter-structure , c'est~
a-dire, pour lesquels dZ(UXi, ij) = Oscorrespondent, d'aprés 1'équiva-
lence 2 du § 2.3.4.4.4, , § deux matricesfﬁi et iﬁ qul ont mémes éléments
propres, ce qui signifie que les intra-structures i et J sont identiques.

Autrement dit, les distances entre Tes sujets sont les mémes, calculées

o

) . ; \ é . ' .
a partir de s ou a partir de s , ou bien, lorsque x? et xJ

»

sont connus,
Tes analyses en composantes principales de ces tableaux sont éguivalen-
tes.

C'est en ce sens, distances entre sujets voisines dans 1'intra-
structure, qu'il faut interpréter la proximité de deux juges dans 1'in-

ter-structure.

2.3.4,  STRUCTURES ET NORMALISATION

2.3.4.1. Effet de Ta normalisation sur 1'inter-struc

ture

Lorsque le cube standard est normalisé,
Cf § 2.3.2.4.4.3., e est alors la matrice des coefficients RV entre les

opérateurs Uxi (i = 1,m). Deux juges qui appartiennent au plan i - j de






Thinter-structure se trouvent sur le cercle de centre, T'origine, ot de
rayon unite.

Les ré&férentiels 1 et J, normalisés, sont sur ce cercle.

¥ référentiel J

.k ;utgfiventiei J
? N
. | e
juge 1 , Juges ket n
e ‘ & \'\
o n : :
) i ‘/l\‘
< Tk e Tk
[ & i /\’ oF .
| km 0 ' ? // o kmw L-sjuge m
'2 . . ,,'// st - - b;
L .. ..referentiel i o7 ~, référentiel i
Avant normalisation Aprés normalisation

La proximité de deux juges sur le cercle, k & m,est exactement
représentée. La proximité de deux juges ne se trouvant pas sur le cercle

n‘est pas correctement représentée :

= RV (xk K

COS o - XX )

, 1 k
cos < 4 # RV (x ’é,)

ot

Nota : Les plans de 1'interstructure sont analogues & des cer-

cles de corrélations.

2.3.4.3. Effet de 1a normalisation sur 1'intra-struc-

ture

- i i, iy
Les factorisations de s et de s’/ h S §
lad a3 O N

fournissent deux représentations canoniques homothétiques (homothétie de

.. i
centre 1lorigine et de facteur ;







Premier plan de 1'intre-structure

4 s
axe 7 S axe Z
. sujet |
| °
o
!
. j
. axe | E g oave
sujet 1 ] ;
bos
e I
sujet k i
1
!
{
sans normzlisation Aprés normalisation

§

Ceci monire que deux Jjuges colinéaires dans 1'inter-structure
fournissent deux intra-structures homothétiques.

2.4.1.  EXPOSE DU PROBLEME

. P ,
Chague matrice du cube standard S =45 :nxn;

i

i=1m

s

factorisée canoniquement fournit m représentations canoniques
I i P
PN X Py io=1l,m ] dans R .

H 7
X } A.
I

% s

des sujets

Chaque représentation est décrite dans un systéme d'axes ortho-
gonaux différents,

. . k , ié
On se propose de comparer deux configurations N° (k me nuage)
et NV autrement qu'en superposant les axes respectifs de chaque repére
car, comme on va le voir sur un exemple, cela ne constitue pas une bonne

comparaison.

2 . , N
Supposons, dans R™, trois sujets dans deux repéres orthogonaux

ro.

- © X _
. Tea






A oo ey s mesme oAt of
L comparoer aouX nuages ann

=
Q4
%]
<
s
£
-
k=
("\
7]
—tn
—
a
-,
-
o
(4]
%2}
st
e
>
)
L
o
o3
i
&
Cor

L

3|

i

. s . 2
alers qu'ils sont en fait identiques dans R™.

2.4.2. SOLUTION PROPOSEE

Scit x : n x p une configuration de n sujets dans rP
s

rapportée @ la base canonique e = (els coes gp) ; le sujet 1 est repré-

senté par : X, € = ‘;E~ X.: €..
=1~ P 13 —J

J=1

Soit f = <fl’ cees fq) une base canonique de RY. On cherche 1'ex-

. . .eme . . _ C s
pression z. j duy i sujet dans rY qui rend minimum Ta quantité :
- x.e 2 (p £ q&n)
=1 . —_}.s h N b

Cette derniére s'écrit :

& z.t - x,e,z.f - x.,e ce qui,en développant donne :

R I A 2

p p =
- z - e e, 5, o= z..f. - B x.. e, =
TR RS I 0= LSt NP BRSNS T
j=1 =1 <1
q q . . - 2.P 4 "y
S NS L I DU S S T I IR AL IR P
J= J:l J:l J:l

o]
, O
H






Dérivons par rapport & Zij

2 7., < f. ,f.
i5, ~ =3, " =,

et annulons la dérivée. Alo

p a
SR S S
AEEUINPE B
< &y v &0
8] "”3]
P
S =2 2 K.

rs

.f‘
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Dans 1'espace des sujets, c'est-a-dire, dans R,

tion (x, . z. ) tandis que

1 2

Par conséquent, la matrice d'é&lément j1 = jz s

identique 3 la matrice ayant pour élément j1
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Le configuration 7 @ n x q  (des n sujets dans R7)  Ta plus
L%
proche de Ta configuration % _est donnde pay
- nx p
~1/2 ~1/2 ~1/2 ~1/2
= i ( 5 yien 7' o= . ¢,, & 3!
2280 G202 ou bien zt = G Coy &1 X

2.5.1. IDLES GENERALES DES METHODES D'ANALYSE CONJOINTE (1 &

(]

Disposant de deux populations,

- de sujets sur lesquels est définie une proximité,

(’)\

ité

- de Juges qui définissent cette proxim

On fait 1'hypoth2se qu'il existe un "juge de référence” par rap-

port & qui 1'analyse des différences, dans les proximités donnédes, est

. s X - 3 . . t
interessante pour Ta compréhension de chaque jugement (i.e. : matrice de

{T)\

roximité d'un juge). tn général, ce juge de référence n'appartient pas
7 ~ ~ T }

Ta population des juges donnée mais son jugement est construit & partivr
des jugements de chacun des juges. (Le cas d'une matrice de référence a
priori est exclu ici). Cette non appartenance est traduite par les ter-

mes de "matrice {de jugement) hypothétique".

2.5.2. DEFINITIONS DE LA MATRICE DE REFERENCE

2.5.2.1. Définition 1

Etant donné le cube standard S ={ s1 :nxn

o~

i=1,m } et Te premier vecteur propre Q 1 de e , m xm, d'élément i - j

i . s -
valant Trace (s sJ) » la matrice de référence proposée est :
~ A2

m .
rl:é:)ls
~ 1 1 ~

ol Q % désigne la j€mne composante de Q 1.

s






2.5.2.2 Definition 2
Etant donnd le lov vecteur référenticl ';"}’
efint en 2.2.1., la matrice de véférence r’l est Ta matrics r
o A
par 1'application 3
(.}j.l)J = (}:,3)”( et J.”( = “]" glig:‘]) K s o= isn s k <7

2.5.3. PROPRIETES

2.5.3.1.

1
i =)y s Y1k 1=1m; kg0,

rd

2.5.3.2.  Propriété d'optimalité

1

r

s
m .

te r de la forme } _ o« . s |,
~ =1 '

maximum é‘tant}xl pour o '

maximise Zr_—ni [{51 R r1>]2 parmi tou=-
j=1 ~
sous la contrainte 5 '9_{ = constante, le

= 1,






La démonstration est analogue & celle du § 2.2.2.2. , le pro-
duit scalsire &étant celui qui permzt le calcul de e, c'est-a-dire : Trace
lad -

sur  S(R™

2.5.3.3. Remaraue

1L . 3
r- est "matrice propre" de 1'opérateur

VoM du schéma naturel , § 2.1.5. .
Le terime "matrice propre" posséde déja un sens en algébre , aus-

si devrait-on trouver un autre mot pour dé&signer le concept introduit

ici.
2.5.3.4. rl est définie positive

Preuve : 1/Cf § 2.3.2.4.4.5., , e est définie positivé ; d'autre
part, e est a éléments positifs puisque ¥ i = 1,m sV i = 1,m: Trace
(’51 53) 5 par 'consé'quent, le premier vecteur propre })_ 1} tel que \}1
\)1 = 1 maximise:

1 m m

\) 1 e gl = 2 2 e Q} \)1 Te maximum etant)s correspondant

Supposons qu'il y ait des \) } négatifs ; alors,
1! 1 1)1
Ve g T T s

v
Si on change tous les signes - en + , pour les \)J négatifs, \)1 %Ql

augmente, ce qui contredit la proposition précédente, & savoir que \)1
- 1 1
maximise _D_ e :)_ .
2) - Puisque 5! € S , cube de matrices de produits
~

scalaires défini- positives et que \)} 2 0, pour i = 1,m ,%on en déduit
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| LA B )
i

que reo= 2y 5 est définie positive,
(ﬁ"t . - M
i=1
Ce résultat assure la qualité des analyses faites en se servent

du premier référentiel comme juge hypothéticue puisque : v~ se factorise
Favd

exactement.

2.5.4, INTRA-STRUCTURE DE REFERENCE

. . . 1
La factorisation canonique de‘z

f—

R

r ol !
rn L
i

Yet ?1 {32> ..... 2Pn}'

donne la représentation canonique de référence 55 & partir de laquelle

on obtient 1'intra-structure de référence , ensemble des projections sur

les plans factoriels (définis par deux axes factoriels o 1 et gﬁJ) , Or=
+PJ

I pg

donnés selon le pourcentage P 1 de variance expliqué.

2.5.5.  ANALYSE DES DIFFERENCES

2.5.5.1. Calcul des différences

Chacune des représentations canoniques des
sujets ) j définie au § 2.3.2.7., est exprimée dans le repére de la repré-
. “s

sentation de référence, appelé repére référentiel.

IT suffit d'appliquer Te résultat du paragraphe 2.4.2. en posant

successivement poUr tout J = 1,m et tout i = 1,n :

| ST R 4.}

.. . Gme .
31) (i.e. i Tigne de 3? J.)

G 2= (%' ) =diag. (/pys Vpy oo s Up)






: A
§ o 0{ ! L)
e 21 PN
d'ol : Vi s
2.5.
ayant pour 'Ie e gne
“ 1 ~P 1 -
( « g ol )s ( ,j o

portée au repére réfé

de couples de plans qu'

variance fixé d'avance

1 :;2)
J 7=

P

On obtient, par exempl

S
<y

A/ - "1 Com
Tome VT =00 0 et = (0 iy of Ceveees of b,
5 s O"I ( ;\:”5(?«.\].2, s {3 d7>
5.2. isualisetion des différences
De la représentation (anomquwJ (matrice
- ~2 “m trait ] )]
(et §io0 Kgqr cees ggji) , on extrait les plans
3 2 .
j) s «-.s €tCc... de la j jieme intra-structure, rap-

rentiel {(j = 1,m) . On visualise simultanément autant

il est nécessaire pour expiiquer un pourcentage de

"1 C2
<§j’ ﬁ;ﬂ

w

s of

%)

puis

e pour le premier couple :

[ . . P A
+3 22 : second axe référentiel
. . 8me . o ,
s - i dd 't dans Je re 1
différences kl\. o] <+ sujet S référentie
2 .éme . .iéme .
io i sujet dans 1a j ™ intra-structure
P
- Yy = premier axe référentiel
k et k -
0

Ainsi, Tes différences
tages de variance expl
férence et v

la pondération globale

poids donné par le j

pour le nuage du j

de positionnement sont visualisées et les pourcen-

iquée par chaque axe, soit v. pour le nuage de ré-

iéme | . . .
juge, fournissent une indication sur

iéme

et relative des axes par le j Juge

te Gty

iéme . . .
€ Jjuge a 1'axe i

s

(indicat%on approximative).






2.5.5.3.  Mesure de la qualité des raprésentations

2.5.5.3.1. Le ¢co

D
HD

fficient RY

£ ats

Les projections des nuages dans
Te repére référentiel introduisent des distorsions cuant aux distances en-
tre sujets visualisées,

Trace (ot ' Y. Y

)

or, RV(%{,E{J) = v e
Peced 1 Y 5 ¥ 51
Trace (Y oL’ g ) race (€ 51 ¢ )
s T TS

Le coefficient RV n'indique pas directement le pourcentage de

variance expliqué aprés projection : on peut trés bien avoir pour la

jweme intra-structure :
vJ. = pourcentage avant et aprés projection, et simultanément
RV (o, X .) # 1 |
~ ~J

Cela tient au fait que le coefficient RV mesure (par rapport & 1'intra-
structure de référence) non seulement une variation dans la disposition
des sujets décrits dans 1'intra-structure, mais aussi une variation dans

1'orientation des axes de 1'intra-structure.

Dans la mesure of 6121 détermine la projection, le coefficient
RV entre 1'intra-structure de référence, 5 » et 1'intra-structure j , b’j,
donne une indication globale de Ta distorsion due & la projection.

Remarquons que RV (g{, j§ j> = 1 lorsque :

1 -s0it x= y, c'est-d-dire, & = ‘({ ., d'ol, puisqu'alors
P ~ : ~ ~ ]

§ o= diag. (€1, Q4 oo s @)
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~

. ’
= et ¢, =} .
g 2} eet 1 ¢ S;‘ ’é J

3

~

6:'3
o

™o
N3

robalbion or La‘\&svn ale

2 - soit x =y & une{per‘muta‘t‘ion c*ircuh'ir‘e%prés

LY L)

des axes, car

alors, il existe k : nxn, telle que :
a4

kk' =1
S pS

= Trace (& ¢ ' XJ. XJ.) = Trace (Xet' o kk' g ') = Trace[ (mfz;\’,')zl

~ g nd

o
r’-
-5

=
]

(1roce [ ] = | Troce [ 1k V7]

Ve[ 137) - 12 |

tt

oLt 142
donc RV (, \6 )= Trace | (4% )2}_-1 1 .
~ ] Trace[ (e )°]

Enfin, pour que RV (oL, Xj) = 0, i1 faut :

1-soit & = 0 (ce qui implique ’33 =0, V- 1,m car
alors 3;9 =>_Q_1=_(_)_ et LI:,Q)-
2 -soit § . =0
~ A

Dans Tes deux cas, 1'analyse des différences est sans intarét.

2.5.5.3.2.  Calcul _du_pourcentage de variance

________________________________

Une indication plus précise de la dis-
torsion est fournie en recalculant le pourcentage de variance expliqué par

chaque plan de 1'intra-structure aprés projection.
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2.6 ANALYSE DE L'EVOLUTION

2.6.1.  DONNEES CONCERNEES

- ; . i
Lorsque 1'indice i du cube standard S = { S :mnXng

i=1,m } est un indice d'instant , c'est~a-dire, lorsque 5! représentent
~

un méme juge a des moments différents, S est dit chronclogique et 1'ana-

lyse proposée ci-dessous est applicable.

2.6.2.  ANALYSE DE L'EVOLUTION

2.6.2.1, Calcul des intra-structures

Chaque représentation canoniquegﬁ‘j (j = 1,m )
est d'abord exprim® dans le repére référentiel comme i1 est fait au §

2.5.5.1.

-~

‘Soient “;i: n x n les représentations canoniques des sujets

~

n - - L
dans R rapportées au méme repére.

2.6.2.2. Visualisation de 1'évolution

Les plans (i - k) pris dans 1'ordre corres-
pondant & 1'ordre de pourcentage décroissant de vafiance expliquée , de
toutes les intra-structures,

{ ( o(} s o g) i J o= 1,m } sont simuitanément visualisés

en commengant par ceux qui expliquent le plus de variance et en nombre suf-

fisant pour expliquer un pourcentage fixé de variance :

/pz

Par exemple, dans

km %K'i R L

. / -{(cjl- s o Y= l,m}
: K, ity

| /

positionnement du sujet k noté

v
N

kj.
Est donné ensuite le pourcentage

¥
% k3 de variance expliquée par chaque
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axe pour les différentes configuraticons.

2.6.2.3. Mecsure de Ta qualité des représontations

Commne au § 2.5.2.3. , les coefficicnts

By

RV (&, 0

j nOnIGUE ung
Y ~

o1

) 5 J = 1.m donnent, pour chague représentation ¢
indication de la distorsion. La répartition de cette distorsion selen les
plans est donnée par les pourcentages de variance expliqude par les axes
définissant ces plans, c'est-&-dire, pourcentage de la variance visuali-

sée.

2.7.1. AUTRES MATRICES DE REFERENCE

La définition 2.5.2.1. (ou 2.5.2.2.) peut étre géné-
ralisée :
Etant donné{/«%1 ,ﬁ? ;1= 1,m} Te spectre de e : m xm

R i d N i i . Y]
d'élément €.. = Trace (s sJ) ol s € S =45 :nxn;i=1m7.
p 'lJ LV R, V) ~ J
iéme

Une k matrice de référence (k = 1,m) peut étre définie par

k <= Yk §
“1=101§V

s

. k s
Toutes ces matrices r- ; k = 1,m vérifient
~

1 - La propriété d'optimalité du § 2.5.3.2. , les maximums étant

/4 i respectivement.

2 - rk est "matrice propre" de VoM dans le schéma "naturel" 2.1.5..

Par contre, la propriété de défini-positivité 2.5.3.4. n'est as-

surée que pour k = 1, ce qui enléve quelque peu d'intérét a ces matrices de

o 2 m P, . .
référence v, ..., r pour les analyses des différences cu de 1'évolution
. ~

~

k . e e s i
car pour ces analyses, r= ; k = 2,m , doivent &tre rendues défini-positives

B

ce qui a pour conséquence, outre 1'approximation, que la propriété d'opti-
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malité n'est plus vérifiée par ces approximations v" ; on a seulement

“

m i kT2 2
0 \< P, [ S s r J 6}“!
. f % 4
i=1
“k . . . - , "
De plus, r~ ne sont plus "matrices propres® et donc i1 n'est nlus possibie

-

de les positionner dans 1'inter-structure comme i1 est indiqué auv § 2.3.2.6.3.
Il faudrait faire appel & la technique décrite dans 13 pages 582-585 pour

réaliser correctement ce positionnement.

2.7.2.  AUTRES STRUCTURES

Les structures (inter ou intra) proposées découlent des

choix essentiels suivants

1 - Des métrigues M et N dans le schéma de dualité proposé.

2 - De 1'usage de la factorisation canonidue.

2.7.3. _TABLEAUX A Q INDICES, Q> 3

: Lorsque g = 4, la donnée est un ensemble de cubes

H = { S1 s eeons Sp
matrice de produits scalaires entre matrices de proximités.

}; un juge est un cube tandis qu'un sujet est une

L'inter-structure visualise les cubes S1 s «ees Sp , tandis
que les intra-structures sont Tes interstructures issues de chacun des

cubes.






2.7.4.  ANALYSES COMPLEMENTAIRES

A Notons Uri s 1= 1om, les ovndra-
- = T - ' teurs associds aux référenticls
-~ s U1 ~
/ r ~ i T P
( o A\ v soit U i 1'opérateur asso-
N Ve ~ A .
PR . L
N _ < cié a la matrice r' ' d&finie po=~
N - — ~
b — 0
N - — ) e = ) 1
N = - U % sitive la plus proche de v’ au
~f
N hox s ) L
cone - N N , sens des moindres carrés généra-
< AN . = . . P .
des +, lisés, c'est-a-dire, qui réali-
ofgéra_FeuFB ‘ﬁQ\ i~ . :
positifs N\ N se :
\ N
\ . .
: ' El . i 2
' min : Tracef {r - x)
U !
r!“ ~ d
(474

v

¥ x défini positive.

L'opérateur U:1 est donc 1'opérateur Ux qui rend

-~

i - qé»HZ minimum  parmi le;VUé tels que Jluﬁ!jZ :‘Co;stanteﬂ

=5 4t

U 1 est donc la projection de Uri sur le cone des opérateurs Ux tel que

~ A

]

X soit définie positive.

+,2

i . . ) .
)~ est voisin de zéro, puisqu'il

: - i
Dans. Ta mesure ol Trace (r - r
~t

n

. . _ - s . . . i+ .
existe un tableau de données réel de référence i associée a r ', i1 peut
el
Btre intéressant de compléter les analyses (de différences ou d'évclution)

. . . . i+ . .
faites @ 1'aide de Ll par les analyses faites avec r  , 1 = 2,m , au moins

~

. i .. . .
pour les matrices s voisines de ces projections.

~I
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3 - COMPARAISONS

3.1 METHODE DE L.R. TGCKER

3.1.1.  PRESENTATION

IT s'agit d'une méthode d'analyse conjointe, proposée
en 1972, décrite dans 21 , et dont voici 1'essentiel : la donnée &
s e . 1
analyser est un cube de proximités entre n sujets, C. ={ a :nxn;
s %

i=1,m } » fournies par m juges.

. . ) . . D
Si x : n x p désigne une représentation des sujets dans R,
ns

< \‘ - [ P 3 . -
Tiicker cherche x et, Vi = I,m , une forme quadratique définie positive

~

(non nécessairement dieagonale) q1 telles que

\7 i=1,m: ai =
~

i
g X
~

U

Sa solution, algébrique , est la suivante

. . i
1 - Pour tout i = 1,m , on écrit a sous la forme
~

ax (TA (LA

N i 3 . .
ol K sont les vecteurs propres rangés en colonne et 2:1 1a matrice dia-

'

gonale des valeurs propres rangées dans 1'ordre des vecteurs correspondants;

< - i
rs étant Te nombre de ses valeurs propres positives, on a : % PnoXors.

~S
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. - /17 f Pom
2 - Oncrée lametrice 2= (0 A, « oo % A )
~ “t ~ 1 ‘ , o ~ i
m
—
nx (2. ri) . de rang » tel que
i=1

qui est décomposée en a = X ¢
~ ~t

~
m
X' X =1 3 X :n¥x & (3 YoXop
~ At ~ P S P E; (m—r]’ P
i=1
Ce gqui donne x et c (qui sont de rang p).
~ ~
1, 1 I m . .
3 - En posant ct = (¢ woeeee C f) i1 vient
~ va
1 l Lym 1, { m,
a = 5 (UPIRRE X = (xctoL e xc ),
~ (~ Z i I~ %m) (NI‘\) i . le )
. L S . i !
On identifie , \’1 = 1,m X ; = X C d'oll
re - 1 o

. i i
ce qui donne q =c¢ ¢

3.1.2. COMPARAISON AVEC S.T,A.T.I.S.

3.1.2.1. Inter-structure

Elle n'est pas recherchée par L.R. Tiicker.

3.1.2.2. Intra-structure de référence

X :nxp.

Y

Soit (x, xX) , Ta réduction a R% qui ex-

piique le plus de variance de la configuration dans rP ; rien n'assure

que ce pourcentage de variance expliquée soit optimal.






3.1.72.3. Analyse des différences

Les différences analysées sur les intra-

. i i, . Ceen SO
structures x ¢ et x ¢ (i # d) sont les différences de pondération

e ~

' it
H

(un poids nul équiveut & ia réduction de 1 de Ta dimension de 1'espace)

ainsi que les différences de rotation des axes de 1'espace de référance,

A cause des rotations, les repéres des intra-structures i et j
ne sont plus orthogonaux et ceci est un inconvénient : en effet, la com-
paraison de deux configurations des mémes sujets qui sont repérées de

maniére différente n'est pas aisée

: *53
59 A
2
hY4 \j
¥ s
4 . X.;
J
juge i Juge J

3.1.2.4. Analyse de 1'évolution

non envisagée par 1'auteur.






3.1.2.5.  Exemple { a, A xd ;s 134}(’
21 M By ‘1 "1
A ‘
B 0 2
C, -2 0 2
D, 0 -2 0 ‘
a, A2 82 C2 DZ
A, 5
B, 3 5
, -5 -3 2
D, -3 -5 3 5
3, A3 83 C3 D3
A, 5
B, -3 5
C -5 3 5
D, 3 -5 -3 >
24 Ay B % L
A, 8
B, 0 8
G -8 0 8
D, 0 -8 0 8
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( 11 2 112 2 2
1-1 2-11-2 2-2 '
a = -1-1-2-1-1-2-2-2
~ -1 1-2 1-1 2-2 2
N 7~
’ AN
1 1 102 010 20
c'=
1-1 ~ 0 1 010 2 0 2
X = .
4 X2 -1 -1
-1 1
N A
10 4 0 10 4 0
q, = 5 Q, = P 5 Qp =
~1 0 1 ~2 g 1 ~3 Lo 4l ~ o s
S.T.A.T.I.S. donne X pour référentiel 1 normalisé et visualise le
d donné . .&me . - Cde 103 )
poi s\/ (Hi)jj onné paf e i juge a 1'axe j de 1'intra-structure
de référence : A
. axe % '
Al Ry 2 P
A BB
3 1 1 3
| | | axe 2
| ]
03 Dil CTl $3
Dyl Dy Co f4
é $ 6

Ai , Bi , Ci, Di (i =1,4) : visualise a' = x q' x

L
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3.2 METHODE DE J.D. CARROLL & J.J. CHANG.

3.2.1.  PRESENTATION

IT s'agit d'une méthode d'analyse conjointe, proposée
en 1972 (aprés Tiicker) sous le nom d'IDIOSCAL, décrite dans 3 et dont

voici 1'essentiel.

La donnée & analyser est un cube de distancesentre n sujets,

3 = { d' i nxn ;1= 1,m } , fournies par m juges.
La solution de Carroll comporte 3 étapes, & savoir :

1 - Recherche d'une premiére estimation de 1'espace des sujets ,

commun a tous les juges ( i e : 1'analogue de la représentation canoni-

que de référence pour S.T.A.T.I.S.) :
2 1 - 502
Calcul de d : n x n telle que djk == %E%, (djk)
est transformée en une matrice de produits scalaires

d
~
S : nxnenutilisant 1a transformation de Torgerson.
Lad

Enfin, s est factorisée canoniquement s = é‘é ', d'od :
§ :nxp (sapvaleurs propres positives) dont 1a i*"¢ 1i-

i .8m .
gne donne les coordonnées dans RP du i€ sujet.

A

2 - Recherche d'une meilleure approximation d , de S :

~

(Usage de 1a procédure N.I.L.E.S. (cf. 18 ).

Connaissant Q et § = (é’ls '...: 5 p) on cherche r telle que
2 _ - . - s . AL ;
G (- ::<§J- $,) dou: d =¥r¥ .

est ensuite factorisée sous la forme :
2 i "].
-BXEE B =gy wbp =27h

stécrit alors X
a4

105U =

ce qui donne é =
nxp

;
¥






- 59 -

3 - Recherche des espaces individuels (intra-structures) y1

~s

.
3

. i i . - ‘s
i=1m, de 1a forme é q ol q est une transformation réguliére quel-

~/

conque (usage de N.I.L.E.S.):
i

: I
Connaissant d' et 5 = | Sl ; ..... | S p)’ on estime r ,
~ ~ - | - ~
telle que : ‘
i2 _ v -
djk—(-‘gj bt ri (b -8

oo i ' . .
Comme r précédemment, r est factorisée :
~ ~J
i i i2 it
AN AN

Enfin posant 51 = 3137

, on dédui’cq1 = é‘l\‘ et le
jEme espace individuel y' = é (f.

~/

3.2.2. COMPARAISON AVEC S.T.A.T.I.S.

3.2,2.1, Inter-structure

Les juges sont représentés dans un repére
- .1éme . . . -
orthonormé ; la composante sur le J axe du juge i est le poids qu'il

donne 3@ 1'axe j de 1‘'intra-structure de référence.

3.2.2.2. Intra-structure de référence

-I1 s'agit de la matrice é : n X p obtenue
en fin de seconde étape dans IDIOSCAL.
Le critére de choix de é gtant que'c:! = gé' approche au mieux
g qui est construite a 1'aide des gi. La métrique r dans 1'espace de réfé-
rence n'a d'autre objet que la recherche d'un meilleur ajustement aprés

que 1'hypothése 'dgk 2 (d\;.k)2 , reliant espaces individuels et es-

n
i=1

1

1
n

pace commun, ait été faite.
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3.2.2.3. Analyse des différences

Les différences analysées entre deux intra-
structures yi et yj sont les différences entre les métriques Li et rj (ol
~y ~S . . ~
entre les transformations réguliéres q1 et qJ). On retrouve donc Tes mémes
~/ s
difficultés, au niveau de 1'interprétation des résultats, que dans la mé-

thode de L.R. Tiicker lorsque r comprend des rotaticns différentielles des

axes du repére référentiel.

3.2.2.4. Exemple

Etant donné un cube, on considére ses arétes
comme une population statistique représentée dans R3. La donnée est Ta ma-
trice de produits scalaires entre vecteurs ayant pour origine le centre de
gravité du cube et pour extrémité ces arétes. On imagine qu'un groupe de
six personnes regardant ce cube pondére les axes de R? » Chacuned sa ma-
niére et décrit le volume qu'elle voit (le cube déformé selon les
pondérations) par une matrice de prodﬁits scalaires définie comme pour

la description du cube.

La donnée, pour S.T.A.T.I.S. est donc :
(Xi = matrice donnée par la jeme personne et

A, B,C, ... H = ensemble des arétes du volume)
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S.T.AT.I.S. fournit les six intra-structures suivantes
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d'oll 1'on déduit immédiatement les poids pij donnés par le i ndivi-

du a 1'axe Jj :

Pis =1 j i=3
i=1 1 1
i=2 1 1/2
i=3 1 /4
i=4 1 0
i=5 1 1
i=6 0 1

La vision de chaque individu est donnée par les plans 1-2 et

2-3 de leurs intra-structures. (représentées simultanément ci-dessous).

2
N
B4A1AL dslcs c2ci
.4
A3 BL A5 |BS5 3 1p2CYy
83pl1alL Dk |DiD3
FG6 L6
A6 |Be 51
€6 |P6
46 |HG
G4 hh €5 {Hs EG |GLES
G3G61GL F5 &S E4 F1
H3I HYHL E3 E2FL

(A;

i ,B_i, LRI

H.)

2
A
ey
M DLW pliyes 2
! F2| 4 £3 ez |ED
D5lEs ¢slee
FSB5 |p6 E5 A5 A6
B6 H6|HS E6G5 G6
B pripzl BAAk L3 A2 A1
H4 UL H3HKGh G 2 61

R .éme
arétes du volume vu par la i personne,






3.3 LA DOUBLE ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES DE J.M. BOUROCHE

3.3.1.  PRESENTATION

IT s'agit d'une méthode d'analyse conjointe proposée
en 1975, sous le sigle D.A.C.P. , décrite dans 2 et dont voici 1'es-
sentiel : |

La donnée a analyser est un cube chronologique de profils,
- C7 ={‘5i tnxpsi= l,m'} . (n sujets, p variables).

=~

La méthode comprend deux parties, a savoir :

1 - Analyse des composantes principales des centres de gravité

m .
.ﬂk = ) X§J (§$j est 1a j'°™ colonne de xk)
i=1 . ~
. , i iy Lo L
2 - Connaissant les axes factoriels {(gl, cees Eq) 3 1 = 1,m}

des nuages N' centrés sur leur centre de gravité respectif, recherche
d'un "meilleur" systéme d'axes (XJ’ cees xq). (i e : 1'analogue du repére
référentiel de S.T.A.T.I.S.).

Quatre possibilités sont offertes :

- ] i i
a) = (Vs o0 Xq) est 1'un des (U3, ..., Eq)‘ .
. . i .
b) - (!1’ cees xq) axe factoriel d'un nuage U1.=1’m N' (union des
m nuages).
c) - Recherche séquentielle : v trouvé, on cherche
v.. . (3=1,...,9-1) tel que cos”™ (V. ,qs U
~j+1 ’ 1 —j+1 _j+1)
soit maximum. (solution analytique)
d) - Recherche globale de (!1, cees !q) tel que :
a &M 2 ty . .
Y 3T cos“(vy , uy) soit maximum.
=1 t=1 -1l

Un critére , @ (t,T), permet de comparer les différents






- 65 -

choix.[ @ (t,T ) = mesure de la perte d'explication de variance
lorsqu'on passe des q premiers axes d'un nuage Nt aux g premiers

axes d'un autre nuage Nﬂ .

3.3.2. COMPARAISON AVEC S.T.A.T.I.S.

3.3.2.1. Inter-structure

Elle est fournie par 1'analyse des composan-

tes principales de la matrice g = (gl, cee s QW) :pxm, les vecteurs
gk étant ceux du § 3.3.1. , 1°).

Deux matrices de profils 51 et 5j ayant deux centres de gra?ités
égaux (gﬁ = g?) seront donc confondues dans cette représentation. Ce qui

n'‘est pas le cas dans S.T.A.T.I.S. puisque cette condition y est seule-

ment nécessaire. L'indication globale de 1'évolution des matrices 51

(i = 1,m) nous parait étre meilleure dans S.T.A.T.I.S. puisqu'elle prend
en compte toutes les variations de positionnement des sujets et non seu-

lement la variation des sujets moyens.

3.3.2.2. Intra-structure de référence

J.M. BOUROCHE ne recherche que les axes de
1'intra-structure de référence. Cela est suffisant pour 1'analyse de
1'évolution qu'il se propose. C'est 1'analyse des différences qui conduit

& rechercher une telle intra-structure et cela n'est pas son propos.

3.3.2.3. Analyse de 1'évolution

I1 s'agit de la représentation simultanée
des projections sur les plans factoriels des m configurations obtenues
par A.C.P. a partir des tableaux chronologiques X' (i = 1,m) centrés et

exprimées dans le "meilleur systéme d'axes" précédemment trouvé.
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Rappelons que 1'A.C.P. de 5i PN X p; équivaut a la factorisa-
tion canonique de 51 =‘51 ii' (i = 1,m). La différence entre S.T.A.T.I.S.
& D.A.C.P. se trouve seulement dans le repére référentiel utilisé ou plus
exactement dans le critére utilisé pour le déterminer. Avant de tenter une
comparaison formelle des critéres , remarquons que quel que soit le cri-

tére retenu par la D.A.C.P., i1 ne fait intervenir, cf § 3.3.1., 2°), que

le nombre minimal q d'axes factoriels des systémes de chaque nuage :

q =min n,_ ol n, = nombre d'axes factorielsdu nuage Nt
_ t t
t"l,m
et non pas les nombres Nys wees N Alors que le critére de S.T.A.T.I.S.

(défini par la propriété d'optimalité , § 2.5.3.2. , au niveau des cpé-
rateurs) fait nécessairement (implicitement) intervenir toutes les dimen-
sions de chaque nuage. Afin de montrer la différence entre le critére de
S.T.A.T.I1.S. et ceux de la D.A.C.P. dans les recherches séquentielle ou
globale du systéme, développons :

m .
Z[(rl, sk>] 2 3 1vaide des spectres {,11 , VTI de rl
k:l ~ ~ -

entrainent que :

L C e i
<r ’i>j(R”)=‘:1’§3:<}‘11’—11’-1 P A Uy Ye>e

STSu ke At d G L K, i 3.2
P KA g - ZiZj/‘i)‘jQ » Ui >

En posant : (_!1 s Eﬂ > = corrélation (xﬁ s gi)

- |l [l cosinus (¥ . uy) = cos (' ,yf;)
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On voit que S.T.A.T.I.S. maximise :

LN

m
. .12
E[Z Z,‘.] l‘l; COS2 (_\_/_.| ’ EJk)}

C'est cette expression qu'il faut comparer &

- _m : :
f1 - E:i cos2 (X9+1, Ei+1) maximunx\/j =1, ..., g-1
<
et - 3 -
\ ¥?+1_l. vi o, v verifiant f,. (critére de la recherche sé-

quentielle) ou bien & :
m . .
f2 = 2 2%: cos2 (v1 s u;) maximum. (critére de la recherche
k=1 i=1 -7

globale).
' Reprenant 1'exemple du paragraphe 3.1.2.5., la D.A.C.P. donne les

configurations sur le meilleur systéme (v; , V,) :

points axe 1 axe 2
Al '0,8246 -0,4572
B1 -0,4572 -0,8246
Cl -0,8246 -0,4572
D1 0,4572 0,8246
A2 1,0083 -1,0980
B2 -0,2735 -0,4654
C2 -1,0083 1,0980
D2 0,2735 1,4654
A3 1,4654 -0,2734
B3 -1,0980 -1,0083
C3 -1,4654 0,2734
D3 1,0980 1,0083
A4 1,6491 -0,9143
B4 0,9143 -1,6491
C4 -1,6491 0,9143
D4 0,9143 1,6491
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Ceci constitue un résultat -du point de vue de 1'analyse de 1'é@volution-

identique & la solution de S.T.A.T.I.S..

Si (Xi R yé) désigne le repére référentiel de S.T.A.T.I.S., on

peut faire coincider les configurations données par 1'une et 1'autre mé-

thode :
A Y2
D4
\ D2
\
\
\
C2 \
c4 D3
D1
c1 -
c3 _ -
- AL
- - - \\ A3
EER \
< \ \Al
Ys
\
B1 !
\ A4
B3 \
\
\ A2
\
\
\
B2 \
'}
B4 N v'
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4 - APPLICATIONS

4.1 COMPARAISON DES RESULTATS DE CLASSIFICATION

4.1.1. DONNEES DE LA CLASSIFICATION

De 1a note d'information du C.E.R.E.Q. n® 29 du 15 sep-
tembre 1975, nous extrayons d'une étude sur 1'accés a 1'emploi & la sor-

tie de 1'I.U.T. (promotion de 1972) le tableau suivant :

HOMMES FEMMES

situations actifs et études demande études demande

——> | service temps d'emploi| actifs temps d'emploi
Z.E.A.T. militaire plein non sat. plein  non sat.
Nord 81 18 1 85 10 4
Centre-Est 72 26 2 66 33 1
Méditerranée 82 16 2 68 15 - 10
Sud-0Ouest 74 23 3 66 21 10
Ouest 79 19 2 71 18 _ 6
Bassin Pari-
sien 74 25 1 72 21 5
Région Pari-
sienne 83 17 0 73 20 6
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Note : Z.E.A.T. = Zone d'Etude & d'Amenagement du Territoire définie par
1'I.N.S.E.E. ; les identifiants utilisés pour ces Z.E.A.T.
dans le programme sont respectivement NOR, CES, MED, SOU,
OUE, BPA, RPA & TOR. (ce dernier pour total régions).

4,1.2. LES ALGORITHMES DE CLASSIFICATIONS

Nous avons retenu les algorithmes de classification hié-
rarchique proposéspar M. JAMBU en novembre 1970 dans un document du CENTRE

DE RECHERCHE ET DE DOCUMENTATION SUR LA CONSOMMATION (C.R.E.D.O.C.).

Chaque méthode d'agrégation ayant été successivement choisie pour
classifier les Z.E.A.T. sur la base des données précédentes, chacune four-
nit une matrice de distances ultramétriques, sauf pour la derniére méthode
(barycentre) ol la distance n'est pas ultramétrique . Voici la liste de

ces méthodes ainsi qu'en vis a vis les identifiants utilisés dans le pro-

gramme.

1 - Ultramétrique inférieure maxima : U.I.M.
2 Ultramétrique supérieure minima : U.S.M.
3 Moyenne : MOY

4 A 12
5 3 Distances amgulaires : A 12
6 A 3D
7 Maximisation du moment d'ordre 2

d'une partition : PM 2

8 Maximisation du moment d'ordre 2
d'une classe : CM 2

9 Maximisation de la variance d'une

classe CVA

“10 Barycentre _ : BAR

NOTE : Les deux premiéres distances anqgulaires fournissent la

méme ultramétrique aussi ont-elles le méme identifiant,






4.1.3.  INTER-STRUCTURE
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Les données -matrices de distances correspondant a cha-

que méthode de classification- sont normalisées.

—

N
RE2 axe 2 : 21 % de variance

.

-,

N

Y/

RE 1 est 1'identifiant de
Ta matrice référentielle
n° 1, RE 2 celui de 1a ma-

trice de référence n® 2.

On remarque que UIM est 1la
méthode la plus proche du
référentiel 1 , tandis que
BAR et A 12 sont les métho-
des 1és plus éloignées de
ce méme référentiel.

CVA est mal représentéc,

axe 1 : 67 % de variance

Le plan 1-2 de 1'inter-
structure visualise 88 %
de 1a variance totale du

nuage des opérateurs.
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TURE

REFERENTIEL 1

L axe 2 : 20 % de la variance

Le plan 1-2 de 1'intra-struct

» NOR
(MED,SOU)
>
‘ES BPA axe 1 :
RPA . 57 % de va-
(OUE,TOR) riance

ire de référence visualise 77 % de la va-

riance. Les régions, Centre-E

Z.EAT. .

st et Nord sont bien séparées des autres






4.1.5.
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INTRA-STRUCTURE DE U.I.M.

/

\

axe 2 : 22 % de variance

s NOR
CES
« (MED,S0U) axe 1 : 57 %
. BPA .
RPA ¢ de variance

* (OUE,TOR)

Le plan 1.2. de 1'intra-structure de U.I.M. visualise 79 % de

la variance. Comme pour le référentiel 1, les Z.E.A.T. Centre-Est et Nord
sont bien séparées des autres. Rappelons que U.I.M. est proche de RE 1 dans
1'inter-structure. Compte tenu du pourcentage de variance de 1'axe 1, CES

est davantage séparé que NOR du groupe central de Z.E.A.T. .
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ARBRE DE CLASSIFICATION DONNE PAR U.I.M.

4.1.6.

Ultramétrique inférieure maxima

benjamin poids

ainé

indice

Noeud

5
7
4

0.2D-02
0.2D-01
0.2D-01
0.2D-01
0.2D-01
0.4D-01
0.6D-01

9
10
11

10
11

3
6

12
13
14
15

12
13

1
2

w

llllllllllllllllllllllllllllllllllllll —8 i

(&)

[

[ e s | e mows S —— e — A —— " — — —— - ——— — — - —— — sy O

=

[m]

I gy

llllllllllll

-

- — = = e e e — e —3 S

v

<

b e - e - - - - - — - —— - =0 (O

o

o

UL UV VU UG PG . S o

o

[o4

-3 O

—

58]

- D

(=)
i Lo - [q¥]
S g 2 T
[an] [am] [an] o
(Ve < - N N
(en] Q (o] o







4.1.7.  INTRA-STRUCT

URE DE C.V.A.

h

+ NOR

e (MED,SOU)
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N axe 2 : 45 % de variance

b, Yo
-

CES ,
BPA

RPA
(OUE, TOR)

axe 1 :
11 % de variance

Le plan 1.2 de 1'intra-structure de C.V.A. visualise 56 % de la

variance.

" C.V.A. est la méthode qui était mal représentée dans 1'inter-structure.






05D-01

02D-01

09D-02
07D-02

05D-02

060-03

4.1.8.

Variance d'une classe

ARBRE DE CLASSIFICATION DONNE PAR C.V.A.
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Noeud indice ‘ ainé benjamin poids
9 .0.6D-03 5 8 2
10 0.5D-02 7 9 3
11 0.7D-02 3 4 2
12 0.9D-02 6 10 4
13 0.2D-01 2 12 5
14 0.2D-01 1 11 3
15 0.5D-01 ) “13 14 8
™ 1
I |
! i
: |
|
|
| |
| |
I |
: I
| |
I |
! |
! |
] |
, |
]
| ! |
: | | |
| I !
! | ! |
| { : I
1 i
; ' : oo :
| I
I ! |
! I | | |
e S SR S U S S
OUE TOR RPA CES MED Sou NOR

BPA
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4,1.9.  INTRA-STRUCTURE DE B.A.R.

Le plan 1.2

4

visualise 85,5 % de la variance
L axe 2 : 78 % de la variance

e NOR

Vi

cEs  BPA

, (MED,SOU) axe 1 :

«« (OUE,TOR) 7,5 % de la variance

RPA

La Z.E.A.T. Centre-Est rejoint Te groupe de Z.E.A.T. tandis

que le Nord est nettement détaché . Rappelons que B.A.R. est la méthode

la plus éloignée de RE 1 dans

1'inter-structure.
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ARBRE DE CLASSIFICATION DONNE PAR B.A.R.

4.1.10

Barycentre

benjamin

ainé

indice

Noeud

5

0.2D-02
0.2D-01
0.3D-01
0.3D0-01
0.4D-01
0.6D-01
0.2D+00

9
10
11
12
13
14
15

7
.
4
6
2
1

10
11
12
13
14

o e e emme e e v a e e e - m— —

T puuGp——

RPA

06D-01

04D-01
03D-01
02D-01
02D-02

NOR

CES

SOu BPA

MED

TOR

OUE
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4.1.11  INTERPRETATION DU RESULTAT

Un regard sur le tableau de données initial montre :
1 - que 1'opposition Nord-Centre Est - autres Z.E.A.T.
est due |
- pour ce qui est de Nord - autres Z.E.A.T. : au fort pourcen-

tage d'actifs.

- pour ce qui est de Centre-Est - autresZ.E.A.T. : au fort pour-

centage de personnes poursuivant des études.

2 - toutes les Z.E.A.T. autre que le Nord et le Centre

Est , ont un profil ressemblant.

. 3 - 1a région Ouest est 1a plus ressemblante de 1'en-
semble des Z.E.A.T.
" Ces trois réalités apparaissent bien dans 1'intra-structure de
U.I.M. (et donc de RE 1), ainsi que dans 1'intra-structure de B.A.R. ;
cependant, U.I.M. met 1'accent sur le pourcentage de gens poursuivant

leur$ études alors que B.A.R. montre surtout le pourcentage des actifs.

En conclusion pour le praticien, nous ne disons pas qu'une mé-
thode est meilleure qu'une autre, mais que le choix d'une méthode de
classification a une incidence sur 1'interprétation (économique ou po-

litique ..) des résultats.

D'autre part, i1 est clair que, pour le statisticien, 1'intra-
structure ne saurait remplacer avantageusement la représentation arbores-
cente obtenue & 1'aide d'une 1'ultramétrique. Par contre 1'inter-struc-
ture, pour visualiser globalement des graphes de classifications, nous

parait €tre intéressante .
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4.2  ANALYSE DE RELATIONS D'ORDRE

4,2.1. DONNEES
Six dégustateurs de vins donnent une note de préfé-
rence & chacun des huit vins qui leur sont proposés. Les dégustateurs
sont notés D1, D2, ... D6, tandis que les vins ont pour 1dentifiahts
Vi, V2, ... , V8. Un vin hypothétique, noté XX, recoit (cf § 2.3.2.3.2.2.,
transformation 1) la méme note de la part de chacun des juges (on a

supposé que c'est le vin idéalement bon).

D1 D2 D3 D4 D5 D6
V1 1 2 8 2 2 2
V2 2 6 7 6 7
V3 3 1 1 1 2 1
V4 4 6 2 6 8 8
V5 5 2 3 3 1 3
V6 6 2 6 4 5 3
V7 7 2 3 8 2 3
V8 8 8 3 5 7 6
XX 1 ] 1 1 1 1

Les données ne sont ni centrées, ni normalisées.
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4.2.2. INTER-STRUCTURE 4 RE!
Le plan 1-2 visualise| axe 1 : 76 % de variance
85,6 % de la variance
D4
3 D5
b6
D1
D2
D3
RE2

AL
axe 2 : 9,6 % de variance

Traduction de la structure : D2, D5 et D6 apprécient les vins de la méme

maniére ; D1, qui s'est contenté de numéroter les vins, peut étre regar-

dé comme un mauvais juge:...... ce qui incite a penser que D3 et D4 sont

de moins bons dégustateurs que D2, D5 et D6.
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Cette typologie se retrouve dans les intra-structures.,

4,2.3. INTRA-STRUCTURES (plans 1-2) : voir page suivante.

Dégustateurs axe 1 axe 2 plan 1 - 2
D1 81,2 14,0 95,2 l
D2 90,6 5,05 95,65
D3 65,4 1,34 66,74
D4 92,4 1,34 93,74
D5 92,1 4,78 92,88
D6 94,5 4,26 98,76
RE1 87,4 5,39 92,79

Pourcentages de variance expliquée

4.2.4. INTERPRETATION DU RESULTAT
. Du point de vue des dégustateurs, le classement géné-
ral des vins donné par le référentiel 1 (Vi**ﬁ, dans 1'ordre meilleur

- moins bon est le suivant :

.

V3, V1, V5, V6, V7 , V2, V4, V8

Le dégustateur qui respecte le mieux cet ordre est D6 ; puis viennent
D4 et D5, puis D2, enfin D1 et D3. Pour dire cela, il suffit de ranger
les dégustateurs dans 1'ordre décroissant des coefficients RV entre un

dégustateur et le référentiel n° 1.

Coefficient RV entre le référentiel et un juge :

‘ D1 D2 D3 D4 D5 D6

RE1 I 0,62 0,91 0,67 0,92 0,92 0,9
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4.2.5, REMARQUE

L'ordre des vins donné par chaque juge se retrouve
dans 1'intra-structure de ce juge. La méthode offre davantage d'intérét
lorsque Tes vins sont classés selon plusieurs critéres, chacun des dé-

gustateurs donnant son classement pour chaque critére : s'il y a P;

-

e

critéres pour le i me juge)1a donnée est :

4 .
{ 0" : nx p; 5 1 = 1I,m }

~

(n vins et m dégustateurs).

4.3 ANALYSE DE DONNEES CHRONOLOGIQUES

4.3.1. DONNEES
Les données proviennent d'une expérience biologique

qui consiste & faire pousser des luzernes cote a cote :

Luzerne A
A des instants différents 1'expé- = oo
rimentateur coupe ces luzernes et Luzerne B
pése la matiére séche produite
entre deux coupes.

Luzerne C

- - - - -

Considérons quatre coupes notées Cl, C2, C3 et C4 et, pour cha-

cune d'elles, le tableau des mesures des quantités de matiére produites;

jEme ligne et j1eme colonne de ce tableau , on lira la quantité de

ala i

matiére séche produite par la i®™€ Yuzerne en présence de la luzerne J.






ONNEES A TRAITER ¢

Cl

Ve27E
0.20E
0.63E

0.63E
O.19E

ce

0.19E
0.15¢
U.70CE
Jde9ut
0.61E
0.20E

c3
0.71F
0.85E
UebLE
: 0.82F
' 0«54F
0.17E

Ca
\ 0.29E
j 0.66E
0.61E
0.91E
0.53E
0.16E

LA
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(Les luzernes i et j sont mitoyennes). Supposons que six luzernes

nous intéressent et notons-les

nées ne seront ni centrées, ni normalisées.

03
03
02
02
02
03

03
03
Q2
92
02
03

02
02
02
02
02
03

02
02
02
02
02
03

J. 25E
0.22E
0. 68E
0.77E
Oe 62E
0.21&

e 19E
Oe.l4E
0.85¢&t
0.32E
0.55¢E
J. 20E

0.68E
0.77E
0. 64E
0.77E
0.44E
0.15E

0.29E
0.59E
0. 66E
0.64E
0e41E
0.13¢

LB

03
03
02
02
02
03

03
03

02

02
02
03

02
02
02
02
02
03

02
02
02
02
02
03

03
03
03
03
02
03

E 03

03
03

£ 03

02

E 03

c2
03
02
03
02
03

02
02
02
02
02
03

0.32E
U« 28E
0.12E
0.13E
0.10t
0.27=

0.25¢t
De21E
J.13E
Je l4C
0.11E
0.24t

0.81E
0.12E
0.85E
0.10E
0.76E
0.17E

0.29E
0.81E
0.6GE
0.84E
0.66E
0.154E

03
J3
03
03
03
03

03
Q3
03
03
03
03

02
03
02
03
02
03

02
02
02
02
02
032

: LA, LB, LC, LD, LE, LF .

J0.33E
0.27E
O.11E
0.13E
O0.12E
0.27E

Q. 24E
Us19C
0.13E
Jelac
0.11¢&
Je24F

0.84E

0. 10E

0.38E
0.10¢E
0.73E
0.18E

0.34E

0.81¢E
0.73E
0.90E
0.63t
0. 15E

LE

Ces don-
03 0.24%
03 Ue22E
03 0.70E
Q3 0.79E
03 Ceb9k
03 Ye 22E
03 U.l6E
03 0.13%
03 O0.72E
03 U7l
03 0.49¢
03 0.19¢
02 0.39E
03 0.62E
02 Ce4TE
03 0.53E
02 0.33E
03 0. 1l4E
02 0.12E
02 Q.338c
02 0e41FE
02 0.38E
02 O.24E
03 O.1l1E

LF

93
03
02
02
02
93

03
03
02
02
02
23

02
02
02
02
02
03

02
02
02
02
02
03
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INTER-STRUCTURE

Lte plan 1-2 visualise 99,7 4 de

la variance totale.

2.7 0.0 [

QUALITE DE LA REPRESENTATION GRAPHIQUE MESUREE PAR'LE POURCENTAGE DYERIEUR SUR LS5 DISTANCE
(DU: A LA REDUCTION AU PLAN OU A L'AXE D3 LA CONFISURATION)

Cc1
0.0
0.16€ 01
0.74E-02
Ue49E-02

0.88E 00
0.0t QO

Cl
c2
c3
Ch

ET, St ON PUSE

PROPRIETES DE LA REPRESENIAT[CN 0
HESURE DE L'APPARTENAWCE AU PLAN-DKSTANCE DES JUGES A L'ORIGINE 0
EXACTE O PRUJETEE O

Ual4E Q7 Q. L4E Q7
0.92E 06 0.928 Q6
0.353E 06 0.35€ 0¢
Q.24E 06 V.23E C6

POUR 2 JUGES APPARTZMANT AU PLAN FACTORIEL,LA PROXIMITE REPRESENTEE EST EXACTE
OQALPAALT 1 J)=ANGLE ENTRE LE REFERENTIEL [,L*ORIGINE & LE JUGE JyALORS O
COSINUSIALPHALTL 1 J))=COEFRVIREFERENTIEL I4JUGE J)a
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€444533 1
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€271.7135 1

619.135 1
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£93.338 1

584,739 1

5764140 §
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5506343 1

£41.743 1

533.144 1
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4,33, INTRA-STRUC

~RES

8.599
-184.707

:PDINTS MULTIPLES = {LCC2,LE®*

-138.175

o(,DE

AXE 1

99.3
98.8
86.3
12.6
98.2

~91ls 644

4~

-45.112

*)(LAC3,LCC3I(

VARIANCE -
AXE 2
0.524
0.622
13.0
25.8
1.38

1.419
LAMDAL 2)=

JUGES X AXES

s oxel

MESURE DE L'APPROXIMATION DUE AUX PROJECTIONS DANS L'ESPACE REFERENTIEL 1 DES 4 ESPACES INDIVIDU
( COEFFICIENT Ry ENTRE LE REFERENTIEL ET CHAQUE JUGE ) .

Cct

REL 0.10E 01

0.99€ 00

c2

c3
0.87E €0

C4
0.74€ Q0
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Dans 1'inter-structure, 1'axe 1 représente un classe-

ment des coupes suivant leur production totale :

coupe

production

C1
C2
C3
c4

919,11
776,88
479,55
374,07

Les quatre coupes s'échelonnent au cours de 1'8té et i1 appa-

rait une contrainte en eau provoquant une diminution de production a

chaque coupe.

L'évolution des luzernes est surtout représentée par 1'axe 1

des intra-structures ; selon cet axe les luzernes sont positionnées en

fonction de leur production au cours du temps. Les intra-structures per-

mettent donc de détailler le phénoméne "production" déja décrit dans

1'inter-structure.

La stabilité d'une luzerne (faible variation dans le rendement)

est signe de sa résistance, ce que 1'expérience confirmera par le fait

que la luzerne A meurt entre la 4éme et Ta 5éme coupe.
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5 - CONCLUSION

La méthode proposée raméne 1'é&tude comparative de plusieurs ta-
bleaux de données & la recherche des liaisons entre les analyses des

composantes principales qui seraient faites sur chacun des tableaux.

Les analyses sont comparées globalement en associant a chaque
tableau un opérateur de la classe de HILBERT-SCHMIDT et en visualisant

les proximités calculées entre ces opérateurs.

Le référentiel construit correspond a une analyse des composan-
tes principales "meilleur compromis" entre toutes les A.C.P. de chaque
tableau.

L'analyse des différences ou d'évolution entre ces A.C.P. est
rendue possible en projetant, au sens de la regression, les espaces en-
gendrés par le spectre de chaque opérateur dans 1‘espace engendré par le

spectre de 1'opérateur associé & la matrice de référence.

La cohérence de description au niveau des intra-structures est
assurée d'une part parce qu‘une analyse globale des tableaux permet de
construire un opérateur de référence, d‘autre part parce que le spectre
de cet opérateur sert de repére référentiel pour la description de tou-

tes les intra-structures.

Bien que la synthése réalisée entre analyse-conjointe , posi-
tionnement & analyse de composantes principales soit réussie, il reste

quelques imperfections i la méthode -quelques-unes ayant été signalées-.
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Je remercie ceux qui voudront bien nous faire part de leurs critiques ;
en échange, et pour terminer, j'esquisse quelques directions de déve-

loppement & leur intention

1 - Diversification des applications : appliquer la méthode
(ou les idées qui y sont contenues) au traitement de variables qualita-
tives et comparer avec 1'analyse canonique et celle des correspondances,

1'appliquer aussi au traitement des données ordinales.

2 - En augmentant la taille des échantillons (sujets et juges)
la description des données-mesures d‘un phénoméne tend vers 1a descrip-
tion du phénoméne. Dans le cas de données chronologiques, il peut étre
avantageux de remplacer 1‘opérateur "raférentiel” par un opérateur de

"prévision“permettant de prolonger la trajectoire des sujets dans 1'ana-

lyse de 1'évolution.

3 - Généralisation des analyses -régression, discriminante...-
en transposant leur formalisme dans 1'espace des opérateurs. Dans cette
voie 1a méthode proposée ici a montré comment une analyse des composan-
tes du nuage d‘opérateurs généralise 1‘analyse des composantes principa-

les du nuage des sujets pour un seul tableau.

-0-0-0-0-0-0-0-
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6 - ANNEXES

6.1 RAPPEL DE THEOREMES

Les notations sont celles des auteurs de 17

6.1.1. THEOREME 1
Etant données S : pxp , T:pxp et W:pxp
la condition nécessaire pour que :
p p 2

Gig =35 Mihy)

]

soit minimisée par rapport 8 Test T(A' +A) =0, 00 A :pxp est

définie par :

IN
.

p
wij (Sij - %Ei T1i T]j) si i

i

iJ
0 sinon

Preuve : Une condition nécessaire pour qu'une fonction différen-
tielle L soit un minimum par rapport & T est que les dérivées partielles

par rapport d chaque é&lément de T soient égales & zéro, c'est-d-dire :

kl)
DL P
e m 2y W (S - 3T T T

p P
-2 E;%. W Gyen - ?;3 e Tin Tkn
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Un calcul direct montre que

PL , )
TT;k'~0¢>T(A +A) =0

6.1.2. COROQLLAIRE
2

Une condition nécessaire pour que Tr(S - T'T) soit un
minimum par rapport & T arbitraire est : T (S-T'T) =0 .
Preuve : On vérifie facilement que ,
P p
L= 2_ Zgl wi. (Si' - 5 T]i T].)2 avec
i=l g=1 YW W s J
1 si i=7] 0
wi. = » est équivalent @ Tr (S - T'T)
J 2 sinon
Minimiser L par rapport & chaque Tkk' revient & minimiser Tr(S - T'T)2
par rapport a T puisque pour ce choix de W, L = Tr (S - T‘T)Z‘

I1 découle du théoréme 1 que :
(A* +A) =2 (S-T'T) d'oll
T(A' +A) =0 = T (S-TT)=0

6.1.3. THEOREME 2 i
Si S est une matrice réelle symétrique et si Tr (S - T'T)2

est minimisé par rapport d une matrice réelle T , alors

T'T P ‘Aipi P'.

Ai o !
ol 1,1, Pi sont respectivement les valeurs propres positives et leursvecteurs

propres associés de S.
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Preuve : Si S est semi-définie positive, i1 existe alors T tel-
lTeque S=T'Tetdonc S-T'T=0 et la somme des carrés pour chaque

élément est nulle et de ce fait un minimum.

Quand S est quelconque, on péut écrire

S=P1¢/\1 P'l-Pz/\.2 P'2 ol

1) - A p et /\2 sont des matrices diagonales ayant des éléments
non négatifs.

2) - Les &léments diagonaux de/\1 sont les k valeurs propres
non négatives de S.

3) - Les &léments diagonaux deA.2 sont les valeurs absolues des
(p-k) valeurs propres négatives de S.

4) - P1 est une matrice p x k des vecteurs propres associés aux
valeurs propres non négatives respectives de S,

5) - P2 est une matrice p x (p-k) des vecteurs propres associés
aux valeurs propres respectives négatives de S.

Le corollaire du théoréme 1 établit que la condition nécessaire

2 soit un minimum par rapport & T est T(S - T'T)=0.

pour que Tr (S - T'T)
Donc : T'T(S-T'T) =0 et (T'T(S-T'T)' = (0)' entraine
(S=-T'T) T'T = 0 puisque (S - T'T) est la différence de 2matrices symé-

triques et est donc symétrique,

Donc : (S - T'T) et T'T commutent et ont les mémes vecteurs

propres (cf. GRAYBILL, (1961), théoréme 1.32).
IT s'en suit que :

T'T = Py Dy Py o+ Py T, P et

S-TT=P (Ap-TP) - Py (A, +Ty) Py
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ol P1 et P2 sont respectivement les mémes matrices polur T'T et (S - T'T),

et oa P 1 et sz sont des matrices diagonales d'éléments non négatifs ,

2

(5 - TT0% = Py(A g - T P Py = P (A =T ) Py PlA, 4T P,

Py (A + TPy PULA L -TPY + Py (A, 4T )2 P,

Puisque P1 et P2 sont des matrices de vecteurs propres de S, elles sont

orthogonales (entre elles) et les produits croisés sont nuls.

D'ol :

(-T2 =P (A; - ')

| 2 5
P 1t P2 (A 5 * F‘z) P 5
Minimiser Tr(S - T'T)2 revient & minimiser les valeurs propres de

(S - T'T)2 (on le vérifie facilement en notant que :

Tr (s = T2 = T (PyA g = PP PP+ Tr (Py(A, + T )2 P1))

H

™ (A, - f’l)z PLP +Tr (A, + r’z)z P'5P,

it

Tr (/\1 - 2)2 + Tr (/\2 +[ 2)2
2
)

la somme des valeurs propres de (S - T'T)

Pour minimiser Tr (S - T'T)2

, 11 faut choisir F‘l et r‘z de
telle sorte que la somme des valeurs propres de (S - T'T)2 soit un mini-
mum,

Ainsi Tr (A 1- r'l)z + Tr (1N_2 + r'z)z est minimisé 3 condi-
tion que 7 1 et r'z soient des matrices diagonales d'éléments non négétifs.
Puisque A 1 et/\2 sont des matrices diagonales ayant des &léments non né-

gatifs, on en déduit que Tr (A, + [ 2)2 est minimisé Torsque ", = 0

et Tr (A - f'l)z est minimisé lorsque [, = A, .
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’
Donc T'T = P1 /\1 P1 ce qui équivaut a

T'T 3\2 7\1. P,P!
jo 0

ot :li sont les valeurs propres positives et P% sont les vecteurs propres

associés.

~0~0-0-0-0~-
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