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Avant-Propos Ce document est divisé en cing chapitres. Un premier chapitre introductif contient des
définitions générales en statistique univariée, bivariée et multivariée et développe la notion de liaison.
Le second chapitre est un chapitre de mathématiques utilisées en analyse multidimensionnelles. Il s’agit
principalement d’algébre linéaire et plus spécialement des propriétés des opérateurs dans les espaces
euclidiens. Enfin les chapitres 3, 4 et 5 développent des méthodes classiques en analyse multivariée,
’analyse en composantes principales, Ianalyse des correspondances et l’analyse des correspondances

multiples.



Chapitre 1

Définitions générales

1.1 Définitions élémentaires

Définition 1 Une Unité Statistique (u.s.) est un individu ou objet sur lequel on effectue des mesures
ou observations. Les unités statistiques sont numérotées de 1 & n (on mote I = {1,...,n} cet ensemble
d"indices) et affectées de poids p; (pi > 0), mesurant leur importance relativement auz autres. Si les Pi
sont de somme 1, on dit que les poids sont normalisés. On le supposera dans la suite.

Remarque 1.1.1 L’ensemble des individus pourra étre un échantillon (une partic) d’une population
plus grande. Sous des hypothéses basées sur la théorie du calcul des probabilités, il sera possible de déduire
d’observations sur l’échantillon des conclusions applicables a l’ensemble de la population. C’est 'objet de
la statistique inférentielle. L ’ensemble des observations pourra ausst concerner toute la population. On
parle alors d’échantillon ezhaustif. L’objectif est alors de décrire les données. (Vest le but de la statistique

descriptive.

Définition 2 On appelle variable un ensemble de n observations de méme type effectuées sur les n
individus.

Définition 3 On dit qu’une variable est quantitative quand elle prend ses valeurs dans 'ensemble des
réels. Si elle prend ses valeurs dans un ensemble dont le nombre d’éléments est fint, on dit qu’elle est
qualitative (on dit aussi catégorielle ou nominale ). Dans le cadre du modéle linéaire, on parle de
facteurs. L’ensemble des valeurs d’une variable qualitative est appelé 'ensemble des modalités de la
variable; pour un facteur, on parle de ’ensemble des niveaux du facteur. Si l’ensemble des modalités
posséde une structure d’ordre, on parle de variable ordinale ou qualitative ordonnée.

On indice les variables par j (j =1, .. .,P), et on note par y’ la j-éme variable, et par yf la valeur de
la variable y/ pour I'individu i. La variable quantitative y? est identifiée au vecteur de R™ de coordonnées
v, que I’on représenté en colonne. On appelle espace des variables I’espace R™ dont les éléments sont

des variables.
La suite de ce chapitre concerne exclusivement les variables quantitatives.

Définition 4 (Moyenne empirique d’une variable) La moyenne empirique d’une variable yJ est dé-
finie par:

¥ o= py

1€l
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Propriété caractéristique:
> iyl ) =0
iel

Autre propriété La moyenne est une forme linéaire sur R".

Définition 5 Soit 1, le vecteur de R™ dont toutes les coordonnées sont égales a 1, alors:

yi—Y
X = Yi— Y =y—yl,
Yn — Y

est appelée variable centrée de y. Une vartable est dite centrée ssi elle est de moyenne nulle.

1.2 Covariance empirique de deux variables

Définition 6 La covariance empirique de y! et y? est une application de R® x R” dans R définie
par:

cou(y',y?) = 3 pilyt — yE = v*)-
el

Elle s’obtient encore par I’une des expressions suivantes:

cou(y',y?) = Y_mulvl -yl
i€l
= 17233 pipe(yl — v — vih),

iel i'el

= S opilyl - ). (1.1)

i€l
Propriété 1 La covariance posséde les propriétés survantes :
(est une forme bilinéaire,

linéarité @ droite: pour tous réels o, B, pour toutes variables y' et y*:

cov(y, @ y' + B y?) = a couly,y") + B cov(y, ¥”),
linéarité @ gauche: s’obtient de la méme maniére par permutation.
symétrique,
cov(y!,y?) = cov(y®,¥")

et posilive
cov(y,y) > 0.

cov(y! + B, 7 = cov(yt,y?) (la covariance ne change pas si on ajoute d une variable une
constante).
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1.3 Variance empirique et écart-type empirique
Définition 7 (Variance empirique) La variance empirique de y est:

var(y) = cov(y,y) = > pi(yl —)?
i€l
L’écart-type empirique est o, = \/W.
Propriétés:
var(y) =0 Vi€ I, y =y (la variable est constante),
- var(y) = Y piyi — v,

var(y) = 1/2 Zig Zi,elpipi’(yi — ¥i’)?, (moyenne quadratique pondérée des écarts entre deux
observations)

-~ Vaet e R:
var(ay + fl,) = var(ay) = o?var(y).

Remarque 1.3.1 La transformation y — y + j1,, correspond a un changement de Uorigine de I’échelle
des mesures, et la transformation y — ay correspond ¢ un changement d’unité.

Définition 8 On appelle variable réduite ou centrée réduite associée d y la variable z = (2;);es telle
que:
(vi —9)

Ty

Z; =

Propriété 2 z =0; var(z) =1 .

1.4 Coefficient de corrélation linéaire empirique
Définition 9 Le coefficient de corrélation linéaire empirique de y' et y? est défini par:

cov(yl, y?)
var(y!)var(y?)

r(y',y?) =

Propriété 3 Il posséde les propriétés suivantes :
- Domaine de variation: r(y',y?) € [—1,+1]
Symétrie r(y', y?) = r(y?, y?)
ry,y)=letr(y,y*)=tleoJaetf | Viel: yi = ayi+pB avec signe(a) = signe(r(y',y?))

Propriétés d’invariance :
VCY,,H, CY/,[)” 6 R, ¥ > 0 al > 0 T'((Yyl + ﬁ]ﬂhaly:l +ﬁlln) = 7’()’1)}72)'

Remarque 1.4.1 Le coefficient de corrélation linéaire ne mesure la liaison que lorsque celle-ci est de
type linéaire (voir figure 1.1) des exemples de cas non-linéaires). Il suppose aussi une "bonne” répartition
des observations (voir sur la méme figure des ezemples avec valeurs dites ”aberrantes”). On peut éliminer
ce type de probleme en utilisant le coefficient de corrélation des rangs: on remplace les valeurs observées
de chaque variable par leurs rangs et on ne s’intéresse qu’d Uordre des observations.
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FiG. 1.1 - Le coefficient de corrélation linéaire dans différents cas de figures

1.5 Interprétation géométrique de quelques indices statistiques

On munit I’espace des variables R" du produit scalaire défini par:

<x,X >= ) PiXiXi
iel

et on note || || la norme associée: ||x|| =< x,x 51/2 ot x =y — y1, la variable centrée de y.
On peut écrire:

y=<y,1n >

y est centré <y L 1,. Donc 1}, orthogonal dans R” de la droite engendrée par 1,, est le sous-
espace des variables centrées de R".

y = 1, +(y—¥1,). Cette décomposition orthogonale montre que la variable centrée de y s’obtient
en projetant orthogonale-ment y sur le sous-espace des variables centrées e

var(y) = |ly — g1al* = [Ix[I*;
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~ 0y = |ly — y1,|: Pécart-type d’une variable s’interpréte comme la longueur de la variable centrée
de y
cov(y',y*) =<y —3l1n,y% - 21y >=< x1 %2 >;
. 1_51 2_52 1 : . .
- r(yly?) = <y1 _yl In.y 5 y_21n> = <x1 2 2> = cos(x',x?): la coefficient de corrélation de
Iy~ =y Inlliy-y<1nl  xtyx2)

deux variables s’interprete comme le cosinus des variables centrées assocides.

1.6 La matrice de variances-covariances
Soit p variables quantitatives {yi,j=1,.. .,p} ol ¥/ est le vecteur colonne de R™ d’éléments i'; on
note D = a{iag(pl:) la matrice diagonale d’ordre n d’éléments pi- Enfin Y et X sont les matrices n x p de

colonnes y? et x/ respectivement.

Définition 10 La matrice n x p contenant les variables y’ en colonne est appelé tableau de données;
la matrice X, contenant en colonne les variables centrées, est le tableau centré;

Définition 11 La matrice I' définie par Ljr = cov(y’,y*) est appelée matrice de variance-covariance
empirique des variables y', ... yP.

On a comme expressions matricielles:
¥ =yi'Dl, =1,/ Dy’ ;
only, ¥ = (v = LY DO - g1, = D
Cvar(y?) = (v -y 1,) D(y? — 4i1,) = xI'Dx!
I'=X'DX

- Soit a = (a;)jes et b = (b;)jes deux vecteurs de R?. Alors Ya = D ier a;y?, Yb = dier by’ et
COU(Z]'EJ ajy]ijeJ bjy’) = al'b

Propriété 4 La matrice I' est symétrique (T" = T) et positive (pour tout vecteur u de R?, u'Tu >0).

Propriété 5 La matrice I' est définie si et seulement si les variables y (j=1,.. .,p) sont linéairement
indépendantes.

1.7 Liaison variable quantitative - qualitative

On suppose que les individus sont munis de poids pi > 0, de somme 1. La variable qualitative, notée
X, a ¢ modalités et définit une partition sur I'ensemble des individus. On note GG} I’ensemble des indices
du groupe k, O = Zieck pi le poids total du groupe k, y la variable quantitative, et respectivement 3
et 7, la moyenne de y et la moyenne de y dans le groupe k.
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1.7.1 Variance inter et intra classe

On définit la variance inter-classe de y, notée varp (y), comme étant la variance pondérée des moyennes
de classe et la variance intra-classe de y, notée varw (y), comme la moyenne des variances & l'intérieur
des classes, soit :

K K
varg(y) = Z OrT, — 7)* et varw(y) = Z(—)k Z (g'zk(% - )’
k=1 k=1 1€G K

On a la décomposition suivante:

var(y) = varg(y) + varw (y)-

1.7.2 Le rapport de corrélation empirique

(Vest un indice mesurant la liaison entre une variable qualitative et une variable quantitative.

Définition 12 La mesure de liaison est donnée par le rapport de corrélation empirique, rapport de la
variance inter-classe sur la variance totale:

2 U(”'B(y)
= var(y) (1.2)

Ce rapport a les propriétés suivantes:
Il est égal & 1 si la variable y est constante dans les classes.
1l est égal & 0 si les moyennes des classes sont toutes égales.

Il varie entre 0 et 1 et représente la proportion de variation de la variable y “expliquée” par la
variable qualitative.

Sous I’hypothese d’égalité des moyennes de classe, d’indépendance des observations et de distribu-
tion gaussienne des résidus, la quantité :

9 varg(y)

/NS . ST

1_772 q— 1 — varw(Y)
n—gq

suit une loi de Fisher a ¢ — 1l et n—gq degrés de liberté.

Cette derniere propriété vient du fait que cette statistique est le rapport du carré des normes de deux
vecteurs : la projection du vecteur y sur le sous-espace engendré par les indicatrices centrées de la variable
explicative et la projection du méme vecteur sur I'orthogonal dans le sous-espace des variables centrées.
On divise les numérateurs et dénominateurs respectivement par la dimension de ces deux espaces (le
nombre de degrés de liberté). Alors le rapport obtenu si les deux sous-espaces sont choisis arbitrairement
doit tendre vers 1 si n est grand et suit une loi de Fisher.
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1.8 Exercices

1.8.1 Notion de liaison entre variables statistiques

On dit que deux variables sont liées si la connaissance de la valeur de I’'une d’entre elle pour un
individu quelconque donne des informations sur les valeurs probables de ’autre variable sur ce méme
individu.

Exemple: On considére les données d’évaporation (source R.J. Freund : cf. Splus) donnant pour 46
Jours consécutifs : I’évaporation moyenne par jour (variable evap.x) et des autres variables supposées
influer sur la variable d’évaporation : température maximum, minimum, et moyenne au sol (surface inté-
grée sous la courbe journaliére de la température au sol : maxst, minst, avst), température maximum,
minimum, et moyenne de air (intégrée : maxat, minat, avat), humidité relative maximum, minimum, et
moyenne (intégrée : maxh, minh, avh)) , et vitesse du vent (en miles par jour: wind).

On donne les résultats de la fonction pairs du langage Splus sur ces données, qui fournit une matrice
de diagrammes de dispersion (ou scatterplot) croisant toutes les variables deux & deux (Figure 1.2).
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F1G. 1.2 - Données évaporations: matrice de diagrammes de dispersion

1. Quelles sont les variables qui permettent de “bien” prévoir ’évaporation.



8 CHAPITRE 1. DEFINITIONS GENERALES

9 On donne ci-dessous les valeurs des coefficients de corrélation linéaires: ces coefficients traduisent-ils
bien la qualité de la liaison?

s> round(cor(cbind(evap.y,evap.x)),2)
evap.y maxst minst avst maxat minat avat maxh minh avh wind

evap.y 1.00 0.77 0.54 0.69 0.72 0.33 0.71 -0.19 -0.67 -0.83 0.05
maxst 0.77 1.00 0.85 0.95 0.91 0.47 0.82 -0.19 -0.67 -0.76 -0.09
minst 0.54 0.85 1.00 0.93 0.84 0.68 0.82 -0.17 -0.34 -0.48 0.03
avst 0.69 0.95 0.93 1.00 0.91 0.59 0.87 -0.16 -0.53 -0.68 -0.09
maxat 0.72 0.91 0.84 0.91 1.00 0.57 0.87 -0.10 -0.53 -0.66 -0.09
minat 0.33 0.47 0.68 0.59 0.57 1.00 0.78 -0.12 0.19 -0.07 0.41
avat 0.71 0.82 0.82 0.87 0.87 0.78 1.00 -0.04 -0.30 -0.54 0.13
maxh -0.19 -0.19 -0.17 -0.16 -0.10 -0.12 -0.04 1.00 0.17 0.27 -0.15
minh -0.67 -0.67 -0.34 -0.53 -0.53 0.19 -0.30 0.17 1.00 0.91 0.35
avh -0.83 -0.76 -0.48 -0.68 -0.66 -0.07 -0.54 0.27 0.91 1.00 0.22
wind 0.05 -0.09 0.03 -0.09 -0.09 0.41 0.13 -0.15 0.35 0.22 1.00

Ici, la fonction cbind signifie concaténer en colonnes (column bind).

1.8.2 Matrice de variance-covariance empirique

1. On donne les variables y',y? et y*:

2 0 0
4 1 5
5 2 8
yl=1 6 cyr=15 -y>=| 13
0 6 2
0 5 1
1 2 6

Calculer leurs moyennes empiriques, les variables centrées associées, leurs variances, écart-types et

covariances deux a deux empiriques. Recalculer matriciellement leur matrice de variances-covariances
empirique. Déduire des résultats obtenus :

(a) la moyenne empirique et la variance empirique de y' +2y* +¥%;
(b) la covariance empirique de y! +2y? +y® avec 2y' + y?+ 2y

9. Les variables y/ étant définies ci-dessus, montrer que si X désigne la matrice ayant en colonnes les
variables centrées x! , x? et x3 de y!, y” et y3 respectivement, il existe u € R3, u # 0, tel que
Xu = 0. En déduire une relation existant entre x!, x* et x3, puis entre y*, y? et y3.
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1.9 Travaux dirigés avec Splus

Etude de la notion de liaison entres variables statistiques

L objectif de ce T.D. est d’étudier la notion de liaison entre variables, en utilisant des commandes du
logiciel Splus. Pour une introduction & ce langage, consulter I’annexe A.1; pour un exposé plus détaillé,
se référer au polycopié Intoduction auz langages S et Splus ([2]). Chaque commande doit étre briévement
analysée pour en comprendre la syntaxe. Il est méme conseillé :

- D’ouvrir une autre fenétre (bouton de droite, new window)
et d’appeler un éditeur (xedit ou emacs) pour construire un abbrégé personalisé des commandes
de Splus.
On écrira au fur et & mesure de leurs utilisations un abbrégé des commandes de base de Splus. Cet abrégé
sera mis a jour lors de chaque TD sur machine, et sera organisé en paragraphes au fur et 4 mesure de
I’apprentissage.

1.9.1 Liaison entre variables quantitatives
Moyenne empirique, écart-type empirique

Dans un premier temps, on simule des distributions suivants des lois variées, puis, aprés avoir affiché
un histogramme de la série, on désigne & la souris la moyenne et [’écart-type empirique de la distribution.
motif () Avant toute commande graphique, il faut ouvrir une fenétre graphique.
x <= rnorm(1000) < — est le signe d’affectation ; il peut étre remplacé par le caractére “souligné® ()
la fonction rnorm génére des nombres aléatoires (r comme random)
suivant une loi normale réduite (par défaut). Ici 1000 nombres sont générés.
ecartyp(x) Cette fonction locale (écrite ici) trace I’histogramme de cette série et vous
demande de cliquer sur la valeur moyenne, puis sur cette valeur augmentée d’un
écart-type empirique. Elle vous indique aprés les estimations de ces valeurs
obtenues sur la série.
On construira ensuite un mélange de deux lois normales (par exemple,
x1<-rnorm(500,2,2)
x2<-rnorm(500,-4)
x<-c(x1,x2) (¢(..,..,..) est le collecteur qui construit un vecteur)
puis on relancera la fonction ecartyp.

Corrélation

On va de la méme maniére essayer d’évaluer & vue un coefficient de corrélation linéaire empirique.
Mais ici les deux séries sont définies & la souris, par un nuage de point en deux dimensions (diagramme

de dispersion ou scatterplot). Pour lancer ce travail, on tape
correl(n), ol n est le nombre de points qui seront définis & la souris. Il faut ainsi :

- On clique n fois sur I’écran (le nuage s’affiche),
- puis on indique la valeur estimée "4 vue” du coefficient de corrélation linéaire empirique.

On pourra recommencer quelques unes de ces représentations aprés avoir défini un paramétre gra-
phique (par(mfrow=c(2,3)), qui permet de construire une matrice de figures. Il faudra répéter certaines
des commandes précédemment tapées. Pour cela on peut utiliser la fonction history() ou history("chaine-de-cara
qui visualise par défaut les 10 derniéres commandes (ou les dix derniéres commandes contenant cette
chaine). On pourra imprimer une des matrices de figure obtenues (dérouler le menu graph, puis cliquer
une seule fois dans le menu print).
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Etude de différents types de liaison

L'objet de ce travail est de d’explorer un certain nombre de commandes de Splus pour illustrer la
notion de liaison et d’ajustement entre différents types de variables statistiques. On va voir en particulier
qu’un indice de liaison est en fait une mesure de la qualité d’un certain ajustement.

evap.Xx Affiche le tableau evap contenant
des variables quantitatives.
help.start() Ouverture de la fenétre d’aide
help(evap) Description de ce tableau par la commande

“help”. On peut aussi taper evap dans la

zone topic de la fenétre d’aide,

puis cliquer sur la ligne correspondante

ou taper 7evap
pairs(evap.x) Affiche la matrice de diagramme de dispersion.
round(cor(evap.x),2) Affiche la matrice de corrélation (avec

2 décimales). Cette matrice est a comparer

avec la matrice de figures précédente.
plot(evap.x[, vminh"],evap.y) Affiche un seul diagramme de dispersion

(celui croisant minh et evap.y).

evap <- data.frame(evap.x) On déclare que le tableau evap.x
est une structure de données
attach(evap) On attache cette structure de données.

Grace A cet attachement, le logiciel connait
les variables par leur nom. Pour désigner une
variable, on peut se contenter de donner son

minst nom, plutot que d’utiliser le nom du tableau
et I’indice de colonne désirée.
search() On controle les répertoires et structures de
données attachées.
names (evap) On regarde les noms des variables de ce “data.frame”.

res.reg <- lm(evap.y ~ minh) 1m signifie linear model
Cette fonction réalise I’ajustement d’un modele
défini par la formule evap.y ~ minh.
Elle définit le modéle de régression linéaire de evap.y
en fonction de minh (evap.y, variable a expliquer,
evap.y; = a + b * minh; + e, modele ajusté).
Le résultat est affecté a l'objet res.reg.

1s() Permet de controler les objets situés dans le
répertoire de travail.

abline(res.reg) Trace la droite de régression d’équation y = a4+ be.
(notations américaines)

attributes(res.reg) De quoi est composé I'objet res.reg?

res.reg$coef Affiche le composant coef de la liste res.reg.

Ce composant contient les paramétres estimés du
modéle (ici a et b)
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res.reg$residuals désigne les résidus du modéle de régression (ou erreurs).
¥ = a + b * minh.

y s’appelle vecteur des valeurs ajustées (noté ici yhat).
yhat <— evap.y- res.reg$residuals y peut se calculer par différence
segments(minh,yhat,minh, evap.y,1wd=2) On peut ensuite visualiser les résidus ou erreurs

syntaxe: segments(x1,y1,x2,y2);

1wd est optionnel (linewidth=2: trais épais)

En régression, on a la relation suivante: var(y) = var(y) + var(e).
Le carré du coefficient de corrélation linéaire est égal & R2 = 1 — var(e)/var(y) = var(y)/var(y). 1l
mesure la qualité de la régression. On peut donc calculer ce coefficient de plusieurs maniéres:

var (yhat)/var(evap.y) ou encore :

cor(evap.y,yhat)? (*100, on obtient le pourcentage de variance expliquée).

title("R2=0.77") Affichage de la valeur du coefficient de qualité sur le graphique
(remplacer les points d’interrogation par sa valeur).

On aurait pu effectuer une régression polynomiale:

plot(minh,evap.y) Diagramme de dispersion
res.reg2 <- 1lm(evap.y ~ poly(minh,2)) Ajustement du modéle.
sl <- sort.list(minh) s1 suite des indices qui rangent minh

par ordre croissant.
lines(minh[sl],res.reg2$fitted.values[s1]) Représentation du graphe du polynéme ajusté.
1-var(res.reg$residuals)/var(minh) Qualité de la régression.
title("R2=?7") Imprime la valeur de ce coefficient dans le titre.

Ou une régression semi-paramétrique (linéaire localement: fonction loess)

res.lo <- gam(evap.y ~ lo(minh)) Ajustement du modéle de régression locale.
gam modele général additif;
lo fonction de régression locale ou “lisseur”.
attributes(res.lo) Donne les noms des composants contenus dans
le résultat.
lines(minh[sl],res.lo$fitted.values[sl]) Visualisation de la régression obtenue.
1-var(res.lo$residuals)/var(evap.y) Qualité de la régression.
title(""R2=77") Imprime la valeur de ce coefficient dans le titre.

Pour y voir plus clair et condenser I'information, on peut effectuer les dessins dans une matrice de figure:

par (mfrow=c(2,2))) Matrice de figure 2x2 remplie ligne par ligne
(matrix of figures by row).
On relance alors pour chaque graphe la série de fonctions:
plot(minh,evap.y)
lines(minh[sl1],...[s1])
title(‘‘Regression ...R2=...’’) etc...

et on peut alors imprimer la matrice de figures.
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1.9.2 Exercices sur la mesure de liaison

Exercice 1.9.1 On considére deux variables fixées x et y de R™ et on cherche 4 modéliser y en fonction
de x. Pour cela, on considére un sous-espace vectoriel F de fonctions réelles, dont on suppose qu’il contient
la fonction constante 1. On désigne par x le vecteur :

£y f(z1)
. Iz et par f(x) le vecteur f(xz)
. f(en)

On cherche f dans F tel que:

n

yi = f(xi) + e; avec _ efminimum. (1)

i=1
1. On munit R" de la métrique euclidienne usuelle. Montrer que V = {f(x), f € F} est un sous-
espace de R", et que, si Py désigne l'opérateur de projection orthogonale sur V, la solution au
probléme (1) consiste a prendre f(x) = Py (y). En déduire que e = 0 et que:

le coefficient de corrélation linéaire r(f(x),e) est nul.

_ on a la relation entre les variances empiriques:
var(y) = var(f(x)) + var(e).

2. On pose R? = var(f(x))/var(y) et on considere cet indice comme un coefficient de qualité de la

régression.
(a) Dans quel cas a-t’on R:2=0,R?=17.
(b) Montrer que R? = r(f(x),y)-

3. Lorsque F est I’ensemble des fonctions linéaires affines réelles, a quoi est égal le coefficient R?7

Exercice 1.9.2 Extrait de 'examen de Septembre 1994 (Analyse des données du magistere)
Diana Murray envoie, sur le réseau des usagers de Splus, le message suivant (traduction libre):

J’ai travaillé avec des séries chronologiques et j’ai observé quelque
chose de curieux que je ne comprends pas. Cela a rapport avec
1’inversion d’une matrice de corrélation obtenue & partir d’une
matrice constituée de variables en colonmes. J’ai trouvé que lorsque
j’ai plus de variables que d’observations et quand j’essaye d’inverser
la matrice de corrélation, j’ai un message d’erreur qui me dit que la
matrice n’est pas inversible. Cela apparait méme lorsque j’utilise
comme séries chronologiques des nombres aléatoires.

Dans le premier exemple, j’ai 100 variables et 101 observations. La
matrice de corrélation est inversible. Si je ne met que 100 ou 99
observations dans les variables, la matrice de corrélation n’est pas
inversible. ...

Je peux imaginer que la colinéarité peut arriver avec des matrices de
corrélation de grandes dimensions, mais je ne comprends pas pourquoi
cela devrait dépendre si fortement du nombre des observations....

I would greatly appreciate any insight or guidance that one may have
offer !

Que pouvez vous répondre a Diana”
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1.9.3 Liaison entre une variable quantitative et une variable qualitative

On s’intéresse maintenant & la liaison entre une variable qualitative et une variable quantitative. On a,
vu au chapitre 1 (§ 1.7.2) la définition du rapport de corrélation, égal au rapport de la variance inter-classe
sur la variance totale.

Mise en ceuvre sous Splus

On définit ici la variable qualitative par discrétisation de la variable minh. On visualise d’abord sa
répartition a I’aide d’un histogramme.

hist(minh) On peut ensuite effectuer la discrétisation

minhgq <- cut(minh,6) (par exemple en 6 classes).

is.factor(minhq) Permet de savoir si minhq a le statut de facteur.
par(mfrow=c(1,2)) On déclare une matrice de figures 4 une ligne et deux colonnes.
plot(minhg,minh) Permet de voir le résultat de la discrétisation.

minhq <- as.factor(minhq) On déclare que minhq est un facteur.

plot(minhg,minh) Splus ne représente pas de la méme maniére deux variables

lorsqu’elles sont toutes deux quantitatives ou quand 'une
d’elle est qualitative. Mais il faut alors mettre la variable
qualitative en abscisse.

plot(minh ~ minhq) meéme résultat que ci-dessus :
rplot(minhq,minh) Un aléa est ajouté & I’indice du facteur.

minhq est un facteur explicatif de la variable continue minh
table(minhq) Compte les éléments dans chaque classe.
barplot(table(minhq)) Effectue une représentation des effectifs de classe

par un diagramme en batons.

On peut s’intéresser a la liaison entre la variable qualitative minhq et evap.y.

plot(minhgq,evap.y) Un premier examen de cette liaison ...
res <- lm(evap.y“minhq) Ajustement du modele & un facteur
eta2 <- 1-var(res$residuals)/var(evap.y) Rapport de corrélation

n <- length(evap.y) n nombre d’observations

q <- length(table(minhq)) ¢ nombre de modalités
eta2/(1-eta2)*(n-q)/(q-1) Statistique du F de Fisher

pval <- 1-pf(eta2*(n-q)/(q-1) ,q-1,n-q)  p-value

Dans ce modéle, la valeur ajustée 7; pour un individu 7 est la moyenne des observations dans le groupe,
défini par minhq, auquel i appartient.

On sait que la donnée d’une variable qualitative est équivalente & la donnée d’une partition de I’ensemble
des individus. De méme la donnée de plusieurs variables qualitatives permet de répartir les individus en
“cellules” d™un tableau & plusieurs dimensions, des individus d’une méme cellule prenant, pour chaque
variable qualitative (ou facteur), la méme valeur dans ’ensemble des modalités de la variable. Etudions
leffet de la fonction tapply. Elle permet de faire opérer une fonction quelconque, par exemple mean
(moyenne), var (variance), med (médiane), sur les ensembles d’individus des cellules définies par un ou
plusieurs facteurs. Les variables qualitatives définissant les cellules sont regroupées en un seul objet Splus
par 'intermédiaire d’une liste. Dans I’exemple qui suit, cette liste n’a qu’un élément car les cellules sont
définies par une seule variable qualitative. On peut alors omettre la structure de liste.
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mq <- tapply(evap.y,list(minhq) ,mean)

plot(1:6,mq, type="Db")

res.lm <- lm(evap.y ~ minhq)

res.lm$fitted.values

1—var(res.lm$residua1s)/var(evap.y)

title("R2=77")

ro2(as.vector(evap.y),minhq)

“HAPITRE 1. DEFINITIONS GENERALES

Calcule la moyenne de evap.y pour chaque niveau

du facteur minhq (donc donne les moyennes

dans les classes).

On représente les valeurs ajustées par le modele:
Ajustement du modéle linéaire & un facteur,

calcul équivalent au calcul de moyenne effectué
ci-dessus. 11
(pour le vérifier)

Calcul du coefficient de qualité.

Affichage de la valeur du coefficient de qualité.

Calcul direct du rapport de corrélation, qui s’interprete

comme un coefficient de qualité du modéle a un
facteur.

On s’apercoit que le modele a un facteur sur variables discrétisées s’apparente 4 un modele non
linéaire. On donne (figure 1.3) un exemple de divers ajustements de modeles effectuées sur les données
temps_1:34 et te_crbg[,9] (Données “Crues du Baget” ; évolution de la température de l’eau en fonction
du temps. Pour une description de ce jeu de données, faire help("crbg")).

1.9.4 Liaison entre variables qualitatives

Cas de deux variables

Ici Vindice de liaison s’interprete comme une distance entre deux distributions. On se donne deux
variables qualitatives (ou question fermée) d’ensemble de modalités (ou réponses) I et J. Leur table de
contingence contient dans chaque cellule (i, j) les effectifs des individus appartenant aux catégories 7 de
I et j de J. Prenons I’exemple de la répartition des étudiants étrangers en France:

etetr || DROI | SCEC | LETT IE | MEDE | PHAR | ODON | PLUR
euro 2058 1427 | 12119
asie 1414 1629 7940
afri 8696 | 10297 | 15185
amer 726 899 6839

TaB. 1.1 - Nombre d’étudiants étrangers selon les études suivies et la nationalité

La statistique du x2 est une mesure de liaison entre ces deux variables; c’est une mesure de distance

entre:

la distribution ajustée sous hypothese d’indépendance,

la distribution observée.

Sous hypothése d’indépendance, le tableau des

ni <- apply(etetr, 1, sum)
nj <- apply(etetr, 2, sum)
ntot <- sum(ni)

g <- ni %o% nj/ntot

g

“effectifs théoriques” est le suivant:

Calcul des sommes par ligne,

calcul des sommes par colonne,

effectif total.

g est le tableau cherché

avec %o% désignant le “produit extérieur”.
Affiche les effectifs théoriques
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FiG. 1.3 - Coefficient R? mesurant la qualité de liaisons non linéaires

La fonction chi2 permet de calculer le Y22 de la table de contingence

ou f est le tableau des effectifs observés. Pour voir comment elle est définie, tapez le nom de la fonction:

chi2

chi2(etetr)

X2=37% (fis — 95)*/9i;
m

Sous I’hypothése d’indépendance des variables

“type d’étude suivie” et “nationalité”, cette statistique
suit une loi du x2 & (p— 1) * (¢ — 1) degrés de liberté
(p nombre de lignes, ¢ nombre de colonnes), soit ici 24 d.d.l..

Pour les valeurs de z allant de 1 & 100, on peut calculer la fonction de densité de ce chi2:

15
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xx <- 1:100 ¢ contient la suite des entiers de 1 & 100

yy <- dchisq(xx,24) yy contient la suite des valeurs de la fonction de densité du chi2
en chaque valeur de zz (dchisq, densité du x2).

plot(xx,yy,type="1") Représentation de la courbe de densité.

seuil <- qchisq(0.95,24) Calcul de la valeur seuil & 5% (qchisaq, fonction quantile du x2),

abline(h=seuil) Représentation du seuil.

On peut alors comparer la valeur observée avec la valeur seuil.

Cas de plus de deux variables

Lorsqu’on s’intéresse aux croisements deux & deux des variables qualitatives, on construit un “tableau
de Burt”, constitué de tables de contingence accolées. Considérons le tableau chien (voir I'aide décrivant
ce tableau dans la fenétre help):

chien Pour afficher ce tableau. Les variables qualitatives sont codées
en colonne de 1 & k (k nombre de classes).
burt(chien) Le tableau de Burt se construit grace a la commande burt.

Cle tableau est constitué de 49 (7 x 7) tableaux de contingence accole
1l sera utilisé par la suite.
bbl <- burt(chien[,7],chien[,-7]1) On peut ne construire qu’une ligne de ce tableau de Burt:
On suppose que la 7-ieme variable est “a expliquer”
et que les 6 autres sont explicatives
On croise la 7-ieme variable (en ligne) avec les 6 autres
variables (en colonne).
Pour mettre en évidence toutes les modalités des variables
qualitatives explicatives les plus liées a la variable
tamis (bbl) en ligne, on peut faire un “tamis”:

On a alors, pour chaque modalité de la variable en ligne, la suite des modalités des variables explicatives
les plus significativement liées & cette modalité, au sens du x? de la table de contingence 2 X 2 que ces
deux variables définissent.



Chapitre 2

Algebre linéaire: pré-requis,
rappels, compléments

2.1 Applications linéaires et opérateurs

2.1.1 Application linéaire et matrice associée

Remarque 2.1.1 Tous les espaces vectoriels considérés ici sont des espaces vectoriels sur R de dimension
finze.

Sont supposées connus les notions et propriétés suivantes (certaines des définitions sont cependant rap-
pelées):

Application linéaire g d’un espace vectoriel E dans un espace vectoriel F' (on désigne dans la suite
par Lg r 'espace vectoriel des applications linéaires de E dans F).

Forme linéaire : application linéaire d’un espace vectoriel £ dans R, (F =R).

- Endomorphisme ou opérateur (F = E): application linéaire d’un espace vectoriel dans lui-méme
(noté dans la suite Lg). Un endomorphisme particulier est I’application identité (noté idg).

- Noyau Ker(g) et image Im(g) d’une application linéaire g:
Ker(g) = {z € E| g(x) = 0p}; Im(g) = {y € F| 3z € E tel que y = g(x)}

- Rang d’une application g (noté rang(g)): rang(g) = dim(Im(yg)).

~ Matrice associée & ¢ dans les bases & = {ej,i=1,...,pYet F={fi,i=1,...,n}: on la note
A =mat(g,&,F). Cest une matrice n x p qui a pour colonne j le vecteur des coordonnées de g(ej)

dans la base F :

Sion ag(ej) = 3" | a;;fi, alors la matrice associée A s’écrit :

ai ay; aip
A= ;1 Aij Ajp
an1 Anj Anp

On note M,, , I’espace vectoriel des matrices & n lignes et p colonnes). La matrice de I’opérateur
identité est une matrice diagonale (id.est. dont les éléments extradiagonaux sont nuls) ayant pour

17
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éléments diagonaux des 1. On la note I (ou encore [, pour indiquer qu’elle elle est carrée d’ordre

n).

Propriété : 'image d’une matrice A est le sous-espace vectoriel engendré par ses colonnes.

Notations Si {u1,...,up} est une famille de vecteurs, [ug,...,up] désigne le sous-espace engendré
par cette famille. Donc si U = (ur]...|up), alors Im(U) = [u1, ..., up] On notera encore R.u la droite

vectorielle [u].

2.1.2 L’isomorphisme canonique entre (E, €) et R”

Définition 13 St E est un espace vectoriel de dimension finte p, munie d’une base &, on appelle 1so-
morphisme canonique entre E et RP Uapplication qui assocte @ un vecteur ¢ de E le vecteur de ses p
coordonnées dans la base £.

Conséquences Lorsqu’une seule base de référence est définie sur E, on pourra noter de la meme
maniére un élément de E et le vecteur de ses coordonnées dans la base &£, élément de RP. Cette facilité
sera souvent utilisée dans la suite. De la méme maniére, si les bases de référence de F et I sont uniques,
on pourra noter de la méme maniére application linéaire g et sa matrice associée A. Ce sera encore une
pratique usuelle dans la suite.

2.1.3 Calcul matriciel

Propriété 6 Matrice associée @ un composé d’applications (produtt matriciel)

Soit B = (brj)r=1,...q, j=1,...p la matrice d’une application linéaire g € Lg F,sott A= (@ik)i=1,...n, k=1,...9
la matrice d’une application linéaire f € Lrq. Alors la matrice C = (¢ij)i=1,..,n, j=1,...p de application
linéaire composée f o g est telle que:

g
cij = »_ dikbij-
k=1

On Uappelle matrice produit de A par B et on écrit C' = AB.
foyg
g f
E _, F . G

B A
On remarque que le produit n’est défini que si A a autant de colonnes que B a de lignes. 51 A est une
matrice n X ¢ et B une matrice ¢ X p, alors C' est une matrice n x p.

Produit par des matrices diagonales

Prémultiplier une matrice A par une matrice diagonale D revient a multiplier chaque ligne de A
par I’élément diagonal de rang 7.

Postmultiplier une matrice A par une matrice diagonale D revient & multiplier chaque colonne j de
A par I’élément diagonal de rang J.
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Produit par bloc 1l est souvent pratique de partitionner une matrice en blocs. Par exemple, une
matrice n X p peut étre considérée comme un ensemble de n lignes empilées verticalement ou comme un
ensemble de p colonnes accolées horizontalement. On suppose dans la suite que les deux matrices A et B
définies ci-dessus sont partitionnées en blocs délimitées par des lignes horizontales ou verticales. On indice
maintenant non plus les éléments mais les blocs. Ainsi dans la suite, A;; désigne une matrice, située dans
la i-éme ligne-bloc et dans la j-iéme colonne-bloc de A. On partitionne ensuite la matrice B comme sur
le schéma ci-dessous, de sorte que Byj ait autant de lignes que A;; a de colonnes (donc le découpage en
lignes-bloc de B doit étre fait comme le découpage en colonnes-bloc de A).

( Au | A || 4y
B By; By,
A= An | Aw | A, | B=
B By Bip
At || Ak || An, By |- By .| B,

Alors les produits matriciels Ajix Bi; sont définis quelque soit i et j, et en notant :

q
Cij = ZAikBkj,
k=1

on obtient en regroupant les blocs Cij (avec i indice de ligne bloc, et j indice de colonne bloc) une matrice
C partitionnée égale au produit matriciel AB.

Comme cas particuliers importants, on peut considérer le cas o A (matrice n x p) et B (matrice
m X ¢) ne sont pas partitionnées en ligne mais chacune de leurs colonnes, notée respectivement a; et b;,
constitue un bloc.

A:(all...,lap) B:(b]’,lbq)

Sip = ¢, le produit C' = AB’ est alors le bloc unique C; tel que C' = le a;b;’ (C est une somme
de matrices de rang 1). De plus, si A = diag(q, ..., Ap), alors AAB" =37, | Aa;b;’.

St m = n, le produit A’B a pour bloc Ci; = a;'b; (matrice 1 x 1 identifiée & un réel). On retrouve

la définition du produit matriciel.

Exercice 2.1.1 Montrer que la somme de k matrices de rang 1 de mémes dimensions est une matrice
de rang inférieure ou égale i k.

2.1.4 Automorphisme ou opérateur régulier:

Définition: un opérateur g € Lp est dit régulier s’il définit une bijection de F dans E (un tel
endomorphisme est alors appelé automorphisme).

- Matrice inverse: soit / la matrice identité et A une matrice carrée. On appelle inverse de A, et on
note A~! une matrice telle que AA~! = A~14 — I; une matrice admettant un inverse est dite
versible.
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Caractérisations d’un opérateur régulier :

g € L est régulier & Ker(g) = {0g},
g € Lp est régulier < rang(g) = dimFE,

g € L est régulier < det(A) #0 (ou A une matrice associée 4 g dans une base quelconque),

.C»Ol\?»—‘

g € Lg est régulier & si A est une matrice associée & cet opérateur dans une base quelconque,

-~

A est inversible.

2.1.5 Opérateur de projection
Définition 14 (Opérateur idempotent) P tdempotent < P?=P

Propriété 7 P est idempotent

& Prmp) = idjm(p)
= E=Im(P)® Ker(P)

Définition 15 On appelle opérateur de projection un opérateur idempotent (P projette sur Im(P) pa-
rallélement a Ker(P)).

2.1.6 L’application trace
Trace d’une matrice: on appelle trace d’une matrice carrée A et on note trace(A) la somme des
éléments diagonaux de A.
Propriétés:
L’application trace est une forme linéaire sur l’ensemble des matrices carrées d’ordre p;
Si A est une matrice p x n et B une matrice n X p, alors trace(AB) = trace(BA);

Gi A et P sont des matrices carrées régulieres d’ordre p, trace(P~*AP) = trace(A)

Jonséquences de la derniére propriété: on définit la trace d’un opérateur comme étant la trace d’une
des quelconques matrices qui la représente. L’application trace est donc aussi une forme linéaire

sur Lg.

Propriété 8 P opérateur de projection = trace(P) = rang(P)

2.1.7 Décomposition spectrale d’un opérateur
-~ Définitions

Valeurs et vecteurs propres (réelles) d’un opérateur: on dit que u est un vecteur propre de
'opérateur f de Lp s’il est non nul et s'il existe A € R tel que f(u) = Au. Le réel A est appelé

valeur propre de f.
Polynome caractéristique: soit A la matrice associé a f dans une base de référence donnée; A
est une valeur propre de f si et seulement sl

Ker(f — Aidg) # {0e},

done encore si et seulement si det(A —AI) =0. La fonction de A det(A — AI) est un polynome
de degré n en A appelé polynéme caractéristique de f.
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- Espace propre associé 4 la valeur propre A : ¢’est le noyau (non réduit & {0g}) de Ker(f—\idg).

~ Ordre de multiplicité algébrique d’une valeur propre A: c’est I'ordre de multiplicité de A dans
le polynome caractéristique.

- Ordre de multiplicité géométrique d’une valeur propre A: c’est la dimension de I’espace propre
associé.

- Spectre d’un opérateur diagonalisable: c’est la suite de ses valeurs propres distinctes (on le
note Sp(A)).

- Opérateur diagonalisable: un opérateur est diagonalisable si il existe une base de E formée de
vecteurs propres de f (dans cette base, la matrice de cet opérateur est diagonale).

- Projecteur propre: c’est un projecteur sur un sous-espace propre, admettant comme noyau la
somme des autres sous-espaces propres.
Propriétés
~ Conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un opérateur soit diagonalisable. Un opérateur
est diagonalisable si et seulement si il satisfait I'une des conditions équivalentes suivantes:
L. Toute valeur propre de f a méme ordre de multiplicité algébrique et géométrique,
2. La somme des dimensions des espaces propres de [ est égale a la dimension de ’espace F,

Une condition suffisante pour qu’un opérateur soit diagonalisable est qu’il ait des valeurs
propres distinctes.

- Calcul d’un projecteur propre: Le projecteur propre associé a la valeur propre X s’écrit:

H (f = Nidg)

£y = T=x

ATESP(A), A1#A
Décomposition spectrale d’un opérateur diagonalisable
- En fonction des projecteurs propres:

A= Y anp,

A€sp(A)

ou sp(A) et Py sont respectivement le spectre de A et le projecteur propre associé i la
valeur propre .

En fonction de projecteurs de rang 1 : soit {uj,j =1,...,p} une base de vecteurs propres
de A, {);,7=1,...,p} la suite des valeurs propres associées. Alors A s’écrit :
A= YY" N P
J=1,...p

Dans cette expression, P,; désigne le projecteur tel que Im(Py;) = [w] et Ker(P,;) =
[uj’aj/ # ]]
Equation (matricielle) aux valeurs propres.

AU =UA,

Trace d’un opérateur diagonalisable: la trace d’un opérateur diagonalisable est égale & la somme
de ses valeurs propres.
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‘alcul des puissances d’un opérateur diagonalisable:

AT = Z NPy, VreN
A€sp(A)

Si les valeurs propres sont strictement positives, cette propriété reste vraie pour tout r € Z et
re Q.

- Un opérateur diagonalisable est inversible si et seulement si ses valeurs propres sont non nulles;
inverse d’un tel opérateur s’obtient en remplagant dans sa décomposition spectrale ses valeurs
propres par leurs inverses (c’est encore ’application de la propriété précédente pour r = -1,
ce qui montre qu’elle est vraie dans Z si 'opérateur est inversible).

L’image d’un opérateur diagonalisable est engendrée par ses vecteurs propres associés a des
valeurs propres non nulles. Son rang est égal au nombre de valeurs propres non nulles (en
comptant k fois une valeur propre d’ordre de multiplicité k).

Un opérateur f est un opérateur de projection si et seulement si il est diagonalisable et a un
spectre égal a {0, 1}.

2.2 Notions euclidiennes

2.2.1 Définitions et propriétés

1.

Produit scalaire : g est un produit scalaire sur E si c’est une application de E x E dans R:
- bilinéaire,
~ symétrique (Vz,y € E,g(z,y) = 9(y, 2))
définie (Ve € E,g(z,z) =0 =2 =0)
et positive (Vz € F,g(z,z) > 0).

On notera dans la suite < z,y > le produit scalaire de x et y.

Espace euclidien : un espace euclidien est un espace vectoriel de dimension finie munie d’un produit
scalaire.

Norme euclidienne : la norme euclidienne agsociée au produit scalaire <, > de E est notée || || et

est définie par
Ve € B, |z|| =<z, 312

Distance euclidienne : la distance euclidienne associée au produit scalaire <, > de F est définie par
d(z,y) = ||z — yll, ot || || est la norme définie ci-dessus.

Matrice de distance : soit & = {e1,...,ep} une base de E. On appelle matrice de distance ou matrice
associée au produit scalaire <, > dans la base £ et on note M = mat(<, >, &) la matrice M
définie par:

(M)ij =< €e;, €5 > .

Ezpression matricielle du produit scalaire; soit x et y deux vecteurs de E, identifiés aux vecteurs de
RP de leurs coordonnées dans la base £. Le produit scalaire < &,y > a pour expression matricielle:

<z, y> =2'My.
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7. Propriété: Une base & est orthogonale ssi < e;, ej >=0sii# jet est orthonormale ssi < ¢;, e >=
;5 . On en déduit la relation suivante entre propriétés de la base £ et propriétés de la matrice
associée M :

& est une base orthonormale < M = I, matrice identité d’ordre p,

- & est une base orthogonale <> M est une matrice diagonale.

8. Soit U = (uy,.. .,u,) une matrice constituée en colonnes de r vecteurs up,...,u, de R?. Alors

Les vecteurs forment une famille orthonormés < U/ MU — I..

9. On appelle produit scalaire usuel le produit scalaire défini par la matrice identité dans la base de
référence.

Notations Un espace euclidien est noté (E,<, >), ou si une base de référence est définie: (E, &, M)
avec M = mat(<, >, £). Lorsque E = RP et & est sa base canonique, on écrit: (R, M) au lieu de
(RP,E, M). La norme associée est notée [| |la -

2.2.2 Propriétés
1. Inégalité de Cauchy-Schwartz:
Cette inégalité est & la base de la définition de la notion de cosinus dans un espace euclidien.
2. Inégalité de Bessel: Soit & = {e1,€9,..., ep} une famille de vecteurs orthonormés. On a:
P
Ve € E, Y <er>< ||
i=1
3. Side plus £ est une base, cette inégalité devient une égalité et on a:
P
Ve e F, :c:Z<e,',x>e,-.
3=1
Cette égalité permet un calcul facile des coordonnées d’un vecteur dans une base orthonormée.

4. Application: la trace d’un opérateur A dans la base orthonormale & s’écrit:

»
trace(A) = Z < Aej,e; >
i=1

2.2.3 Application adjointe d’une application linéaire

Dans ce paragraphe on considére les espaces euclidiens (E, &, M) et (F, F, D) et leurs produits
scalaires respectifs <, >3 et <, >p.

Propriété 9 Etant donnée une application f de L p, on montre qu’il existe une application unique f*
de Lp g telle que:
<f(z),y>p=<a,f'(y) >u VeekE Vye F .
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Définition 16 ~ On appelle application adjointe Uapplication f* définie dans la proposition précé-
dente.

La matrice adjointe de X = mat(f, £, F) est la matrice de Uapplication adjointe, notée X* ou
adj(X,M,N). On a donc:
X* = mat(f*, F, ) =M'X'D .

Remarque 2.2.1 Lorsque les produits scalaires sont usuels dans E et F, alors la matrice adjointe est
égale a la matrice transposée.

Propriété 10 1. Imf* = (Ker(f))*
2. Imf = (Ker(f))*
3. (fg)y =9 f"
4. rang(f) = rang(f*) = rang(f* o f) = rang(f )

2.2.4 Propriétés des opérateurs d’un espace euclidien

Définition 17 (Opérateur auto-adjoint) Un opérateur f de Uespace euclidien (E, £, M) est auto-
adjoint ssi il est identique a son adjoint.

Propriété 11 On note X = mat(f, £). L opérateur f est auto-adjoint sst la matrice M X est symétrique
(on dit encore sst X est M -symétrique).

L
Propriété 12 f auto-adjoint = E = Im(f) © Ker(f)

Définition 18 (Opérateur positif) Un opérateur f de Uespace euclhdien (E, &, M) est positif sst
Ve € E <f(1'),1’>M20

Définition 19 (Opérateur défini) Un opérateur f de Uespace euclidien (E, £, M) est défini sst V& €
E 75 0 < f(.’L'),:L' >M # 0.

Propriété 13 St f est une application linéaire d’un espace cuclidien E dans un espace euclidien F, alors
f*of et fof* sontdes opérateurs auto-adjoints et positifs (respectivement de Lp et de LF).

Définition 20 (Opérateur de projection orthogonale (ou “orthoprojecteur”)) L’opérateur P est
un opérateur de projection orthogonale sst il est idempotent et auto-adjoint .

Propriété 14
L
E = Im(P) & Ker(P)

P est un orthoprojecteur < { )
Prm(py = tdIm(P)

Expression matricielle d’un orthoprojecteur Soit W un sous-espace vectoriel de I’espace eucli-
dien (R?, M) engendré par les colonnes de la matrice X (W = Im(X)). L’opérateur Pw de projection
orthogonale sur W a pour matrice (notée encore P ):

Pw = X(X' MX)"" X' M

Premier cas particulier: X est le vecteur uni colonne z (donc W = R.z):

Pw = a2’ M
W = rx I
|l

l
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Second cas particulier: X = I/ a pour colonnes des vecteurs deux a deux orthonormés dans
R Py =UU'M

Propriété 15 S1 W, et Wy sont deuz sous-espaces de I, d’orthoprojecteurs associés Py et Py, alors

Wi et Wy sont orthogonaur <

P1 o PZ =0 i=

Pyo Py = 0.Py + Py est Uorthoprojecteur sur Wiew, <
(2.1)

Propriété 16 Si W, et Wy sont deux sous-espaces de I, d’orthoprojecteurs associés Py et Py, et tels

QU€W1CW2 GIOTSP10P2:P20P1:P1.

2.2.5 Isométrie

Définition 21 On dit que application linéaire [ (f € Lgr) est une isométrie de Uespace euclidien
(E, <,>g) dans Uespace euclidien (F, <,>F) ssi

V(z,y) e Ex E < f(z), f(y) >r=< 2,y >p .
~ [ est surjective

Une définition équivalente s’écrit:
Vee £ |If(z)llr = ll|le -

Les définitions et propriétés qui suivent éclairent la notion d’inverse généralisée. Elles peuvent étre étu-
diées a titre d’exercice.

Définition 22 On dit que f est unc isométrie partielle ssi:
Ve,y € Ker(f)Y < f(z), f(y) >p=< 2,y >p .

Propriété 17 (Propriétés caractéristiques) f est partiellement isométrique <

1. f* est partiellement isométrique,

2. fo f* est Uorthoprojecteur sur Im(f),
3. f* o f est Uorthoprojecteur sur Im(f*),
4o frofof =

5 fof-of=f

Ces deux derniéres propriétés définissent des inverses généralisés externes et internes de f.
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2.2.6 Décomposition spectrale dans un espace euclidien
Propriété 18 On a les propriétés suivantes :
1. Les valeurs propres des opérateurs positifs sont positives.
2. Les espaces propres distincts d’un opérateur autoadjoint sont orthogonauz.
3. Tout opérateur autoadjoint est diagonalisable dans une base orthonormée.

4. On suppose que (E, &, M) est un espace euclidien de dimension p et A est un opérateur autoadjoint
et positif de E. De plus, {us,s =1,. ..,r} est une base de vecteurs propres de A, indicés de sorte
que leur valeurs propres associées soient rangées par ordre décroissant, et r est le rang de A. La
décomposition spectrale de A s’écrit:

A= Nujw' M
j=1

Soit U la matrice n x r dont les colonnes sont les vecteurs uj, A = diag(Aj, j=1,.. .,r) la matrice
diagonale des valeurs propres non nulles, alors:

A=UAU'M.

2.2.7 Un produit scalaire sur ’espace des matrices n X p

Soit X € My, , la matrice & n lignes et p colonnes, considérée comme application linéaire de (R?, M)
dans (R", D).

Définition 23 (Produit scalaire et norme sur M, ) On défint le produit scalaire sur My p par la
relation:

< X,Y >4= trace(XMY' D).

La norme associée s’écrit:

I X|ler = (trace(X MX'D))/?

On peut vérifier que cette forme bilinéaire est symétrique définie positive. A
En posant Z = X M'/? et en notant z/ les colonnes de Z , on a || X||2, = trace(Z'DZ) = Yo 1211%,
avec zj j-ieme colonne de Z.

Un cas particulier Ce produit scalaire est une généralisation du produit scalaire usuel entre matrices
vectorisées: si M = I, et D = I, alors:

n P
< X,Y >ir= trace(X’Y) = ZZ];Z:{[Z
i=1 j=1

< X,Y >4=< vee(X),vee(Y) >nxm

ou vec est l'opérateur de vectorisation qui transforme une matrice n X m en un vecteur de RPX™ et ol
<, >nxm est le produit scalaire usuel de cet espace. Dans ce cas particulier, le carré de la distance entre

deux matrices s’écrit: ) .
PXY) = IX =Y =3 (@ —w)
i
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Propriété 19 La propriété suivante permet de construire des orthoprojecteurs particuliers dans Uespace
des matrices. Soit Q un orthoprojecteur de (RP, M), et P un orthoprojecteur de (R™, D) Alors les
endomorphismes de M, p définis par:

X — XQ'
X —PX
X — PXQ',

sont des orthoprojecteurs. Les sous-espaces sur lesquels ils projettent sont respectivement {(X e My, |
Im(X') C Im(Q)}, {X € My, | Im(X) C Im(P)} et Uintersection de ces deur sous-espaces.

Quelques expressions particulieres de trace(XM X' D)
On note (z7, j =1,...,p) les colonnes de X et (zi, 1=1,...,n) les transposés! des lignes de X.

Si M = diag(my;, j =1,...,p), alors trace(X'DXM) = Z;.’:l mj; ||z |3
- S1 D =diag(p;, i = 1,...,n), alors trace(X'DXM) =37 pill=ill3,
- SIM =diag(mj;, j=1,...,p), et D= diag(p;, i =1,...,n) alors

trace(X'DXM) =" | D 5= pimjjz'fl

2.3 Décomposition aux valeurs singuliéres et approximation
matricielle

2.3.1 Décomposition aux valeurs singuliéres

On considere les espaces euclidiens (R?, M) et (R, D) et X une matrice n x p de rang r de My, .

v
Théoréme 1 Il existe deux familles de vecteurs orthomormés {ve, s =1,...,r} dans (R, M) et
{u,, s=1,...,r} dans (R™, D), et une suite de réels strictement positifs {A,,s = 1,...,r} tels que:
X =3 Auv, (2.2)
s=1

(est une expression en termes vectoriels de la décomposition aux valeurs singuliéres (DVS) d’une matrice
quelconque. L’écriture en termes matriciels de ce théoréme est la suivante :

Théoréme 2 [l existe une matrice U n x 7, une matrice V p x r et une matrice diagonale & éléments

posttifs A tels que:
X =UAV' avec U'DU =V'MV =1, (2.3)

Les matrices U et V on pour colonnes les vecteurs u, et v,, définis ci-dessus. On a encore les propriétés
suivantes :

L. Les vecteurs {u,, s = 1,...,r} forment une base orthonormée de Im(X) dans (R™, D), et les
vecteurs {v,, s =1,...,7} une base orthonormée de Im(X") dans (R?, M).

!Par convention, tous les vecteurs de IRP ou R™ sont écrits en colonne
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2. Equation aux valeurs propres :

X'DXM = VARV M =Y (A)*vev'M (2.4)
s=1
et
XMX'D=UANU'D=>Y (A)uu'D (2.5)
#=1

On reconnait les décompositions spectrales des opérateurs X' DXM et de I’“opérateur d’Escoufier”
XMX'D. Ici les valeurs propres sont notées (X,)?, et A, désigne une valeur singuliére.

Remarque [l faut bien remarquer que la DVS de X nécessite la donnée de X, M et D. 1l existe donc
une infinité de telles décompositions de X associées i chaque couple (M,D).

Démonstration On démontrera préalablement, a titre d’exercices, les résultats suivants:

1. Ker(X) = Ker(X'DX) et Im(X') = Im(X'DX)
(Cette deuxiéme équation se démontre en utilisant une relation entre le rang et la dimension du
noyau d’une application linéaire).

2. Soit A une matrice n x p et B une matrice n X q.
Im(A) C Im(B) <= 3C matrice ¢ X p telle que A = BC
C' est unique si Ker(B) = {0}. Dans ce cas, si M définit une métrique dans RP, C' peut s’écrire
C=(BMB)"'B'MA.

Ensuite, on remarque que |’expression (2.3) entraine les relations (2.4) et (2.5), ce qui implique que

X'DXMV = VA? et XMX'DU = UAZ.

Donc, nécessairement, si la décomposition (2.2) est vraie, les vecteurs Vs (respectivement u,) sont vecteurs
propres de X' DX M (respectivement X M X'D) associés aux valeurs propres ()%

Réciproquement, la matrice X'DXM, M-symétrique et positive, admet une base M-orthonormée de
vecteurs propres {v,} associés a des valeurs propres positives (Xs)?. On note comme précédemment A, la
racine positive de (Xs)?%, on indice les X, de fagcon décroissante, et on note r le rang de la derniére valeur

propre non nulle. Enfin V et A sont définis comme précédemment. On a donc:

X'DXMV = VA2 VMV =1 et Im(V) = Im(X'DXM)
Done Im(V) = Im(X') d’oti on déduit que X' factorise par V et s’écrit X' = VV'M X', soit encore
X = XMVV'. On note U = XMVA-!, dou X = UAV' et U'DU = AWV MX'DXMVA™' =
AW/ MVA2A-Y = I, CQFD.

Propriété 20 (Formule de reconstitution) La relation 2.2 s’écrit élément par élément:

xf = Zx\su,iv,j v(i,j) el xJ
s=1
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Dans cette relation, les matrices u,v,’ (s = 1,...,r) constituent une famille d’éléments orthonormés
de 'espace M,, ,. On en déduit que:

IXIE = 3 -(A)?

Propriété 21 (Formules de transitions) De ["équation 2.2, on déduit que:

1
US:A—XMVS Vs=1,...,r (2.6)
s
1 i
v,:/\-X Du, Vs=1,...,r (2.7)
On en déduit Pexistence d’une base orthonormée {vs,s=1,...,p} de (RP, M) et {u,, s=1,..., n}

de (R™, D) telle que:
XMv, =X u, s=1,...r

X'Duy=Av, s=1,...r
XMv, =0 s>r
X' Du, =0 s>rp

2.3.2 Approximation de faible rang d’une matrice n x p

Lemme 1 Soit {(),)? s =1,.. ., 7} 7 réels positifs rangés par ordre décroissant, k un entier inférieur
ouégal ar, et soit X ={a,, s=1,....r, 0<a, < L, 57 x, <k} une partie de R”. Alors:

1o maxpex 30y (As)2e, = 36 A2 et
k r—k

. o /_—/‘—\
2. argmaxgex > o._;(Ay) %2, = x¢ = (1w roplyons, L, ... 0)

3. De plus, x¢ est solution unique <> A > )‘i+1'

Démonstration: On pose:

r k r
A= Z(/\,)zxs = Z(/\,)ZCL', - Z (A)%e,.
s=1 s=1

s=k+1

Pour démontrer que 4 admet pour maximum Ele (As)?, on montre que Zle()\s)Q—A est strictement

positif si z # ¢ (sauf dans le cas ot (A\;)? = (Ak+1)?, ol seule la positivité est conservée) et est nul pour
x = xp. En effet:

k k r
Z(’\S)Q -4 = Z(’\a)2(l — ) — Z (As) 2,
=1 s=1 s=k+1
k r
> Ak — Zits) — /\i+1 ( Z r3> (& cause de la décroissance des (Xs)?)
s=1 s=k+1

> Z s (/\;“;—)\;fH) car Zr, <k.

s=k+1 s=1
Cette quantité est donc strictement positive si au moins un z, de rang supérieur & k est strictement
positif et si A > ’\£+1' Donc sous cette derniére hypothése, le maximum est atteint pour z( uniquement

et vaut 3°F_ (1,)2.
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Définition et notations

~ Soit X, Det M définis comme ci-dessus et r = rang(X). Pour k donné (k < r) on cherche une matrice
X* de rang k qui soit la plus proche de X. La DVS de X au sens des métriques M et D étant ’expression
(2.3), on note Uy et Vi, les matrices ayant comme k-ieme colonne les vecteurs uy et vi respectivement,
et on pose Ap = diag(Xs, s = 1,. k).

Théoréeme 3 (Eckart-Young 1936) Parmil’ensemble des matrices de My, p, la matrice Xk = Up A Vi'est

la matrice de rang k la plus proche de X au sens de la distance || ||. Le minimum atteint est:
N T
X = X512 = Y (W)
s=k+1

X* est appelé approzimation de rang k de X.

Démonstration On note par Y ou Z une matrice n x p de rang inférieur ou égal & k et par Py
I’orthoprojecteur sur Im(Y') dans (R”,D). On montre alors que:

Minimiser||X — Z|| <= Poser Z = Py X et minimiser || X — Py X]|
—— Poser Z = Py X et maximiser || Py X||
< Poser Z = Py Xet maximiser S (X)),

avec s = ||Pyu,l|3. Les deux premiéres équivalences sont conséquences de la propriété 19, la derniére
provient des propriétés de la trace. On montre alors que pour tout s, 0 <z, <1etque Yo% <
traceP, < k. Puis on utilise le lemme 1, qui montre que le maximum est atteint si on peut prendre
xl:r-z:.l.:a:k:letka:‘.:r,:O.()rona

rs =1 <= uy e Im(Y) et
2, =0 <=u, LIm(Y)

donc on déduit que Y = Uy est solution, donc la matrice Z de rang inférieur ou égal a k la plus proche
de X est P, X = S2F_, Au,v/s CQFD.

On note Pey = UyU' D et Qi = Vi Vi’ M les orthoprojecteurs de (R", D) et (R?, M) qui projettent
respectivement sur Im(Uy) et Im(Vy).

Propriété 22 On a les identités suivantes:
1. X* = XQ' < = PaxX
9. Pour tout sous-espace T de E et W de F de dimension inférieure ou égale a k, si Qr et Pw
désignent les orthoprojecteurs sur ces sous-espaces, on a:
IXQr'|I%, = trace(Qr X' DXM) < [IX*[l5 (28)
|| Pw X |12, = trace(Pw X MX' D) < || XI5, (2.9)
Ainsi le maximum des expressions 2.8 ou 2.9 sur l’ensemble des sous espaces T de F et W de F de

dimension inférieure ou égale a k est obtenu respectivement pour T' = Im(Vi) et W = Im(Ug). On a
alors: PW = P<}c = U)CU)C,D et QT — (J<k = VkaIM.

Remarque La matrice Xk = XQ'<p est obtenue a partir de X en remplagant ses lignes par leurs
projections sur Im(Vjy) dans (RP, M). Cette meme matrice, égale & P<xX, s’obtient encore A partir de
X en remplacgant ses colonnes par leurs projections sur Im(Ux) dans (R™, D). On verra qu’en Analyse en
composantes principales, ces sous-espaces prennent le nom de sous-espace principal des lignes (Im(Vy))
ou de sous-espace principal des colonnes (Im(Ug))-
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2.4 'Travaux dirigés: Quelques exercices sur les espaces eucli-
diens

Exercice 2.4.1 Soit X une matrice réclle n x p, telle que Ker(X) = {Orr}. On munit Pespace R™ d’une

structure euclidienne, définie par la matrice M dans la base canonique de R™. Soient y et e deuz vecteurs

de R™ et « un vecteur de RP tels que :
y=Xa+e

1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que Xa soit la projection orthogonale de y sur
Im(X) (on notera Px cet opérateur de projection orthogonale).

2. Montrer que X' M X est inversible. En déduire une expression de Py .

Exercice 2.4.2 Soit M, Uensemble des matrices carrées d’ordre p. On constdére application trace
définit sur Uensemble de toutes les matrices carrées, réunion de tous les ensembles My (=L : s b5 a1
par:

P
A= (aij)i,jzl,...,p € My, — trace(A) = Zaii
i=1

On montrera les propositions qui suivent:
1. C’est une forme linéaire sur M,,.

2. St A et B sont des matrices quelconques (non forcément carrées) telles que le produit AB existe et
est carré, alors le produit BA existe et on a: trace(AB) = trace(BA).

3. Deux matrices équivalentes de M, (ou matrices d’un méme opérateur linéaire dans deuz bases
différentes de RP) ont méme trace. En déduire la possibilité de définir la trace d’un opérateur par
la trace d’une de ses matrices associées.

4. Soit A est un opérateur d’un espace euclidien de dimension p, et & ={ej,j=1,...,p} une base
orthonormée de cet espace. Montrer que trace(A) s’écrit :

»
trace(A) = E < Aej),ej >
=1

Exercice 2.4.3 Soit f une application de R? dans R", de matrice associée X dans les bases canoniques
de RP et de R”. On munit R? et R" de structures euclidiennes.

1. En notant M, ,, Uespace vectoriel des matrices n x p, et X* la matrice adjointe de la matrice X,
montrer que : application :
(X,Y) e My n x My, — trace(XY™)
est un produit scalaire sur M, .
2. Montrer que si P est la matrice d’un orthoprojecteur de R™ et () celle d’un orthoprojecteur de RP,
les applications :
(¢) XeM,, —PXe M.,
(b)) XeM,, — XQ € M, o,
(¢c) X e My, — PXQ' € Mo,

sont des orthoprojecteurs dans M, sur des sous-espaces que I’on précisera.

En raisonnant en termes de matrices, de quot sont constituées les colonnes de PX ? les lignes de

XQ'?
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9.5 Autres exercices sur le chapitre 2

Question 2.5.1 On donne la matrice:

1 1 -1
A= 1 1 -1
-1 -1 2

1. Calculer son polynome caractéristique et déterminer ses valeurs propres.
9. Montrer que les vecteurs:
1 1 1

u; = 1 ,Ug = 1 ,a3 = -1

—V2 V2 0
sont vecteurs propres de A.

Eerire la décomposition spectrale de A calculer A%, AY?; peut-on calculer A7

o

A. A est-elle la matrice d’un produit scalaire?

5. En remarquant que A est une matrice symétrique, réécrire la décomposition spectrale de A suivant
les deux expressions de la propriété 24.4 (p-23).

Question 2.5.2 On donne la matrice X suivante:

.13
1 -1 3
1 -3

X=|_ -1 =3
L -1 0
11 0

et les métriques définies par les matrices M = Is dans R3et D = %IG dans RE. Effectuer la décomposition
aux valeurs singulieres de X (calculer ses vecteurs singuliers & gauche et & droite et ses valeurs singuliéres).
Donner les approximations de rang un, deux et trois de X.

Question 2.5.3 Soit M, p I’espace vectoriel des matrices n x p, D et M des matrices définissant une
métrique euclidienne dans les espaces R” et R? respectivement. On considére le produit scalaire de la

trace défini par:
X eMpp, Y € Mpp —< X, Y >=traceX'DXM
Soit {e;}i=1,..,n la base canonique de R™, {f; }i=1,..p la base canonique de R?, x et y deux vecteurs de
R?”. On note
XxXQy = xyl € Mpp.
Quelle est la matrice e; @ £:7

De quel rang est la matrice X ® y? Une matrice X qui peut s’écrire sous la forme x @ y est appelée
tenseur élémentaire.

Montrer que toute matrice X est combinaison linéaire de tenseurs élémentaires.
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~ Caractériser le nombre minimum de tenseurs élémentaires intervenant dans la combinaison linéaire
décomposant une matrice X (on justifiera le résultat).
On définit I’application bilinéaire sur les couples de tenseurs élémentaires par:
(x1, y1) € R" x R?
(x2, y2) € R® x R?

(on pourra vérifier la cohérence de cette définition). Montrer que cette définition, étendue par
linéarité & I’ensemble des matrices n x p, redonne le produit scalaire de la trace.

)—><X1®Y1,X2®m >=<X1,x2>p<¥1,¥Y2>M
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Chapitre 3

L’analyse en composantes
principales

3.1 Introduction

Dans les trente derniéres années, la révolution apportée par l'informatique a (entre autres) rendu
nécessaire le développement d’outils adaptés aux traitements de grandes masses d’informations. Il a
ainsi fallu développer des outils permettant une appréhension rapide de I'information contenue dans de
“grands tableaux de données”. (Vest lobjet de I’ Analyse des Données Multidimensionnelles. Ces outils
se sont développés d’abord & partir de méthodes préexistantes a cette période, (analyse en composante
principales, analyse des correspondances), mais dont I’utilisation restait confidentielle vu le manque de
moyens de calcul, puis en utilisant pleinement la structure et la puissance de calcul de I’ordinateur (réseaux
de neurones, méthodes de rééchantillonage,...).

Dans ce cours, nous verrons dans un premier temps deux méthodes factorielles: 1’analyse en com-
posantes principales et ’analyse des correspondances. Cee sont des méthodes descriptives fournissant des
résumés numériques et graphiques permettant de synthétiser I'information la plus importante —en un
sens qu’il conviendra de controler  contenue dans un tableau de données. Si nous ne parlons ici que de
méthodes multidimensionnelles, nous pensons nécessaires de farre précéder les traitements multivariés de
traitements univariés destinés a vérifier la cohérence et la pertinence des données vis @ vis des problémes
posés.

Dans un premier temps, nous définissons le vocabulaire usuel de ’analyse des données multidimen-
sionnelles. On considére les définitions données dans le premier chapitre comme connues. Puis, nous
présentons les méthodes d’analyse en composantes principales et d’analyse des correspondances.

3.2 Définitions usuelles en statistique multidimensionnelle

Le tableau de donnédes

(est un tableau rectangulaire, noté Y, dont les lignes sont associés aux individus, indicés par I =
{L,...,i,...,n}, ¢ indice inférieur, et dont les colonnes sont associées aux variables et indicés par J =
{L,...,4,...,p}, j indice supérieur. Ainsi, ’élément (7,7) de Y, noté yl, est égal & la valeur prise par la
variable j pour 'individu 7. Sa i-eme ligne (une fois transposée) est notée y;, et sa Jj-éme colonne y’ (par
convention, tous les vecteurs sont représentés en colonn e). Le vecteur y; est le i-éme vecteur individu (qui
contient I’ensemble des mesures ou valeurs des variables pour cet individu), et le vecteur y’ est la j-éme
variable. Enfin, chaque individu est muni d’un poids p; strictement positif, représentant le poids associé

35
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3 Iindividu i. Ce poids est en particulier utilisé pour calculer des moyennes pondérées. On suppose que

la somme des poids est égale a 1.

S I I I I I P G A I T A P D B i
A RO VR R *1 Y
Espace des individus, nuage des individus

L’espace des individus est 'espace R? qui contient les transposés des vecteurs lignes yi, de la matrice
Y . L’ensemble des vecteurs y; est appelé nuage des indivedus.

Espace des variables, nuage des variables

L’espace des variables, défini précédemment, est I’espace R”. L’ensemble des variables y?, éléments

de R™, est appelé le nuage des variables.

Barycentre du nuage des individus

Le vecteur g = Y ., piyi est appelé barycentre du nuage des individus. Sa j-ieme coordonnée est
égale & g; = Sy Pyl = % , moyenne pondérée de la variable y7 (on rappelle que les poids sont positifs
et de somme 1). On appelle encore g Vindividu moyen (les variables ont pour cet individu leurs valeurs

moyennes).

Tableau centré
(Vest le tableau des données centrées, ayant en position (i, j) x{ = (U’Z — ), écart a la moyenne de la
variable j pour Iindividu i. Le tableau centré a en colonnes les variables centrées (x) =yl —%1,). Ses

lignes (transposées) sont les vecteurs individus centrés x; = yi — 8-

vy W

Y= g .o v Tableau non centré
Un Y v
tg)=(y .- o) Barycentre

T I ES A

X = yl—yt L. v -7 ... - Tableau centré
yh—yl . W-¥ o W
y—'g
= (yimyt, |y —wL |y v ) = ty; —'g

Y ‘g
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3.2.1 Définition d’une distance entre individus

Un des objectifs de I’analyse des données étant de décrire les proximités entre les individus (existe-t’il
des groupes d’individus semblables qui se différencient d’autres groupes d’individus semblables?) nous
avons besoin de mesurer la similarité de deux vecteurs individus. Deux individus seront dit proches s’ils
ont a peu pres les mémes valeurs des variables (si le tableau est un tableau de notes, deux éléves proches
auront & peu prés les mémes notes). Concrétement, on choisit une matrice M — (mjr), carrée d’ordre
p, symétrique définie positive, pour définir une métrique euclidienne dans RP. La distance entre deux
individus est alors mesurée par la distance euclidienne de leurs vecteurs lignes associés. Le choix de
M dépend de I'idée que ce fait 1’utilisateur de la notion de dissemblance ou de ressemblance entre les
individus. Les distances les plus souvent utilisées sont :

~ La distance usuelle définie comme la racine de la somme des carrés des différences des coordonnées :

) 1/2
dyi yi) = [ D (v —v))?
Jj=1
Sa matrice M associée est I'identité.
La distance pondérée définie comme -
1/2
P , . -
d(y;, ) = | Y_mii(vl — vl)?
j=1

ou les coefficients m;;, strictement positifs, pondérent I'influence de la j-iéme variable. Sa matrice
associée est M = diag(mj;,j = 1,...,p).

Cette distance euclidienne va nous permettre de définir des notions d’angle et d’orthogonalité dans R?
ainsi que des projecteurs orthogonaux. Nous notons | . [|ar la norme associée.

Dans la suite, nous supposerons que la matrice M est toujours choisie diagonale. Il existe pourtant
des cas o une matrice non diagonale est utile. Dans ce cas certaines des propriétés citées dans la suite
ne sont plus valables. Elles seront précisées dans la suite.

3.2.2  Le produit scalaire de ’espace des variables

On rappelle qu’on a défini au chapitre I une métrique dans I’espace des variables R™ appelée métrique
des poids, & partir du produit scalaire :

W 21
n
y = Yi , Z = 2 —<Yy,z >= Zpl Yizi
i=1
yn ZTL

Les poids sont strictement positifs (condition nécessaire pour la définition du produit scalaire), et nor-
malisés (D, p; = 1). La matrice D étant définie par D = diag(p;,i = 1,...,n), expression matricielle
du produit scalaire est ici:
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<Y,z >=t yDz.

Dans cet espace les indices variance, covariance, coefficient de corrélation ont des interprétations
géométriques données au chapitre 1: la longueur d’une variable centrée est son écart-type, et le costnus
de deux variables centrées est leur coefficient de corrélation linéaire. Ces propriétés sont a la base de
I’interprétation des représentations de variables en analyse en composantes principales.

3.2.3 L’inertie, une mesure de variance multidimensionnelle

On a vu la notion de variance d’une variable y, qui est une mesure de dispersion unidimensionnelle :
var(y) = Y piy = 9)°
i

L’inertie d’un tableau de données est définie comme la mesure de dispersion multidimensionnelle,
suivante :

In(Y) = ZP:‘”Y@' — gl

On appellera dans la suite |ly; — g||%; (carré de la distance d’un individu & Pindividu moyen) ’originalité
de Uindividu i. Si M est diagonale, Iinertie est encore une somme pondérée des variances des variables
y:
In(Y) = ij]- var(y’).
J

En notant X la matrice centrée associée a4 Y, on a encore :
In(Y) = trace(‘'X DX M)

(Vest donc le carré de la norme de la matrice X au sens des métriques M dans R? et D dans R™.

L’inertie est au coeur des méthodes descriptives en analyse des données : c’est cette mesure de va-
riation qui est & expliquer par les facteurs. Un élément important de I’analyse consiste & bien doser ses
constituants (les variables) ¢ventuellement en les pondérant correctement. 1l sera toujours possible de
controler 'influence de chaque variable dans cette mesure globale. Cette influence, appelée contribution
de la variable 4 I'inertie totale est simplement mesurée par m;;jvar(y?)/In(Y) (en général exprimée en
pourcentage). On controlera de méme l'influence des individus.

3.3 Objectifs de ’analyse en composantes principales

L'objet de I’analyse en composantes principales est de décrire (en simplifiant) et de résumer les
données, sous une forme numérique et graphique.

La possibilité de résumer ou simplifier les données suppose existence d’une redondance partielle dans
les données, soit encore I'existence de liaisons (non déterministes) entre les variables.

On dira que deur variables sont lices si la connaissance de la valeur de l'une d’entre elles pour un
individu donne des informations sur les valeurs probables de Uautre vartable.

Prenons des exemples:

L’assertion Mr Martin mesurait 1m90 et pesait 45kg est étonnante. (les deux variables étant liées,
Iinformation “mesurait 1m90” rend la seconde information tres peu vraisemblable ou exceptionnelle.

De méme, ’assertion Mr Martin ¢tait maneuvre et gagnait moins de 70KF par an est tres vrai-
semblable. Il existe une forte liaison entre ces variables, ce qui rend I’information partiellement
redondante.
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Le résumé d’un tableau de données va consister en :
- une description, éventuellement sumplifiée, des liaisons entre les variables,
— une description, éventuellement sumplifiée, des proximités entre individus,

et une interprétation simultanée individus-variables.

3.4 Les trois étapes de I’analyse en composantes principales

L’ analyse en composantes principales opere en trois temps :

3.4.1 Préparation des données et construction de la matrice X

~ Un premier examen consiste & représenter une matrice de diagrammes de dispersion (cf. Figure
3.1, pour I’exemple présenté au paragraphe 3.9), pour voir §’il y a lieu de transformer les variables
pour rendre leurs liaisons linéaires. En effet, leurs liaisons seront décrites dans I’analyse par des
coefficients de corrélation linéaire, qui ne sont valides que si cette liaison est de type linéaire.

Ensuite, les variables du tableau & résumer sont centrées. Puis, selon la nature des données, les
variables sont éventuellement réduites. On verra (cf. “mesure d’influence et interprétation des fac-
teurs”) que 'influence des variables dans I’analyse se mesure par leurs variances: si les données
sont réduites et si M = I, (mjj = 1 pour tout j), toutes les variables ont la méme influence dans
’analyse. En conséquence, on réduit les variables si elles sont de nature différentes ou si on estime
que leurs influences respectives dans ’analyse ne doit pas dépendre de leurs variabilité. Dans le cas
des notes scolaires, la réponse ne va pas de soi: parce qu’une matiére est & forte variance, faut-il
qu’elle ait une influence plus grande dans I’analyse?

Dans la suite, le tableau qui résulte de ces transformations est noté X.

Considérons le tableau des notes scolaires donné Tableau 3.1(a), et qui est noté Y, et la matrice
centrée associée, notée X (Tableau 3.1(b)). On va effectuer une analyse en composantes principales de ce
tableau.

note [ m s f 1 dm m s f 1 dm
JE 6.0 6.0 5.0 5.5 8.0 JE -3.67 | -3.83 | -5.22 | -4.56 | -3.00
AL 8.0 8.0 8.0 8.0 9.0 AL -1.67 | -1.83 | -2.22 | -2.06 | -2.00
AN 6.0 7.0 | 11.0 9.5 | 11.0 AN -3.67 | -2.83 0.78 | -0.56 0.00
MO 14.5 14.5 15.5 15.0 8.0 MO 4.83 4.67 5.28 4.94 | -3.00
DI 140 | 14.0 | 12.0 | 12.5 | 10.0 DI 4.33 4.17 1.78 2.44 | -1.00
AD 11.0 | 10.0 5:5 7.0 | 13.0 AD 1.33 0.17 | -4.72 | -3.06 2.00
PI 5.5 7.0 | 14.0 | 11.5 | 10.0 PI -4.17 | -2.83 3.78 1.44 | -1.00
BR 13.0 | 12.5 8.5 9.5 | 12.0 BR 3.33 2.67 | -1.72 | -0.56 1.00
EV 9.0 9.5 | 12.5 | 12.0 ISL[ EV -0.67 | -0.33 2.28 1.94 7.00

TaB. 3.1 - Tableau de notes scolaires (a) et tableau centré (b)

3.4.2 Approximation de faible rang de la matrice X

Etant donné la matrice X, de rang r a n lignes et p colonnes, on sait, d’aprés le théoréeme d’Eckart-
Young, construire la meilleure approximation de rang donné de cette matrice. On sait trouver des matrices
X1, Xo,..., X} de mémes dimensions que X telle que:
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FiG. 3.1 - Durées inter-arret Matabiau-Rangueil : matrice de diagrammes de dispersion
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X=X1+Xo+.. +Xp +...+ X,,
et telle que la meilleure approximation de rang k s’écrive :

X = X1+ Xo4 ...+ Xs.

En effet, si la décomposition aux valeurs singuliéres de X s’écrit: X = E:=1 )\,uiv,, alors la meilleure
approximation de rang k (k < r) de X est X* = Zle Asulv, soit encore, en notant :

Up = (wm]...|Jus]...|ug)
Vi = (vi]...|vs|...|vk)
Ay = diag(Ay,..., )
Py, orthoprojecteur sur Im(Uy) dans (R”, D)
Qck orthoprojecteur sur Im(V}) dans (R?, M),
cette approximation s’écrit :
X* = U AWk = X'Qcp = P X, (3.1)

On construira d’abord la meilleure approximation de rang 2, puis, si ’approximation n’est pas assez
bonne, on construira des approximations de rangs supérieurs.
Définitions
~ ug est le s-ieme facteur réduit ou composante principale réduite,
vs est le s-ieme vecteur principal, 'axe qu’il engendre est le s-iéme aze principal
Wi = [u1, ..., ug] est le k-iéme sous-espace principal de lespace des variables,
Zy = [v1,...,v] est le k-iéme sous-espace principal de Uespace des individus (pour k = 1 on parle
d’aze principal, pour k = 2 de plan principal).
Propriété
L’équation (3.1) montre que :

L. l’approximation d’ordre & du i-éme vecteur individu J?Z-k, i-éme ligne de )?’“, est obtenue par pro-
Jection orthogonale du vecteur individu x; sur le sous-espace principal Zj de R?.

% = Qu(xs),

—~k

2. lapproximation d’ordre k de la J-leme variable centrée, notée x7 , est obtenue par projection
orthogonale de la variable centrée x7 sur le sous-espace principal W) de R™.

—~k

X = Py(x)
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Définitions
Le nuage {Qx(yi),i=1,.. .,n} obtenu par projection du nuage initial {y;,i=1,..., n} est appelé nuage
projeté des individus.

On pourra vérifier a titre d’exercice que le projeté d’un nuage centré est un nuage centré.

De méme, le nuage {Pr(y?),i=1,..-, p} obtenu par projection du nuage des variables Iy,§ = 1000}
est appelé nuage projeté des variables. Ce n’est pas en général un nuage centré.

Propriété

—~k
En notant u;, et vjs respectivement la i-eme coordonnées de u; et la j-eme coordonnées de v, et xf
’élément (i, j) de X* (appelé approzimation d’ordre k de z’), on a des écritures équivalentes & I’équation
3.1, qui donnent la décomposition des lignes de X* de ses colonnes, ou de ses éléments :

*F = Z’:zl()\,u“)v, décomposition des lignes (3.2)
sk o

xi = Zle()\,vjs)u, décomposition des colonnes (3.3)
.k

% = Ele Asuisvjs décomposition des éléments. (3.4)

. , 3 , _ ~k , ..
La premiére équation donne une décomposition de x;~ dans la base orthonormée des vecteurs principaux
{vs,s = 1,...,7r}.

Définition

Dans cette décomposition de f,-k (ou de x; pour k = r), la coordonnée AsU;s de f,:k est appelée s-iéme
composante principale de lindividu i. Le vecteur A u, de R" est une variable centrée de variance ()\,)2.
Cle vecteur, contenant les coordonnées des individus sur le s-ieme vecteur de base v, est le s-1éme facteur
non réduit ou la s-ieme composante principale.

—~k .
La seconde équation donne une décomposition de x/ dans la base orthonormée des facteurs réduits

LTI I )
Enfin, la troisieme décomposition est connue sous le nom de formule de reconstitution des données

Définition
—~k j .
Dans cette décomposition de x/  (ou de x? pour k = r), la coordonnée A,v;s est appelée saturationt.

Cles deux décompositions seront a la base de la représentation graphique de ces approximations. Enfin,

la derniére équation est connue sous le nom de formule de reconstitution des données. Elle donne, pour

k = r, une formule permettant de reconstituer z7.

10n déduit de 1'équation 3.3 que var x7) = T (Asvjs 2 et donc que (Asvjs 2 représente I'importance prise par le
s=1 J J

facteur s dans la variable X7, d’oll le nom de saturation. du facteur s dans la variable j.
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Propriétés
L. On note Q7 I'orthoprojecteur sur le sous-espace Z de R” et Py I’orthoprojecteur sur le sous-espace

W de R". Les sous-espaces principaux Zj (dans R?) et W} (dans R") possedent en particulier les
propriétés suivantes : parmi les sous-espaces Z de dimension inférieures ou égale a k,

(a) Z est le sous-espace qui maximise l'inertie || X'Qz||* = Sor pil|Qz(x:)||3; du nuage projeté.
Le maximum de cette inertie est égal & la somme des carrés des k premieres valeurs singuliéres.

(b) Z est le sous-espace & distance minimum du nuage centré des individus:

n
Zr = arg min pillxi — Qz(x:)|?.
ZcRp,dim(Z)Sk; il ()l

Le minimum est égal & la somme des carrés des r — k derniéres valeurs singuliéres.

2. Décomposition associée de l’inertie :

Ix1* = Y A
s=1
= (IX*1? + 11X - X*)1?

I” + Z A2 (3.5)

s=k+1

er

Cette décomposition se visualise pour les différentes valeurs de k a aide de 1’éboulis des valeurs
propres (ou carrés des valeurs singuliéres A?) donné figure 3.2: on y donne I’éboulis de I’exemple
pédagogique, celui de I'exemple des bus présenté & la fin du chapitre, ainsi que, pour ce dernier
exemple, les boites & moustaches des composantes principales A;u,. Cette derniere représentation
est une autre facon de visualiser Iimportance des facteurs (on rappelle que var(A,u,) = (A,)?).

el

M ce-J
[+ 5]
cer
el
w
11

12 3 4 5 6 7 8 8

F1G. 3.2 - Eboulis des valeurs propres et boites & moustaches des facteurs (deux exemples

Le tableau 3.2 donne I’ approximation )?2, de la matrice X, ainsi que la matrice des résidus X — X2. Des
indices mesurant la qualité des approximations sont présentés au prochain paragraphe.
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m s f 1 dm m 3 f 1 dm

JE 351 | -3.78 | -5.39 | -4.77 | -0.46 JE -0.16 | -0.05 0.17 0.21 | -2.54

AL 162 | -1.73 | -2.40 | -2.14 | -0.20 AL -0.05 | -0.10 0.18 0.08 | -1.80

AN -3.61 | -2.91 0.67 | -0.44 0.29 AN -0.06 0.08 0.11 | -0.12 | -0.29

X = MO 4.90 4.87 4.94 4.80 0.32 + MO -0.07 | -0.20 0.34 0.14 | -3.32
| DI 4.51 4.04 1.72 2.39 | -0.05 DI -0.18 0.13 0.06 0.05 | -0.95
AD 1.11 0.22 | -4.49 | -2.94 | -0.62 AD 0.22 | -0.05 | -0.23 | -0.12 2.62

PI -4.07 | -2.85 3.53 1.50 0.67 PI -0.10 0.02 0.25 | -0.06 | -1.67

BR 3.33 2.52 | -1.67 | -0.36 | -0.40 BR 0.00 0.15 | -0.05 | -0.20 1.40
LEV -1.02 | -0.37 3.08 1.96 0.44 EV 0.35 0.04 | -0.80 | -0.02 6.56

TaB. 3.2 - Approximation de rang 2 de X et tableau des résidus X — X2

3.4.3 Représentation des approximations

L’équation (3.2) donne la décomposition de 'approximation du vecteur individu dans une base ortho-
normée. Ce sont ces coordonnées qui sont utilisées pour représenter les vecteurs individus approchés.
Pour k = 2, on effectue cette représentation sur le plan (cf. Figure 3.3 a gauche): les coordonnées des
individus sont égales & (A1ui1, A2u;2). On montre que cctte représentation respecte au mieux les distances
inter-individus, telles qu’elles peuvent étre calculées sur les tableaux X ou Y avec la distance M. Pour
k = 3, on effectue une seconde représentation sur les axes 1 et 3, avec comme coordonnées (Aluil,)\auw).
De méme, d’aprés I’équation (3.3), les approximations des variables centrées ont pour coordonnées
(Asvj5,8=1,.. ., k) dans une base orthonormée. Cette représentation respecte au mieux les angles et les
longueurs des variables centrées, telles qu’elles peuvent étre calculées sur le tableau X avec le produit
scalaire des poids. Pour k = 2, sur la figure 3.3 a droite, les vecteurs variables ont pour coordonnées

()\1’()]'1, /\21)]'2).
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Fia. 3.3 - Représentation des individus et des variables: plan 1-2

La représentation des approximations des vecteurs individus est la représentation du nuage projeté
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Fia. 3.4 - Représentation des individus et des variables: plan 1-3

des individus sur le sous-espace principal Zj. De meme, celle des approximations des vecteurs variables
est la représentation du nuage projeté des variables sur W;. Ces deux représentations seront appelées
représentations isométriques (par opposition & d’autres qui ne le seront pas). Elles permettent done de
faire une analyse de proximités des vecteurs individus, et une analyse de liaison des variables.

3.5 Autres indices d’aide & ’interprétation

La propriété de “double d’orthogonalité de PACP a pour conséquence les deux décompositions addi-
tives de I'inertie totale décrite dans le paragraphe suivant. De ces décompositions découlent les indices

d’aide & I'interprétation exposés dans cette partie.

3.5.1

L’orthonormalité des bases de facteurs réduits

Double décomposition de I’inertie

Facteurs 1 s k Sous-total r Total
Variable
1
: . s T ,
J mj;(Asvjs)? m;yvar(x? ) mjjvar(x7?)
Total | A A Af [1X <2 A2 1x1?

TaB. 3.3 - La décomposition “variable x facteur” de I’inertie

{u,} ou de vecteurs principaux {v,} et les équations

(3.2) et (3.3) sont & la base des deux décompositions additives présentées ici sous la forme des tableaux
3.3 et 3.4. La donnée d’un tableau est équivalente a celle de trois équations (la somme partielle d’une
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Facteurs | 1 ... S .k | Sous-total | ... T Total
Individu
1
i L pui)? e | mllE? pillxi 2
Total A2 & e 0 HX’“H2 - ||X||2

TaB. 3.4 - La décomposition “individus x facteurs ”de 'inertie

ligne est donnée dans la colonne “sous-total”, la somme d’une ligne est donnée dans la derniére colonne,
et la somme des éléments d’une colonne est donnée dans la derniére ligne). On présente dans un premier
temps les indices de qualité, et dans un second les mesures d’influence ou contribution.

Exercice Ecrire, puis démontrer les trois équations dérivées de chacun des tableaux.

3.5.2 Indices de qualité

Cles tableaux permettent de calculer les mesures d’influence (contributions) et de qualité (cosinus
carré) définies dans ce paragraphe. On en déduit les indices sulvant:

Qualité globale: La somme partielle des éléments de la derniére ligne divisée par la somme globale
(inertie totale) est la proportion d’inertie expliquée par les k premiers facteurs.

IX*IP /1101

On représente le plus souvent le diagramme en batons des carrés des valeurs singulieres (As)? ou
“tboulis des valeurs propres” (cf. figure 3.2). Sa surface totale représente 'inertie a expliquer la
surface des k premiéres barres I’inertie expliquée.

Qualité de 'approzimation d’un vecteur individu ou variable: la somme partielle d’une ligne (colonne
“sous-total”) divisée par le total de la ligne est un indice de qualité de l’explication des variables
ou des individus par les premiers facteurs. On a ainsi:

Qualité de la représentation d’une variable : La proportion de variance expliquée de la variable j
est le carré du coefficient de corrélation multiple de la variable avec les composantes principales

u,s (noté r(x?, (uy, .. .,ug))?. Cest encore le R? de la régression multiple de x/ en fonction
des variables uy, ..., ug.
2(x - j
r2(x (ay, ..., uy)) = var(x’ )/var(x?)

Multipliés par 1000, ces indices figurent, pour I’exemple des notes scolaires, dans le tableau
3.5. Ainsi, on s’apercoit que la variable dm n’est expliquée qu’a 2,1% sur le plan principal, les
quatre autres I’étant a plus de 99%.

Qualité de la représentation des individus L originalité d'un individu a été défini comme le carré
de sa distance a I’individu moyen. L’indice donne la proportion de I’originalité de I'individu
pris en compte par le résumé. Cette proportion est le carré du cosinus du vecteur X; avec sa
projection x¥ sur Z
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f1 2 3 f4 5 TOT
657 998 | 1000 | 1000 | 1000 1000
812 999 999 | 1000 | 1000 1000
568 991 999 999 999 1000
839 998 999 | 1000 | 1000 1000

3 21 1000 | 1000 | 1000 1000
T 577 824 | 1000 | 1000 | 1000 1000

SERE

TaB. 3.5 - Indices de qualité des variables

. Py ~ k" B
cos®(xi, %;" ) = [|%:"[1%/||il|*-

Transformé en milliémes, c’est le tableau 3.6 dans I’exemple des notes scolaires. Dans notre
exemple, seul Evelyne n’a pas son originalité correctement expliquée sur le plan principal de
Iespace des individus (& 25% seulement).

Exercice Ecrire r(x7, (uy,...,u;)) en fonction des carrés de corrélation simples r2(x7, u,).

Axel | Axesla2 | Axesla3 | Axeslad | Axeslab | TOT
JE 889 923 1000 1000 1000 1000
AL 804 830 1000 1000 1000 1000
AN 460 994 998 999 999 1000
MO 894 894 999 999 999 1000
DI 877 979 999 999 1000 1000
AD 236 814 999 999 1000 1000
PI 26 933 1000 1000 1000 1000
BR 174 910 997 1000 1000 1000
EV 53 251 999 999 999 1000
TOT 577 824 1000 1000 1000 1000

TaB. 3.6 - Indices de qualité des individus

3.5.3 Mesures d’influences ou contributions

Les mesures d’influence sont donnés dans les Tableaux 3.7 et 3.8. Ce sont des tableaux de fréquences
colonne (donnés en milliémes) calculés sur les Tableaux 3.3 et 3.4.

Contribution des variables ou des individus & inertie totale

On étudie la décomposition de I'inertie totale comme somme des éléments de la derniére colonne des
tableaux 3.3 et 3.4. On obtient les mesures d’influence des individus ou variables dans I’analyse, qui
sont appelées contributions des individus —— ou des variables — & I’inertie totale. L’importance de
la variable j est mesurée par le produit de mj; par sa variance. C’est pourquoi lorsque les variables
ont des unités différentes il est nécessaire de les réduire. Si de plus la métrique est usuelle (M = 1,),
les contributions des variables deviennent alors toutes égales. De la méme facon, la contribution
d’un individu est p;[|x;|3,. Un individu dont la contribution dans I’analyse est trées forte risque de la
perturber. On pourra étre amené a “expulser” ce géneur (outlier ou individu aberrant), par exemple
en lui affectant un poids nul. Ces contributions figurent dans I’avant-derniére colonne (d’intitulé
“TOT”) des tableaux 3.7 et 3.8.

Ces contributions s’utilisent de la facon suivante. Quand un individu a une forte contribution, il est
intéressant de controler si cette forte contribution est due & un fort poids ou & une forte originalité.
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De la méme facon, une variable de forte contribution pourra ’étre parce que le coefficient m;; est
grand ou parce qu’elle a une forte variance. Les tableaux de contributions contiennent dans leurs
derniéres colonnes des valeurs proportionnelles aux variances des variables (colonne “VARI”) ou &
I’originalité des individus (colonne “ORI”). Ces valeurs sont égales aux contributions des variables
ou des individus si M = I, (resp. D = 1/nly).

f1 2 f3 fa f5 TOT | VARI |
m 265 321 3 83 328 233 233
s 267 138 0 306 299 183 183
f 242 423 12 155 168 246 246
1 235 104  § 455 206 162 162
dm 1 13 985 1 0 177 177
TOT 1000 | 1000 1000 | 1000 | 1000 1000 1000

TaB. 3.7 - Contributions des variables aux facteurs

f1 2 3 f4 5 TOT | ORI

JE 298 27 84 114 155 193 193
AL 61 5 42 42 21 44 44
AN 41 110 1 152 4 51 51
MO 374 0 144 154 114 241 241
DI 160 43 12 26 398 105 105
AD 35 199 90 3 247 85 85
Pl 4 357 37 68 21 97 97
BR 15 152 25 302 1 51 51
BV 12 107 565 139 39 133 133
QOT 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 1000 1000

TaB. 3.8 - Contributions des individus aux facteurs

Contributions des facteurs auz variables: Le total de la ligne, situé en derniére colonne, se décompose
additivement en quantités associées a chaque facteur, soit apres simplification par m;; ou p; :

r

var(xj) = Z()"Uj’)2

s=1

i(/\s Uis)2
=1

Il

[ 13

On retrouve la signification d’une saturation, dont le carrée est la contribution du facteur & I’explica-
tion de la variance d’une variable. Une notion analogue est la contribution d’un facteur a I’originalité
de chaque individu. Ces indices permettent de répondre a la question: quels sont les facteurs qui
permettent d’interpréter une variable ou un individu. Ils ne sont pas ici donnés directement ici,

mais uniquement sous forme cumulés, dans les tableaux 3.5 et 3.6.

Exercice Montrer que les contributions relatives des facteurs aux variables ou aux individus sont
des carrés de coefficients de corrélation ou de cosinus :
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Asvj,)? o\ . ; ;

(w%j)) = r(u,,x’)*  Contribution du facteur s & x

var(x:

(/\,ui,)z _ 9 ~ . . £ .

W = cos(v,,x;)° Contribution du facteur s a x; .
illm

~ Contributions des variables et des individus auz facteurs: la variance (As)? d’un facteur (derniére
ligne du tableau 3.7 ou 3.8) est due & la somme de quantités positives associées & chaque variable
ou & chaque individu :

14
M) = Y mii(A)?
j=1

Zpi()\suis)2~
i=1

—_
>

w

e
Il

On mesure I'importance d’un individu ou d’une variable dans un facteur par le rapport de cette
quantité a (A,)?.

Remarque: Sila métrique est usuelle ou si les poids sont équipondérés, ces contributions se lisent
directement sur les graphiques isométriques (les contributions sont proportionnelles aux carrés des
coordonnées des vecteurs individus ou variables. Dans ce cas la consultation des contributions aux
facteurs peut étre évitée.

Dans notre exemple, 'importance d’une variable dans la détermination d’un facteur est donné par
le tableau des contributions des variables auz facteurs (tableau 3.7, 5 premiéres colonnes). Ainsi,
on voit que les deux premiers facteurs ne sont pas influencés par la variable dm, et que le troisiéme
facteur n’est caractérisé pratiquement que par cette variable. L’importance des individus pour la
détermination des facteurs est donné dans le tableau 3.8, 5 premieres colonnes. Ainsi, Evelyne a
une influence déterminante dans la détermination du facteur 3.

3.6 Schéma d’interprétation d’une analyse en composantes prin-
cipales

L’interprétation d’une ACP demande une certaine pratique. La multitude des précautions et indices
permettant de controler une interprétation ne doit pas empécher I’analyste d’aller & I’essentiel, puis de
moduler ses affirmations en s’aidant de certains indices disponibles. En aucun cas une interprétation ne
consiste en une accumulation de lectures d’indices. ..

3.6.1 Phase préliminaire ou choix de codage et des métriques

On commence par vérifier si une étude des liaisons linéaires est Jjustifiée ou si une si des transformations
préliminaires de variables sont souhaitables. Pour ce faire, on affiche la matrice des diagrammes de
dispersion des variables deux & deux (fonction pairs de Splus). 1l faut ensuite se poser la question du
choix du codage, de la métrique et des poids.



50 CHAPITRE 3. L’ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES

Choix du codage et de la métrique Ces choix se font de facon concommittantes et s’appuilent sur
la décomposition de I'inertie

P
In(Y) = E mjjvar(yj).
j=1

qui détermine I'influence d’une variable dans I’analyse. On a cependant les régles suivantes:
Lorsque les variables sont d’unités différentes, il est nécessaire de les réduire.

~ Lorsqu’elles ont méme unité, on peut encore les réduire si on estime que toutes les variables doivent
avoir la méme influence. Sinon, I'importance des variables peut étre choisie proportionnelle a une
mesure de leur variabilité. Ainsi, influence d’une variable peut-étre égale a sa variance (mj; =1
et variables non réduites ou mj; = var(y’) et variables réduites) ou a leur écart-type (mj; = 1/o;
et variables non-réduites ou mj; = o; et variables réduites). Des considérations d’invariance par
regroupement de variables peut aider & guider ce choix (voir le probleme d’examen du Magistere
en 1995).

Les choix les plus fréquents sont M = I, avec variables non-réduites.

Choix des poids Faut-il donner a chaque individu le méme poids? Quand les individus sont “égaux”
entre eux, ce choix s’impose. Mais lorsque les individus représentent des agrégats (communes, catégories,
...), il peut étre nécessaire de pondérer ces agrégats de sorte que la moyenne pondérée des variables sur
les agrégats soit égale a la moyenne de la variable sur la population entiere (en clair, on donne a chaque
agrégat un poids proportionnel aux individus qu’il représente).

3.6.2 Controle a posteriori des “constituants du mélange multidimensionnel”

Les choix étant effectués, on en vérifie la validité, en effectuant un controle a posteriori qui utilise les
contributions des variables et des individus a Iinertie totale. Rappelons que l'inertie est un “mélange”
des variances des variables et des “originalités” des individus (ly: — gl|*- Il est important de vérifier si les
contributions des différentes variables a 'inertie sont suffisamment homogeénes, ou si leur hétérogénéité
est justifiée par la nature des données. 11 faut procéder de méme pour les individus. Si un individu est un
outlier, il risque d’entrainer a lui seul la détermination d’un facteur. Si les contributions semblent trop
hétérogenes, on peut relancer le programme aprés avoir changé les options (codage, poids, métrique),
éventuellement apreés avoir “expulsé” un individu trop atypique.

3.6.3 Examen du nombre de facteurs a retenir

Une méthode empirique consiste a observer I’éboulis des valeurs propres, représentant par un his-
togramme les pourcentages d’inertie expliquée. L’inertie totale est représentée par la surface de I’histo-

gramme, I'inertie conservée par la surface des barres associées aux facteurs conservés (les k premiers).
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L’objet est de conserver le maximum d’inertie avec le minimum de facteurs. On cherche I’endroit de
la rupture de pente de I’histogramme (ici entre 2 et 3). Ainsi on voit que dans cette analyse, on ne perd
pas beaucoup d’information en négligeant les facteurs d’ordre supérieurs a 2.

L’idée statistique sous jacente est qu’il faut séparer le signal (ce qui contient I’information pertinente)
du bruit. Des méthodes récentes, utilisant la théorie des perturbations et le bootstrap peuvent donner
des indications précieuses. Une méthode due 4 Ph. Besse (cf. Besse 1993) mesure, par une approximation
analytique, I'instabilité du sous-espace de dimension k en présence de fluctuations d’échantillonnages.
On cherche un sous-espace principal associé & un minimum local de cet indicateur. Cette méthode est
implémentée dans la fonction Splus rsp qui fournit pour chaque dimension la valeur de cette instabilité.
Ses minima locaux sont des dimensions qu’il est possible de choisir. Lorsque la dimension proposée est
grande (supérieure & 6 par exemple), il sera souvent impossible d’interpréter tous les axes. Mais le choix
de la dimension dépend aussi des objectifs de I’analyse (décrire ou résumer pour une analyse ultérieure).

3.6.4 Interprétation des facteurs et de la représentation des variables
Représentation des variables

On utilise pour cette interprétation la représentation des variables projetées sur leur sous-espace
principal. On peut y lire les variances (carrés des longueurs des représentations des variables) et corrélation
(par les cosinus qu’elles forment) des variables approximeées.

On peut lire numériquement I'importance de chaque variable (mjjvfk) dans la détermination d’un
facteur (contributions des variables aux facteurs). Un facteur sinterpreéte relativement auz variables qui
y ont le plus contribuées. Ce sont donc ces quantités qu’il faut consulter pour interpréter un facteur.
Insistons sur le fait que le plus souvent, mj; = 1, et les plus grandes valeurs de m;; vfk sont celles des
variables de plus grandes coordonnées. Dans ce cas, cette étude peut donc se faire graphiquement, “d’un
coup d’oeil”.

Symétriquement, si on peut s’intéresser 4 une variable. Pour savoir sur quels facteurs une variable
s'interprete, on regarde dans le tableau des corrélations variables-facteurs (qui sont encore des contri-
butions des facteurs aux variables). Enfin, on peut vérifier la qualité du résumé d’une variable sur un
sous-espace dans le tableau des corrélations multiples “variable - sous-espace” .

Cercle des corrélations

On peut encore représenter les projections des variables réduites (ou vecteurs unitaires portés par les
variables), et on a les propriétés suivantes :

Dans cette représentation, toutes les projections se font & I'intérieur d’un cercle de longueur 1. C’est
pourquoi on 'appelle “Cercle des corrélation” (voir exemple Figure 3.11). De plus les coordonnées
des variables sur les axes sont les corrélations variables facteurs (cf. équation (3.3)).

La longueur d’une variable est son coefficient de corrélation multiple “variable - sous-espace de
représentation”, et les coordonnées d’une variable sont des corrélations variables-facteurs.
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Gi une variable est sur le cercle, elle appartient au sous-espace de représentation. Dans ce cas, la
longueur de la projection de toute autre variable sur celle-ci est égale au coefficient de corrélation
entre cette autre variable avec la premiere.

Lorsque les variables ont été préalablement réduites, cette représentation se confond avec la précé-
dente.

3.6.5 Interprétation de la représentation des individus:

L’interprétation est symétrique de celle des variables. Si les individus sont nombreux ou anonymes,
on peut ignorer cette interprétation. Dans ce cas, on g'intéresse a des barycentres d’individus (qui ont
telle ou telle caractéristique) et non aux individus eux-mémes (cf. 3.7.1).

3.6.6 Représentation simultanée

L’interprétation la mieux adaptée 3 une représentation simultanée est celle du biplot, avec ou sans
axes gradués. Elle fait I'objet d’une étude ultérieure.
L’interprétation classique se base sur
la notion de corrélation entre variables et facteurs:
/\kvjk

r(ijuk) = P
J

obtenues graphiquement & partir des coordonnées des variables en les divisant par o; (ou par 1, cas
du cercle des corrélations).

et sur le fait que la coordonnée d’un individu 7 sur le s-itme axe principal est la valeur Apu; ; du
facteur (non réduit) k pour 'individu z.

Les deux ingrédients (r(yj,uk) et Apu; ) étant lues graphiquement, il s’agit donc de faire une interpré-
tation directement a partir du graphique. Le principe en est le suivant:

En régle général, si un facteur a une forte corrélation positive avec une variable, une grande valeur
de ce facteur pour un individu sera associée a une forte valeur de cette variable pour ce méme individu.
Si cette corrélation est fortement négative, les conclusions sont inverses. Par conséquent, un individu
ayant une grande coordonnée sur le s-iéme aze principal a tendance a avoir de fortes valeurs positives
pour les variables fortement corrélée positivement avec le s-ieme facteur et de fortes valeurs négatives
pour les vartables fortement corrélée négativement avec ce facteur. (Cle raisonnement est un des moyens de
faire la jonction entre les interprétations du nuage des individus et du nuage des variables (interprétation
simultanée).

Une autre facon de comprendre Iinterprétation simultanée est basée sur la formule de reconstitution
des données (cf; (3.4), qui s’écrit a ordre k = (reconstitution parfaite):

"
v =Y O (evss)
s=1""°

On reconnait dans la formule les coordonnées des individus et des variables. Lorsque les coordonnées
sur l'axe k des individus et des variables sont grandes et de meéme signe, alors la k-iéme dimension
apporte une contribution positive & z7. En fait ces contributions sont en général hiérarchisées (les plus
grandes sont sur les premiers axes), ce qui fait qu’on interpréte d’abord sur le plan principal (2 premiers
facteurs), puis on corrige avec les apports des autres dimensions considérées. Mais lorsqu’on obtient sur le
deuxiéme axe une contribution & z} opposée a celle obtenue sur le premier axe, il est difficile de conclure
graphiquement. On verra que la technique du biplot permet de faire cette interprétation plan par plan et
non pas axe par axe.
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Facteur taille, facteur forme

Définition On appelle facteur taille un facteur dont les corrélations avec I’ensemble des variables sont
toutes de memes signes. Un individu qui a un grand facteur taille est un individu qui a en moyenne
de grandes valeurs pour ’ensemble des variables. On appelle facteur forme ou facteur d’opposition un
facteur qui a des corrélations fortement positives avec un groupe de variables et des corrélations fortement
négatives avec un autre groupe de variables. Un individu qui prend une grande valeur pour ce facteur
prendra en moyenne de fortes valeurs positives pour les variables du premier groupe et de fortes valeurs
négatives pour les variables du second groupe.

Dans ’exemple des notes scolaires, le premier facteur est un facteur taille qui oppose les bons éléves
au mauvais (ici il s’agirait plutot d’un facteur niveau). Cest la cause de variation la plus importante du
tableau. Le second facteur par ordre d’importance est un facteur d’opposition ; il oppose les éléves qui
sont situés en haut sur le graphique (les littéraires) a ceux qui sont situés en bas (les scientifiques).

3.7 Eléments illustratifs

3.7.1 Variables et individus illustratifs; régression orthogonale

On peut ajouter & une analyse déja effectuée des variables ou des individus supplémentaires ou illus-
tratifs. Les variables (ou les individus) supplémentaires subissent préalablement les mémes traitements
(centrages, réduction) que les variables (ou individus) initiaux. On peut alors les projeter sur les sous-
espaces principaux, pour analyser leur position par rapport aux éléments “actifs” (éléments qui ont
contribué & I’analyse) de méme type.

Régression orthogonale: Pour les variables, cette pratique revient & régresser les variables illustra-
tives sur les variables actives (ou sur un sous-espace principal inclus dans le sous-espace qu’elles engen-
drent), et s’appelle “régression orthogonale”. En effet, considérons une nouvelle variable centrée x*“? et
la base orthonormée de R {uy, .. u, w0y, .. .,u,}, obtenue en complétant la famille orthonormée des
facteurs réduits. Si on décompose la nouvelle variable x* sur cette base, et si k < r, on obtient:

k n
X = (Za,u3)+( Z asy).

s=1 s=k+1

Le premier terme entre parenthéses est la projection de x* sur le sous-espace principal Im(U). en
d’autres termes, c’est le vecteur des valeurs ajustées de la régression de x*“? sur les nouvelles variables
non corrélées u,), s = 1,...,k. Si k = r, c’est encore le vecteur des valeurs ajustées de la régression
de x*“7 sur les variables initiales de ’ACP (car Im(X) = Im(U,)). L’intérét est multiple. Lorsque les
variables initiales sont linéairement indépendantes, le calcul du projecteur sur le sous-espace engendré
pose probléme. Mais on montre de plus que cette régression, lorsqu’on n’utilise pas tous les facteurs, est
robuste (les coefficients estimés et les valeurs ajustées ne dépendent pas trop de petites variations sur les
variables).

On peut ensuite calculer les corrélations entre les variables illustratives et les facteurs et les coefficients
de corrélation multiple entre variables illustratives et sous-espace factoriels. Ces derniers coefficients sont
a comparer au R? de la régression multiple: ils lui sont égaux si on utilise tous les facteurs.

Barycentres Plutot que d’analyser un & un la position des individus, on représente des barycentres
d’individus qui ont la méme caractéristique. Etant donnée une variable catégorielle, on peut lui associer
une partition de la population : un groupe est I’ensemble des individus qui ont la méme modalité. On peut
alors voir s’il existe des interactions entre les facteurs représentés et la variable qualitative en représentant
les barycentres des groupes. Si la variable catégorielle est indépendante d’un facteur, on peut considérer
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que les éléments d’un groupe sont tirés au hasard et la moyenne du facteur pour ce groupe ne doit pas
otre trés différente de la moyenne générale du facteur (c’est a dire 0). Mais cela dépend aussi du nombre
d’éléments du groupe (i cause de la loi des grands nombres).

3.8 La représentation du biplot

On présente ici une autre représentation des approximations, qui en permet une lecture plus précise
et plus rapide. On s’intéresse ici & la représentation d’un tableau de rang 2. Mais dans la pratique, cette
technique sera étendue a des matrices de rang supérieures.

3.8.1 Tableau de rang deux et facteurs

Si X est une matrice n x p de rang 2, 1l existe deux nouvelles variables de longueur n (jouant le role
de facteurs), telles que toute variable soit combinaison linéaire de ces deux facteurs. Prenons 1’exemple
du tableau 3.9 : on suppose avoir mesuré Iintelligence de n éléves (¢’est un vieux réve des psychomeétres),
ainsi que leurs aptitudes manuelles. On leur a ensuite fait subir quatre tests.

Intell. | Apt.man Testl | Test2 | Test3 | Test4

Alfred 17 7 Alfred 89 120 45 75
Albert 20 19 Albert 137 195 96 99
Alain 18 11 Alain 105 145 62 83
Antoine 11 8 Antoine 68 95 43 52
Aristide 15 17 Aristide 111 160 83 77
Ahmed 4 15 Ahmed 61 95 64 31
Andre 3 18 Andre 66 105 75 30
Alceste 9 15 Alceste 81 120 69 51
Aime 11 18 Aime

Arsene 6 11 Arsene

TaB. 3.9 - Toute colonne d’un des tableaux est combinaison linéaire des colonnes de 1’autre tableau

On peut vérifier dans cet exemple, que les notes des tests s’obtiennent comme combinaison linéaire
des notes d’intelligence et d’aptitude manuelle. Ainsi, le score obtenu au test 1 est quatre fois la note
d’intelligence plus trois fois I’aptitude manuelle. De méme, pour les autres tests, ces nombres sont de
(5,5), (1,4), et (4,1). Il est donc possible, sans perte d’information, de comprimer I'information contenu
dans le tableau de droite en donnant les notes d’intelligence et d’aptitude manuelle, puis en donnant les
coefficients permettant de passer de ces notes & celles des tests (soit ici 20 + 8 nombres au lieu de 40).

Matriciellement, si X est la matrice 10 x 4 des notes de test, si U est la matrice 10 x 9 dont les colonnes
sont les notes d’intelligence et d’aptitude manuelle, et si V est la matrice 4 x 2 contenant les coefficients

4 3
5 5
L 4]

55N
—
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alors on a:
89 120 45 75 17 7
137 195 96 99 20 19
105 145 62 83 18 11
68 95 43 52 11 8
111 160 83 77 15 17 4 5 1 4 ’
& = 61 95 64 31 | — 4 15 <3 5 4 1>_UV'
66 105 75 30 3 18
81 120 69 51 9 15
98 145 83 62 11 18
57 85 50 35 6 11

- . 2
En notant u;, la s-iéme colonne de U et v, la s-itme colonne de Viona X =537  u,',

Propriétés
D’une facon générale, si X est une matrice n x p de rang k, il existe k£ vecteurs linéairement indépen-
dants uy, uy,...,up de R™ et k vecteurs linéairement indépendants v, vy, ..., v; de RP tels que:
k
X = E u, v,
s=1

3.8.2 Le biplot classique
On écrit la matrice X n x p de rang 2 sous la forme X = A B avec 4 — (air) n x 2 et B = (by;)
P X 2, soit encore :
2l = ainbji + aizbjs.

La figure 3.5 est un biplot?> composé de deux famille de vecteurs, les vecteur OA;, de coordonnées
dans une base orthonormée (ai1, a;z) et les vecteurs OB; , de coordonnées (bj1,bj2). Les points A; et
B; sont appelés respectivement marqueurs des individus 7 et des variables J. Cette figure représente les

données dans le sens suivant : I’élément B = a;1bj1 4 a;2b;5 de X est le produit scalaire usuel dans R?2
des vecteurs OA; et OB;. En notant A’; la projection orthogonale de A; sur I’axe joignant l'origine O &

By, on voit que z] est le produit des longueurs algébriques des vecteurs QA’; et OB;, soit :

zl = |0A]|0B;|.

En conséquence,

lorsque 'angle (O A;, OB;j) est aigu, alors la valeur xi de la variable j pour I'individu i est positive,
- lorsque I'angle (0A;, OB;) est obtus, :L’f est négatif,

lorsque I'angle (O A;, OB;) est droit, 2 est nul,

— enfin, plus un marqueur d’individu A; est éloigné dans la direction d’une fléche OB;, plus la valeur
de la variable j pour cet individu i est grande.

°Le biplot est en général présenté pour une matrice de rang r quelconque. Il se représente alors dans un espace de
dimension r. Ici on se restreint & des biplots “bidimensionnels” qui sont les seuls & permettre une lecture facile.
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Fic. 3.5 - Lecture du biplot

Quelques propriétés

Toute matrice de rang 2 admet une telle représentation plane.

1l existe une infinité de telles représentations (autant que de décompositions de X sous la forme
ABY.

Une matrice de rang 4 est la somme de deux matrices de rang 2; elle peut se représenter A ’aide de
2 biplots bidimensionnels. La valeur d’une variable sur un individu s’obtient en sommant les valeurs
lues sur chaque graphique. En général, on s’arrange pour que le premier biplot donne I'information
la plus significative, et le second précise ou apporte des corrections aux valeurs lues sur le premier.

Exemple Pour obtenir la figure 3.6, on a ajouté deux colonnes a X en lui accolant les deux colonnes
(ou variables) Intelligence et Aptitude manuelle. Par construction, la nouvelle matrice X est encore de
rang 2. On s’est alors donné une décomposition de X de la forme X — A'B et on effectué la représentation
des deux nuages sur deux graphiques différents pour ne pas surcharger la figure (ce n’est pas la facon
classique d’opérer). On peut vérifier que la lecture graphique des éléments de la matrice X est possible.

Exercice Retrouver les valeurs de deux éléments de la matrice X donnée Tableau 3.9.

On peut aussi retrouver sur la figure les coefficients de la décomposition des notes de tests selon les des
deux variables initiales : ainsi la note du test1 s'écrit : testl = 4 % Intell. + 3 x Apt.man.

Le choix de la décomposition

Dans une logique interne a I’analyse en composantes principales, la décomposition de I’approximation
d’ordre k de X sous la forme Xk = A'B est issue directement de la décomposition aux valeurs singuliéres
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Variables Individus
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05 160
Intell. . Testq 5 y
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1

1
F1G. 3.6 - Biplot de Gabriel sur les notes de test

et s’obtient par un certain choix de factorisation dans I’équation 3.1. On utilisera le plus souvent ’une
des factorisations suivantes (on prend ici k = 2):

x= ) (Aeui)(vys) (3.6)
» s;I
Xl = ) (wi) (M) (3.7)

s=1

-2 2

xo= Y (V) (V) (3.8)
s=1

Ainsi, avec la premiére factorisation, on a a;; = A,u;, et bjs = v;,. Les propriétés de ces différents choix
seront étudiées au §3.8.4 et 3.8.5.

3.8.3 Le biplot gradué

La figure 3.7 est un biplot gradué. Les fleches ont été remplacées par des axes gradués de mémes
directions ; les marqueurs des individus ont la méme représentation. En projetant les marqueurs des
individus orthogonalement sur les axes associés aux variables (ou tests) on peut lire directement les notes
des tests. Cette lecture est semblable & celle du diagramme de dispersion classique : mais ici les axes
sont obliques et de nombre quelconque. La justification de cette propriété est conséquence des propriétés
suivantes du produit scalaire :

D’aprés I’équation : .
l‘f = I()AIZ||OBJ|,

a:{ ne dépend que de la projection de A; sur la droite OB; (cf. Figure 3.5).
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~ De plus, pour j fixé, xi est proportionnel a la longueur algébrique |OA;|.
1l est donc possible de graduer l'axe OB; pour lire les valeurs de la variable j et obtenir alnsl une

lecture directe des approximations des éléments :cf _Ces valeurs sont lues en projetant orthogonalement les
marqueurs des individus i sur I’axe gradué j. On peut aussi changer I’origine de 'axe gradué, en rajoutant
par exemple la moyenne de la variable. La valeur lue sur le graphique est alors approximation de la
variable non centrée. On peut encore, si la variable était réduite, remultiplier les valeurs approchées par
I’écart-type. On retrouve alors des approximations des valeurs situées dans le tableau initial. Remarquons
que le biplot gradué permet en particulier de lire ’étendue de la variation de chaque variable. Sur la figure
3.7, on remarque que l’axe j a meme direction que la fleche j de la figure 3.6, le nuage des individus

restant inchangé.

ntell. fest4
&
Tes
8o X
20 X o)
0 v k)
15 2
. 40 %
© Alfred
re
<0 =) Alain
Antoine Albert
3 — —Aistide——
= =)
Ahmed
o Andre 2
A 0
A
Q
20
0
AQ®
pt.MEest3

F1G. 3.7 - Biplot gradué sur les notes de test (graphes superposés

Remarques

1. Tl est bien sur possible d’inverser les roles de i et de j et de représenter un axe par individu. Comme
on s’intéresse le plus souvent a comparer les valeurs d’une méme variable pour différents individus,
c’est plutot la premiere représentation qui est effectuée.

_ Dans ce biplot, un des ensemble est repré

qui suit, et qui concerne des conservations

lorsque le nuage considéré sera représent

senté par des marqueurs, ’autre par des axes. La propriété
de distance et d’angles, ne s’appliquera pleinement que
é par des marqueurs.
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3.8.4 Le biplot isométrique ligne

Parmi l'infinité des biplots possibles, certains possédent des propriétés supplémentaires intéressantes.
Le biplot issu de la factorisation donnée équation (3.6) présente la particularité d’avoir comme représen-
tation des individus la représentation classique du nuage des individus de ’ACP (cf. § 3.4.3). On I’appelle
biplot 1sométrique ligne parce qu’il représente isométriquement le nuage {<k(xi),i=1,...,n}, projection
du nuage des individus.

Un tel biplot permet d’effectuer une analyse des prozimités entre individus, donc d’étudier quels sont
les individus qui se ressemblent, quels sont ceux qui s’opposent. Il conserve aussi les angles entre vecteurs
individus.

Remarque La représentation du biplot isométrique ligne sera constituée d’une représentation “clas-
sique” (la représentation du nuage projeté des lignes) et d’une qui 1’est moins (la représentation des
variables). Il ne sera pas possible sur ce dernier graphique d’effectuer une lecture graphique des corréla-
tions ou des écart-types des variables.

3.8.5 Le biplot isométrique colonne

Le biplot issu de la factorisation donnée équation (3.7) a pour représentation des variables la repré-
sentation classique de I’ACP (cf. § 3.4.3). On I’appelle biplot isométrique colonne parce qu’il représente
isométriquement le nuage {Per(x),5 =1,.. ., P}, projection du nuage des variables sur le sous-espace
principal. Il s’agit de la méme maniére d’un biplot préservant les distances et les angles entre les vecteurs
colonnes. L’intérét de cette propriété est directement lié & Uinterprétation géométrique de I’écart-type et
du coefficient de corrélation de variables centrées.

Ainsi, les variables étant centrées, le biplot isométrique colonne représente les variables par des vecteurs
dont les angles ont pour cosinus leurs coefficients de corrélation. A titre d’exemple, effectuons I’ACP du
tableau des tests (Tableau 3.9). On donne Tableau 3.10 ce tableau apres centrage ; il a encore un rang
égal a 2.

Testl | Test2 | Test3 | Testd

Alfred 1.7 -6.5 -22.0 15.5
Albert 49.7 68.5 29.0 39.5
Alain 17.7 18.5 -5.0 23.5
Antoine -19.3 -31.5 -24.0 -7.5

Aristide 23.7 33.5 16.0 17.5
Ahmed -26.3 -31.5 -3.0 -28.5

Andre -21.3 -21.5 8.0 -29.5
Alceste -6.3 -6.5 2.0 -8.5
Aime 10.7 18.5 16.0 2.5
Arsene -30.3 -41.5 -17.0 -24.5

TaB. 3.10 - Tests: notes centrées

La matrice des corrélations (Tableau 3.11) montre que toutes les variables sont corrélées positivement et
que les notes aux tests 1 et 2 sont trés corrélées.

La représentation des individus donnée figure 3.8 est celle du biplot isométrique colonne. Les cosinus
des angles sont égaux aux coefficients de corrélation. Comme les variables sont corrélées positivement,
tous les angles sont aigus, et I’angle entre les marqueurs des tests 1 et 2 est petit (cosinus proche de 1). De
plus, la longueur des vecteurs est égal & ’écart-type des variables (on pourra vérifier que les écart-types
des quatre variables sont respectivement de 25.69, 31.56, 17.65, 23.75).
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Testl | Test2 | Test3
Test1 1.00 0.99 0.67
Test2 0.99 1.00 0.77
Test3 0.67 0.77 1.00
Test4 0.94 0.88 0.38

TaB. 3.11 - Notes aux tests : la matrice des corrélations

Variables Individus
2
hifred
h Test4 )
; Antoine Alain
B _— ——P Testt
N b Testz o Arsene
Aldeste Aristide Albdrt
-1P
Test3 . Ahmed Aime
Andre
N -2 M
0 10 20 30 I 0 ] 5

1 1
Fic. 3.8 - Le biplot isométrique colonne
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En résumé, parmi les trois biplots associés 3 I’ACP,

le biplot isométrique ligne a une représentation des lignes qui est la représentation classique de
I'ACP (représentation du nuage projeté des lignes), mais celle des colonnes étant non classique)

le biplot isométrique colonne a une représentation des variables qui est la représentation classique
de ’ACP (représentation du nuage projeté des variables), mais celle des lignes est non classique 3

- la derniére représentation (dite “a I’hollandaise”) a deux représentations non isométrique et est
utile dans des contextes particuliers.

Remarque Lorsque les valeurs propres associées aux deux axes de représentation sont de méme ordre,
ces différentes représentations sont visuellement trés proches, et on pourra se contenter de n’en utiliser
qu’une seule.

3.9 Exemple d’ACP: Etude des durées des trajets des bus de
la ligne no 2 (Matabiau-Rangueil)

L’Agence d’Urbanisme de I’Agglomération Toulousaine a mesuré? pour la SEMVAT les horaires de

passage du bus no 2 4 9 carrefours, et ceci pendant une Jjournée compléte du printemps 1991 et une
Journée ”équivalente” du printemps 93. Le tableau de données initial contient les heures de passage des
bus allant de la gare Matabiau 2 Rangueil (Facultés ou Centre Hospitalo-Universitaire) et de Rangueil &
la gare Matabiau aux 9 carrefours Matabiau, Bonrepos, Strasbourg, Esquirol, J. Guesde, Recollets, Rocade,
Ponsan, CHUouFAC.
Ici, on ne considére que le tableau donnant les heures de passage des bus dans le sens Matabiau vers
Rangueil, I'année 1991. On peut d’abord visualiser les données initiales (cf. Figure 3.9). Le trajet d’un
bus est représenté par une ligne joignant les points de coordonnées (k,tx) (numéro du carrefour, heure
de passage au carrefour). La pente d’une ligne est d’autant plus grande que le bus avance lentement.

On a ensuite construit le tableau des temps de trajet entre deux stations. Pour visualiser ces intervalles,
on utilise les boxplots ou “boites & moustaches” (cf. figure 3.10 & gauche). Les durées de parcours Ponsan-
CHU et Ponsan-Fac étant différente, on retrace le méme graphe en différenciant les deux parcours (partie
droite de la méme figure). On constate que le trajet aboutissant au CHU dure environ Imn (~ 2/100
heures) de plus que celui dont le terminus est la fac.

Pour mieux appréhender les différences entre les durées des différents parcours, on peut en faire une
analyse multidimensionnelle. Ces données étant quantitatives, on réalise une analyse en composantes
principales (AcP). Il n’y a pas de raison de donner aux différents bus des poids différents donc ’analyse
sera équipondérée. L’analyse des distributions des durées (cf. figure 3.10) montrent que les plus grandes
variances correspondent & des médianes élevées. Une analyse non réduite va donner plus d’importance
aux variables de grandes variances. Une analyse réduite tiendra compte de fagon uniforme de ’ensemble
des trongons (mais I’autre choix se Justifie aussi). Les résultats de cette Acp sont illustrés par un biplot
1sométrique colonne.

La représentation du plan 1-2 est donnée figure 3.11. On reconnait un facteur taille (axe 1) qui
oppose les bus lents (& droite) aux bus rapides (& gauche). Le second facteur est un facteur forme qui op-
pose le trongon “Matabiau-Bonrepos” aux troncons “Strasbourg-Esquirol”, “Rocade-Ponsan”, “J.Guesde-
Recollets” “Esquirol-J.Guesde”. Les trajets longs pour le deuxiéme groupe et plutot courts sur Matabiau-
Bonrepos se retrouvent sur la partie positive de ’axe 2 (haut de la figure). Les trajets ayant la caractéris-
tique inverse sont les trajets de la partie négative de I’axe 2 (sur la figure 3.11, la classe 4). Pour préciser

30n montre qu'il s'agit de la représentation des individus avec la métrique de Mahalanobis, métrique définie par I'inverse

de la métrique de variance-covariance empirique
*Source: Agence d’Urbanisme de I’Agglomération Toulousaine pour la SEMVAT.
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Repartition des temps entre deux arrets
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Horaire des bus Matabiau/Rangueil

18
L

16

14

10
L
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Fic. 3.9 - Les heures de passage des bus aux différents arrets.

Repartition des temps entre deux arrets.
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Fig. 3.10 - Répartition des durées des trajets (Fac et CHU confondus, puis Fac et CHU séparés).
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cette interprétation peu satisfaisante, une classification utilisant la méme distance a été effectuée. On
obtient le classement donné figure 3.11. La répartition des durées de trajets par classe est donnée figure
3.12 (& gauche). On voit que la classification est quasiment unidimensionnelle (excepté les recouvrements
des classes 3, 4 et 5). Dans la partie droite, on donne les heures de départ des bus en abscisse et le numéro
de classe en ordonnée. Le rapprochement de ces deux derniers graphes permet d’y voir plus clair. La classe
I est la classe fluide représentative des bus circulant tot le matin. La classe 2 est encore assez rapide.
C’est une classe du matin (en tout cas, avant 14h30), mais qui ne contient ni la classe rapide précédente,
ni la période 8h-9h. La classe 3 est plutét moyenne, et se répartit tout au long de la journée. On la décrit
succinctement comme le complémentaire des autres classes (tous les horaires de 7h15 & 19h30, mais une
représentation peu fournie de 9h & 13h et surtout de 15h30 & 19h). La classe 4 est assez lente et concerne
surtout quelques bus entre 8h et 9h. Ces bus sont particuliérement lents sur le trajet Matabiau-Bonrepos.
Enfin la classe 5 est la classe la plus lente, qui regroupe les bus du soir (15h30-19h).

o

J.Guesde

Rocade
Recollets

-0.2 0.0 I0.2 '0.4 0.6 IO.B
Fia. 3.11 - ACP réduite : biplot avec représentation des classes (plan 1-2)

Controle des contributions Les contributions des variables aux facteurs sont données dans le Tableau
3.12. Elles montrent qu’un seul parcours, Matabiau-Bonrepos, contribue & prés des 3/4 de la variance du
second facteur. Ce résultat pose probléme. En effet I’axe 2 est “du” & la seule variable Matabiau-Bonrepos,
et plus particulierement aux valeurs qu’elle prend sur les individus de la classe 4. Apres discussion avec les
initiateurs de cette campagne de mesure, il ressort que le trajet Matabiau-Bonrepos est particuliérement
court, et sa durée dépend essentiellement de la couleur d’un feu. Ceette variable jouerait un faible role si les
variables n’étaient pas réduites. Mais la réduction des variables donne aux petits écarts de durée observés
sur cette variable une grande importance. Il est donc justifié de recommencer I’analyse en supprimant
cette variable ou en ne réduisant pas les variables. (Vest le deuxiéme choix que nous mettons en ceuvre
dans une deuxiéme étape.

On obtient le biplot 3.13:
Les nouvelles contributions des variables aux facteurs sont données tableau 3.13. On voit que les

contributions des variables au premier facteur sont le reflet de leur variance : le premier facteur traduit
surtout la durée des trajets au centre ville. Le second facteur oppose deux trajet particulier : Strasbourg-
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Representation de la classification en 5 classes
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FiG. 3.12 - Durées de parcours dans les classes et horaire de départ des bus par classe (5 classes)

f1 f2 3 f4 5 f>5 | TOT | VARI
Matabiau-Bonrepos 75 736 104 2 4 41 143 95
Bonrepos-Strasbourg 111 0 229 579 10 38 143 87
Strasbourg-Esquirol 134 95 367 1 239 79 143 219
Esquirol-J.Guesde 183 20 45 60 1 368 143 124
J.Guesde-Recollets 167 27 125 184 52 209 143 280
Recollets-Rocade 165 62 119 165 22 223 143 121
Rocade-Ponsan 166 60 12 10 672 42 143 74
Total 1000 L&)OO 1000 | 1000 | 1000 | 1000 1000 1000

TaB. 3.12 - Contribution des variables aux facteurs et a 'inertie totale
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Fia. 3.13 - ACP non réduite : biplot avec représentation des classes (plan 1-2)
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FiG. 3.14 - Durées de parcours dans les classes et horaire de départ des bus par classe (4 classes)
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Esquirol et J.Guesde-Recollets, ce qui peut-étre du & des genes de types différents (marché versus rentrée
universitaire 7). Ici, seul un spécialiste ou un utilisateur attentif pourrait expliquer la fait qu’ a une
heure donnée un parcours lent sur un trongon devient plus rapide sur un autre trongon. Cette opposition
correspond aux classes 2 et 3. Les bus de la classe 3 (Th30-8h30, 11h30-12h, vers 14h) sont plus rapides
sur Strasbourg-Esquirol que sur J. Guesde-Recollet, et les bus de la classe 2 (9h-11h, 13h30-16h sauf 14h,
et 17-19h (sauf 18h) ont la caractéristique inverse. La classe 1 regroupe les bus rapides (avant Th45, et
une partie des trajets en matinée). La classe 4 les bus lents (surtout entre 16 et 18h). Cette derniere
analyse est plus satisfaisante, ne mettant plus en relief des artefacts. Cependant, en interprétant 2 axes,
on n’a expliqué que 65% de I'inertie totale (cf. I’éboulis des valeurs propres, figure 3.15). Il serait sans
doute possible de pousser plus loin 'interprétation.

f1 2 3 f4 5 f>5 | TOT | VARI
Matabiau-Bonrepos 29 7 301 420 144 55 95 95
Bonrepos-Strasbourg 44 1 93 228 433 111 87 87
Strasbourg-Esquirol 221 549 146 34 2 27 219 219
Esquirol-J.Guesde 118 53 131 246 94 182 124 124
J.Guesde-Recollets 413 348 162 5 20 27 280 280
Recollets-Rocade 114 41 159 42 301 189 121 121
Rocade-Ponsan 61 2 9 25 6 408 74 74
Total \_ 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 1000 | 1000 1000

TaB. 3.13 - ACP non réduite : contributions des variables aux facteurs

Eboulis des valeurs propres

“

20 30 40

10

Fig. 3.15- BUS, ACP non réduite - Eboulis des valeurs propres

3.10 Probléeme d’examen: choix de métrique en analyse en
composantes principales

Examen du magistére d’économiste statisticien, Toulouse, 1995, partie théorique.
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-------- MatBon BonStra StraEsq EsqJuG JuGRec RecRoc RocIut IutRoc RocRec RecJuG JuGEsq EsqStra StraBon BonMat

MatBon 2.476 0.67 0.65 1.10 0.231 0.404 0.2810 -0.190 0.10 -0.113 -0.108 -0.025 -0.342 -0.0411
BonStra 0.665 2.42 0.24 1.28 1.002 0.709 0.2260 -0.143 0.30 -0.104 -0.050 0.347 -0.478 0.2275
StraEsq 0.649 0.24 6.98 3.13 0.980 0.598 0.6806 0.809 -0.23 0.376 -0.357 0.608 0.589 0.2201

EsqJuG 1.100 1.28 3.13 12.27 1.974 1.612 1.3014 0.824 0.36 0.872 -0.186 0.124 -0.674 -0.5026

JuGRec 0.231 1.00 0.98 1.97 3.780 0.814 0.4256 0.320 0.36 -0.087 0.469 -0.065 0.317 0.2803

RecRoc 0.404 0.71 0.60 1.61 0.814 2.107 0.3563 0.179 0.48 0.141 0.421 0.119 -0.086 0.0594

RocIut 0.281 0.23 0.68 1.30 0.426 0.356 1.4784 0.238 0.38 0.151 -0.213 -0.082 0.231 -0.0053

IutRoc -0.190 -0.14 0.81 0.82 0.320 0.179 0.2383 1.684 0.24 0.571 0.030 0.132 0.118 -0.0692

RocRec 0.104 0.30 -0.23 0.36 0.358 0.476 0.3766 0.245 3.50 0.992 1.076 0.531 0.204 0.2471

RecJuG -0.113 -0.10 0.38 0.87 -0.087 0.141 0.1509 0.571 0.99 3.094 0.322 -0.041 0.517 -0.1445

JuGEsq -0.108 -0.05 -0.36 -0.19 0.469 0.421 -0.2129 0.030 1.08 0.322 3.032 0.319 0.604 0.0494
EsqStra -0.025 0.35 0.61  0.12 -0.065 0.119 -0.0821 0.132 0.53 -0.041 0.319 2.961 0.764 0.0294
StraBon -0.342 -0.48 0.59 -0.67 0.317 -0.086 0.2310 0.118 0.20 0.517 0.604 0.764 4.153 0.2420

BonMat -0.041 0.23 0.22 -0.50 0.280 0.059 -0.0053 -0.069 0.25 -0.144 0.049 0.029 0.242 2.0751

TaB. 3.14 - Matrice des variances-covariances

Les données et le probleme

L’Agence d’Urbanisme de I’Agglomération Toulousaine a mesuré pour la SEMVAT les horaires de
passage du bus no 2 & 9 carrefours, et ceci pendant une Journée compléte du printemps 1991 et une
Journée ”équivalente” du printemps 93. Ces bus vont de la gare Matabiau & Rangueil —Facultés ou
Centre Hospitalo-Universitaire (C.H.U.) et de Rangueil —Facultés ou C.H.U.-— & la gare Matabiau
(& l'extrémité sud, le trajet se dédouble en deux branches). On décide de travailler sur les données de
1993 et, pour rendre les données homogénes, on supprime les données relatives & I’extrémité dédoublée.
On calcule & partir des horaires de passage les durées des trajets sur chacun des trongons (intervalle
entre deux carrefours oli ont été effectuées des mesures), dans un sens et dans autre. On veut étudier
la fluidité de la circulation en fonction du troncon et de I’heure de départ et pour ce faire, on effectue
'acp du tableau Y = (y!) contenant les durées de parcours sur les tron¢ons j pour les rotations i (une
rotation ¢ concerne donc deux bus partant & peu prés a la méme heure des deux extrémités du parcours).
Les longueurs en métres des 14 troncons sont les suivantes :

Matabiau-Bonrepos  Bonrepos-Strasbourg Strasbourg-Esquirol  Esquirol-J.Guesde

480 610 850 875
J.Guesde-Recollets Recollets-Rocade Rocade-Ponsan
970 1320 970
Ponsan-Rocade Rocade-Recollets Recollets-J.Guesde  J.Guesde-Esquirol
970 1320 970 875
Esquirol-Strasbourg  Strasbourg-Bonrepos Bonrepos-Matabiau
850 610 90

Le probleme posé est celui du codage et de la métrique utilisée.

L. Considérations pratiques (3pts)

(a) (1.5 pts) Si on effectue une acp réduite avec métrique identité, que vaut l'inertie totale ?
Quelle est la contribution de chaque variable & I’inertie totale? Quel avantage et inconvénient
présente ce codage? (Comparer les contributions a Iimportance des trongons mesurées par
leur longueur).

(b) (1pt) On effectue une acp non réduite avec métrique identité. On donne Figure 3.16 la repré-
sentation par des boites & pattes des distributions des variables. On donne aussi Tableau 3.14 la
matrice de variance-covariance (multipliée par 10%) et la valeur de I'inertie totale (52.002 10~1).
Quelle est la contribution relative des 2 variables les plus influentes & I’inertie totale?
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(¢) (0.5pt) Ce dernier codage semble t’il donner plus d’importance aux trajets courts ou longs?

(comparer briévement avec le codage précédent).
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Fig. 3.16 - Boxplots des durées de trajet et longueurs des trajets

. Probléme théorique (9pts): on souhaite trouver une métrique qui donne a chaque trongon une

importance qui dépende de fagon “raisonnable” de la longueur du trongon.

(a)

(1.5pt) Dans un premier temps, on utilise la métrique identité, et on suppose que deux trongons
successifs, indicés par jo et jp ont les mémes caractéristiques (longueur, encombrement,...) et
sont parcourus par chaque bus globalement & la meme vitesse. Par conséquent, les variables
“durée de parcours” x’° et xi1 gont égales. Dans une acp non-réduite, on note C(jo) + C (1)
la contribution de ces deux variables a ’inertie totale.

On réunit ces deux troncons en un seul, et la nouvelle variable x7 est donc la somme des deux
précédentes. Dans une nouvelle acp non réduite, quelle est, en fonction de C(jo) + C(51), la
contribution C(j) de cette nouvelle variable & I’inertie totale? Cleci confirme t’il la réponse
donnée & la question lc?

(5.5pts) On suppose qu’un trajet homogéne de longueur l; est découpé en deux parties de
longueurs [jo et [;1 et on note ay et a; deux nombres positifs tels que ljo = aolj et ljy = ailj (on
a donc ag+a; = 1). La variable %/ donnant la durée de parcours sur le trongon j, ’homogénéité
du trajet implique que la durée des parcours des trongons jo et j1 est respectivement %30 = aox?!
et x/1 = a1x/. On cherche a faire une acp non-réduite avec une métrique M = diag(m;,j =
1,p) qui ait comme propriété de ne pas modifier les résultats de l’acp si on regroupe des
variables proportionnelles. Ainsi on ne fait pas dépendre les contribution des variables du
découpage du trajet : I'expérimentateur peut définir son découpage en recherchant des segments
homogénes, sans se soucier de leurs longueurs.

On note m; ’élément (j,j) de la métrique M avant découpage et mj, et m;, les éléments
(jo,Jo) et (j1,j1) de la nouvelle matrice M aprés découpage. Les autres éléments de M et les
autres variables sont inchangées. Dans la suite, on suppose que les variables ont été centrées.

i. L’espace des variables R™ étant muni de la métrique des poids, donnez le critere de l'acp
caractérisant les sous-espaces principaux Wy de l'espace des variables (dim(Wy) = k) par
Iintermédiaire des opérateurs de projection orthogonale dans R™ d’image W}, (on notera
un tel projecteur Pr). On exprimera le critére en fonction du tableau X des données
centrées, puis comme une somme de termes dus A chaque variable (c’est cette derniere
forme qui sera utilisée par la suite).
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1i. On suppose que la métrique M est définie par l'intermédiaire d’une fonction f définie sur
R™et a valeurs positives par _
m; = f(x’)
(élément m; de la métrique M est une fonction de la variable x/ de méme indice). Montrer
qu’une condition de I'invariance du critére par découpage du troncon j s’écrit :

(@) flaox?) + (a1)* f(enx?) = f(x7).

Comme cette propriété doit étre vraie quelque soit la variable x/ considérée, et quelque
soit le découpage, elle s’écrit encore :

(0)?f(ox) + (a1)” f(e1x) = f(x) Vx € R®, Vag >0, Val >0 ag+ay = 1.

lii. Montrer que les fonctions réelles positives f définie sur R” telles que f(ax) = (1/a) f(x) (a >
0) sont solutions (on peut montrer que c’est une condition nécessaire et suffisante, sous
des conditions de continuité, mais cela n’est pas demandé). En particulier vérifier qu’on
peut prendre f(x) = 1/0(x) avec ox écart-type de x. On appelle une telle acp “acp
semi-réduite”.

iv. Quelles sont les invariances que 1’on peut déduire de I'invariance du critére de acp?

(¢c) (2pts) On donne une représentation d’un biplot issu de ’acp semi-réduite de ce tableau, apres
une répartition des individus (ou rotations) en classes. Et on donne aussi la répartition des
horaires de départ par classe. Effectuer une bréve interprétation de ces graphes.
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Fia. 3.17 - Biplot isométrique-ligne avec classes d’individus et distribution des heures de départ par
classe
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Chapitre 4

Analyse factorielle des
correspondances

4.1 Présentation des données
Un tableau de données qualitatives (ou catégorielles) se présente sous la forme:

- d’un tableau individus variables dans lequel les variables sont codées par des entiers “de 1 4 k” (k =
nombre de modalités) ou en alphanumérique (par exemple, pour la variable SEXE, “m” et “t7),

d’un tableau de contingence (cas de deux variables),

ou d’un tableau de Burt (cas de plus de deux variables).

Tableau individus variables

C’est un tableau présenté sous la forme usuelle, ayant a I'intersection de la ligne i et de la colonne
J, la catégorie prise par la variable j pour Iindividu i. On donne, Tableau 4.1, une partie d’un tableau
individus x variables !, donnant pour 27 races de chien 7 caractéristiques:

taille (-, +, ++),

poids (-, +, ++),

vélocité (-, +, ++),

intelligence (-, +, ++),

affection (-, +),

agressivité (-, +),

fonction (compagnie, chasse, garde)

Tableau d’indicatrices

C’est un tableau constitué en colonnes des indicatrices des modalités de p variables qualitatives. Il a
autant de lignes que d’individus et un nombre de colonnes égal au nombre total de modalités de I’ensemble
des variables. Il a la propriété d’avoir comme somme des éléments d’une quelconque de ses lignes le nombre
p de variables qualitatives. On donne tableau 4.2 un exemple de tableau d’indicatrices.

' Données communiquées par M. Tennenhaus & G. Saporta et se trouvant dans Saporta (Probabilités, Analyse des Données
et Sta- tistique, Technip 1990)

71
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Tail | Poid | Velo | Inte | Affe [ Agre | Fonc
Bern 3 2 3 3 2 2 3
Bsst 1 1 1 1 1 2 2
BrgA || 3 2 3 3 2 2 3
Boxr 2 2 2 2 2 2 1
Bldg 1 1 1 2 2 1 1
BlMs 3 3 1 3 1 2 3
Cnch 1 1 2 3 2 1 1
Chhh 1 1 1 1 2 1 1
Pkns 1 1 1 1 2 1 1
Pntr 3 2 3 3 1 1 2
StBn 3 3 1 2 1 2 3
Sttr 3 2 3 2 i § 1 2
Tckl 1 1 1 2 2 1 1
TrNv 3 3 1 2 1 1 3

Tab. 4.1 - Un exemple de tableau individus x variables

Taill | Tail2 | Tail3

Poidl | Poid2 | Poid3 | Velol Velo2 | Velo3

Bern 0
Bsst 1
BrgA 0
Boxr 0
Bldg 1
BIMs 0
Cnch 1
Chhh 1
Cckr 0
Clly 0
Dlmt 0
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TaB. 4.2 - Un exemple de tableau de d’indicatrices pour trois variables qualitatives
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Tableau de contingence

On peut résumer la liaison entre deux variables par un tableau de contingence. Ainsi la liaison Taille x
Poids est décrite dans le tableau 4.3 qui montre qu’il y a 7 races de faible taille et de faible poids, 10 de
grande taille et de poids moyen, etc..

Poid- | Poid+ | Poid++
Tail- 7 (0] 0
Tail4 1 4 0
Tail++ 0 10 5

TaB. 4.3 - Un exemple de tableau de contingence

Un exemple de table de contingence d’assez grandes dimensions est donné Tableau 4.5.

Notations On désigne par N la table de contingence, I et J le nombre de lignes et de colonnes de N,
I=A1l;..., I} st T = {1,.. ., J} les ensembles indicant les lignes et les colonnes de N, et par n;; ’élément
(7,7) de N. On note enfin

ng =D ier Mij ni =5 Mg,
n= Zie] ZjeJ N5
fij =nij/n F = (fij)ier,jes

Tableau de Burt

C’est une ”super matrice” dont ’élément (J, k) est le tableau de contingence croisant les variables
qualitatives j et k. On donne tableau 4.4 le tableau de Burt croisant les 4 premiéres variables du tableau
1.1. Remarquons qu’un tableau de Burt ne permet d’analyser que les liaisons deux & deux entre les
variables (on peut estimer la probabilité de ’événement (X =1iet Y =j), mais pas celle de I’événement
(X=ietY =jet Z=k))

l Taill  Tail2 Tail3 | Poidl DPoid2 Poid3 | Velol  Velo2  Velo3 Intel Inte2 Inte3
Taill T 0 0 7 0 0 5 2 0 3 3 1
Tail2 0 5 0 1 4 0 1 4 0 0 4 1
Tail3 0 0 15 0 10 5 4 2 9 5 5 5
Poid1 7 1 0 8 0 0 6 2 0 3 4 1
Poid2 0 4 10 0 14 0 0 6 8 3 6 5
Poid3 0 0 5 0 0 5 4 0 1 2 2 1
Velol 5 1 4 6 0 4 10 0 0 4 5 1
Velo2 2 4 2 2 6 0 0 8 0 1 5 2
Velo3 0 0 9 0 8 1 0 0 9 3 2 4
Intel 3 0 5 3 3 2 4 1 3 8 0 0
Inte2 3 4 5 4 6 2 5 5 2 0 12 0
Inte3 1 1 5 1 5 1 1 2 4 0 0 7

TaB. 4.4 - Tableau de Burt sur les quatre premiéres variables

Propriété On remarque que si Z est le tableau d’indicatrices de p variables, B le tableau de Burt de
ces memes variables, alors B = 7'7.
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4.2 Notion de liaison entre variables qualitatives

Avant d’étudier I’analyse des correspondances qui nous permettra d’analyser les liaisons entre deux
variables catégorielles, nous présentons la notion de liaison entre variables qualitatives. Cette notion utilise
les mémes notions probabilistes de “non indépendance” que celles utilisées dans le cadre quantitatif.

4.2.1 Définition

On dit que deux variables sont lices si la connaissance de la valeur de Uune d’entre elles pour un
individu modifie la distribution attendue de autre.

dro sci let med pha iut
age | 4814 8941 8719 1583 959 558
oua 463 1118 1224 153 33 83
ind 3610 2608 3365 1634 728 110
art 2870 5091 5966 1583 562 261
gco 2777 2608 3212 1736 794 136
pco 4444 6209 7954 2655 1125 313
lib 9813 7823 9637 8985 3143 120
ing 4444 8195 7648 3880 1307 151
adm 14071 13535 | 18050 7147 2134 235
mes 833 993 1071 817 182 21
mso 555 621 765 357 66 16
tec 2129 3974 4436 1021 298 235
cam 7776 10058 | 13308 3931 1125 407
ins 1666 5464 6425 1481 579 141
emb 5184 8071 10861 2399 529 0
con 1481 2856 3059 613 132 177
ous 2314 4098 4436 766 182 516
min 278 869 918 153 17 3t
mar 185 373 306 51 0 21
man 741 1863 1989 255 33 83
ser 741 993 1377 204 33 63
arm 2592 3104 3671 817 198 136

TaB. 4.5 - Origine socio-professionnelle des étudiants francais: effectifs

Exemple: On donne (cf. Tableau 4.5) le tableau donnant la répartition des catégories socio-professionnelles
(C.S.P.) des parents en fonction des études supérieures suivies par leurs enfants, ainsi que la signification
des identificateurs de lignes et de colonnes:
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dro sci let med pha iut Tot
age 18.8 35.0 34.1 6.2 3.7 2.2 100
oua 15.1 36.4 39.8 5.0 1.1 2.7 100
ind 29.9 21.6 27.9 13.6 6.0 0.9 100
art 17.6 31.2 36.5 9.7 3.4 1.6 100
gco 24.7 23.2 28.5 15.4 7.0 1.2 100
pco 19.6 27.4 35.0 11.7 5.0 1.4 100
lib 24.8 19.8 24.4 22.7 8.0 0.3 100
ing 17.3 32.0 29.8 15.1 5.1 0.6 100
adm 25.5 24.5 32/7 13.0 3.9 0.4 100
mes 213 25.4 27.3 20.9 4.6 0.5 100
mso 23:3 26.1 32.1 15.0 2.8 0.7 100

tec 17.6 32.9 36.7 8.4 2.5 1.9 | 100
cam 21.2 27.5 36.4 10.7 3.1 1.1 | 100
ins 10.6 34.7 40.8 9.4 3.7 0.9 | 100

emb 19.2 29.8 40.2 8.9 2.0 0.0 | 100
con 17.8 34.3 36.8 7.4 1.6 2.1 | 100
ous 18.8 33.3 36.0 6.2 1.5 4.2 | 100
min 12.2 38.2 40.4 6.7 0.7 1.6 | 100
mar 19.8 39.9 32.7 5.4 0.0 2.2 | 100
man 14.9 37.5 40.1 5.1 0.7 1.7 | 100
ser 21.7 29.1 40.4 6.0 1.0 1.8 | 100
arm 24.6 29.5 34.9 7.8 1.9 1.3 | 100
Tot 21.0 28.3 33.7 12.0 4.0 1.1 | 100

TAB. 4.6 - Origine socio-professionnelle des étudiants francais: pourcentages lignes

age Agriculteurs exploitants
oua Ouvrier agricole

ind Industriel

art Artisan

gco Moyen et gros commergant
pco Petit commergant

lib Profession libérale

ing Ingénieur

adm  Cadre de 'administration
mes Profession médicale et salariée
mso Profession médicale et sociale

tec Technicien

cam  Cadre administratif moyen
ins Instituteur

emb  Employés de bureau

con Contremaitre

ous Ouvrier spécialisé

min Mineur

mar Peécheur

man  Manoeuvre

ser Personnel de service
arm Armée , Police

dro Droit
sci Sciences
let Lettres

med  Medecine
pha  Pharmacie
T 1T

Si le fait de connaitre la profession du pére d’un étudiant donne une information (non déterministe)
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sur ses probabilités de faire tel ou tel type d’étude, alors ces deux variables sont dites liées. Avant de
connaitre l'origine socio-professionnelle d’un étudiant, la probabilité de faire tel ou tel type d’études est
celle de I’ensemble de la population étudiante (derniére ligne du tableau 4.6). Une fois I'information de
I’origine connue, la distribution attendue est celle définie par le profil ligne associé.

Donc, en ce qui concerne la «yraie” distribution de probabilité (inconnue mais dont une estimation
nous est donnée par les fréquences relatives observées) la non liaison équivaut a 1’égalité de tous les profils
lignes entre eux. Si tous les profils lignes sont égaux entre eux, toutes les lignes sont proportionnelles et
donc aussi proportionnelles & la marge ligne. Donec tous les profils lignes sont égaux au profil marginal
ligne (situé dans la derniere ligne du tableau 4.5). On en déduit que, pour tout indices i et j:

Pr(j | i) = Pr(j),

ce qui donne les écritures équivalentes suivantes:

Pr(i et §)/ Pr(i) = Pr(j),

Pr(i et j) = Pr(i) Pr(j),

Pr(i et j)/ Pr(i)Pr(j) = L.

Un tableau de contingence associé & deux variables liées est donc un tableau ou, pour certains couples

(i,7), Pr(i et j)/ Pr(i) Pr(j) s’écarte significativement de 1.
4.2.2 Une mesure globale de la liaison

Méme si la probabilité théorique vérifie la propriété d’indépendance, une probabilité observée, calculée
sur un échantillon tiré suivant cette loi, ne vérifiera pas exactement les conditions d’indépendance. On
sait que sous I’hypothese d’indépendance, la quantité:

) Ny — 2t !

i,J &

suit une loi du 2 & (p — 1)(¢ — 1) degrés de liberté (avec p et ¢ nombre de modalités des variables). En
utilisant les fréquences f;j, estimateurs des probabilités Pr(i et j), cette quantité, qui s’écrit encore:

fii 2
9 _ E: ra ij
v r fids (fi.f.j 1) ’

s’interprete comme une mesure de distance de la distribution observée a I’indépendance:

Si le x? est grand, on rejette ’hypothése d’indépendance et on conclue qu’il y a liaison, due a des
écarts significatifs entre fij[(fif;) et 1 pour au moins certains couples (i, j).

Si le y? est petit, on accepte ’hypothese de non liaison, et il n’y a rien & expliquer.

Dans I’hypothése ol une liaison a été détectée, I'analyse des correspondances a pour but de décrire et
résumer la liaison entre les deux variables. Elle réalise des approximations graphiques de la matrice dont

’élément (i,7) est fi; /(fifj)-

4.3 L’Analyse (Factorielle ) des Correspondances (AFC)

Dérivée de I’analyse en composantes principales, I’analyse des correspondances traite de variables qua-
litatives. Elle a pour but de résumer et de décrire les liaisons existantes entre deux variables qualitatives.
Elle permet de mettre en évidence les “attirances” et les “répulsions” entre catégories 7 et j.
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4.3.1 Généralités et notations

Les observations de ces deux variables sont comptabilisées dans une table de contingence N = (n;;).
On utilise les notations précédentes, et on note respectivement F' = 1/nN le tableau des fréquences,
Dy = diag(f;.,i€ I)et Dy = diag(f;,j € J) les matrices diagonale des poids des lignes et des poids des
colonnes.

L’étude d’une table de contingence se fait usuellement par I'intermédiaire de ’étude de ses profils
lignes ou de ses profils colonnes. L’hypothése nulle, ou hypothése de référence & laquelle ont confronte
implicitement les données est I’hypothése d’indépendance: on compare le profil ligne au profil marginal
ligne, soit, fi; /fi. & f; (pour j € J) et le profil colonne au profil marginal colonne, soit fi; /f; a fi (pour
i € I) et on étudie les écarts les plus significatifs entre ces quantités.

D’une facon analogue, on définit généralement ’AFc comme une double ACP, la premiére permettant
de comparer les profils lignes entre eux et relativement au profil marginal ligne, la seconde permettant
de faire I’analyse symétrique sur les profils colonne.

4.3.2 Définition de I’AFC

L’Arc d’une table de contingence s’obtient en réalisant les analyses suivantes :

~ L’AcP du tableau des profils lignes, affecté de poids proportionnels aux effectifs des lignes et muni
de la distance, appelée distance du y?, définie par la matrice DJ_I.

~ L’AcP obtenue symétriquement sur le tableau des profils colonnes, affecté de poids proportionnels

aux effectifs des colonnes et muni de la distance du y?, définie par la matrice D;l.

4.3.3 Mises en ceuvre pratique

Remarquons tout d’abord que le vecteur barycentre de cette premiére ACP est le profil marginal ligne.
En effet, f; = >, fi.(fij/fi). Ce profil moyen joue le role de profil de référence des profils lignes (la
J-leme coordonée du vecteur ligne centré est fij/fi.— f;). On peut faire la remarque symétrique pour la
deuxiéme analyse.

Techniquement, partant de la table de fréquences F, on est donc amené & calculer:

- le tableau des profils lignes D; ' F. Une ligne y; de ce tableau a pour coordonnées (f;;/fi.,j € J).
- le barycentre des lignes g7, de coordonnées (fj,J € J) et qui est le profil marginal ligne.
Le tableau centré X, d’éléments zi; égal & fi; /fi — fi

La métrique dans ’espace des individus définie par M = D;l et la métrique des poids de ’espace
des variables D = Dy.

On réalise ensuite la Dvs de X, qui s’écrit:

.
Fiilfi = £5 = Auiv, (1.1)

s=1
les vecteurs u, = (uj,,i € I) étant D; orthonormés, et les vecteurs v, = (vj,,J € J) étant D7t

orthonormés.
L’acP symétrique sur les profils colonnes, disposés en lignes (pour satisfaire & la convention qui place les
individus en ligne) donne lieu & la décomposition aux valeurs singulieres:
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,
Fiilfi— i =) Hsvisuis (1.2)

s=1
les vecteurs v, = (vjs,j € J) étant Dy orthonormés, et les vecteurs u} = (uj,,t € I) étant D;t

orthonormés. Dans cette écriture, exceptionnellement, i est 'indice de colonne et j I'indice de ligne.

4.3.4 Propriétés

Inertie totale

Les inerties totales des deux analyses sont égales entre elles et ont pour valeur le ®* de Pearson de la
table de contingence, soit encore le y? de cette table divisée par n:

{3
q)‘" Z fi fj !

i,J

On en déduit que les contributions des lignes et des colonnes ne dépendent pas de I’analyse choisie.

Relation entre les deux analyses

On va montrer que ’on passe facilement des résultats de 'une a ceux de 'autre. En effet, partant de
I’équation (4.1), et multipliant I’équation par f; /f;, on obtient:

.
1
fislfi=Fi =3 A fi.uisrv;, (4.3)
g=1 J
En posant ps = As, U, = fi uis et vjs = —1—_1,»]'-‘3, on obtient la DVs de la seconde ACP (car les vecteurs
-3

obtenus vérifient les bonnes conditions d’orthonormalité). On en déduit que ces deux DVS ont memes
valeurs singulieres non nulles. De plus, on passe facilement de la s-iéme composante principale (ou facteur
non réduit d’une analyse (vecteur de R/ de coordonnées A,u;s) a la s-ieme composante principale de
’autre analyse (vecteur de R’ de coordonnées A v;, en utilisant les formules de transition.

Formules de transition

Elles s’écrivent ici:

1 fij
/\.svjs = *Zfi{()‘auis)

= 3, fiu (4.4)

Asis = _‘fA.s'Ujs

= Y, (15)



4.3. L’ANALYSE (FACTORIELLE ) DES CORRESPONDANCES (AFC) 79

Propriétés barycentriques

On note A, = diag(As,s = 1,...,7), My et M’ les nuages dont les marqueurs 7 ont respectivement
pour coordonnées sur I’axe s A u;, et u;,. Le nuage M'; est le transformé de M par la transformation
de matrice A7'). On donne des définitions analogues pour les marqueurs des colonnes: M est ’ensemble
des points de coordonnées Avj,, et un point j de M’; a pour coordonnées vjs,s = 1,...,r. On déduit
de I’équation (4.4) la propriété barycentrique suivante :

Chaque marqueur j de My est au barycentre du nuage M’y pour le systéme de poids {fij/fj, i € I}.
De méme, si on représente simultanément les nuages M; et M’ on déduit de I’équation (4.5) que chaque
point i du nuage My est au barycentre du nuage M’y pour le systéme de poids {fij/fi, i€ T}

Ces relations barycentriques sont a la base des représentations barycentriques, et par extension de la
représentation simultanée de I’AFc (les formes des nuages sont approximativement conservées quand on
passe par exemple de My a M’y).

4.3.5 Les représentations usuelles de I’AFc

En résumé, on en déduit trois représentations:

La représentation simultanée

Il s’agit de la représentation sur un méme graphe des nuages M et M. Dans cette représentation,
aucun point d’un nuage n’est le barycentre des points de ’autre nuage pour un certain systéme de poids.

Représentations barycentriques

Les représentations barycentriques de I’analyse des correspondances sont obtenues en
En représentant simultanément les nuages My et M';.
En représentant simultanément les nuages M et M';).

On verra que ces représentations sont les deux représentations classiques du biplot. Elles sont en
général peu utilisées sous cette forme, car les valeurs singuliéres étant souvent petites devant 1, le nuage
des barycentres est concentré autour du barycentre global, ce qui rend difficile I’interprétation.

Remarque On raisonne ici directement dans I’espace R*. Les représentations seront effectuées dans
des plans de R* (par exemple, plan 1-2, plan 1-3, etc.). Mais les représentions barycentriques restent
vraies dans ces sous-espaces, puisqu’elles se conservent par projection.

4.3.6 Autres propriétés

L. Unicité des contributions et indices de qualité: on a vu que les contributions des lignes ¢
de la premiéres ACP sont égales aux contributions des “colonnes” i de la seconde. Il n’y a en fait
qu’une meme décomposition aux valeurs singuliéres sous-jacente. On présente § 4.4.1 PAFC comme
une ACP unique. Cette identité se prolonge au niveau de I’ensemble des contributions relatives et
indices de qualité définis en AcCP.

2. L’équivalence distributionnelle On ne change pas les résultats d’une AFC en remplagant deux
lignes ou deux colonnes proportionnelles par leur somme. Cette propriété est trés importante. C’est
une propriété de stabilité de I’analyse en cas de variations dans le processus de catégorisation.

Dans '’exemple de I’étude de la liaison entre type d’étude et profession des parents, la définition des
catégories socio-économiques est assez arbitraire. Par exemple, il est possible soit de subdiviser la
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catégorie “ouvrier” en de nombreuses sous-catégories (comme c’est le cas dans notre exemple) soit
de regrouper ces sous-catégories en une seule catégorie “ouvrier”. Cette propriété nous assure que
si le comportement face aux études des enfants des différentes sous-catégories est identique, le fait
de diviser ou non cette catégorie n’aura pas d’influence sur I’analyse. On a une propriété identique
concernant les types d’étude: la division de “Droit Sciences-éco” en deux types d’études “Droit”
et “Sciences-éco” ne change pas les résultats de ’analyse si ces deux types d’études ont le méme
recrutement.

4.3.7 Interprétation

On effectue sur la représentation simultanée les interprétations suivantes:

[’analyse de proximité des lignes: quels sont les profils lignes qui se ressemblent, quels sont ceux
qui sont éloignés deux a deux? Deux profils lignes semblables sont associées 4 des modalités 7 et
i qui “s’associent de la méme facon & J (Pr(i|j) ~ Pr(d'|j) pour tout ). Le barycentre, origine
des axes, représente le profil marginal ligne. Un point proche du barycentre s’assocle a J comme
I’ensemble de la population (on a Pr[jli] = Pr[j]).

L’analyse symétrique des proximités des colonnes.

L’analyse simultanée, qui utilise les propriétés barycentriques. Elle tient compte du fait que la
transformation A7! ne consiste qu’a éloigner les points du barycentre, en restant dans le meme
cadran. Dans le plan 1 — 2, la transformation est proche d’une homotéthie si Ay ~ Ag. On dit que
deur marqueurs i et j quiv s’éloignent du barycentre dans la méme direction ont tendance a étre
associés positivement (Pr[jli] > Pr[j]); deuz marqueurs i et j qui s’éloignent du barycentre dans
une direction opposée ont tendance @ étre associés négativement (Pr[jli] < Prlj]).

On utilise ensuite les coefficients de qualité (cosinus carré) et les contributions comme en ACP : quels
sont les catégories i et j bien représentées? Quelles sont celles qui ont une forte influence globale ou une
forte influence sur tel ou tel facteur?

4.4 Arc et biplot
4.4.1 Une définition équivalente de I’AFC
On peut présenter I’AFC comme [’ACP unique suivante :
Acp effectuée sur le tableau d’éléments fij/(fi,f,j),
Poids des lignes égaux a fi ,i € I,
Métrique définie par la matrice Dy.

Clette ACP méne a la DVS suivante:
.
Fil (Fifi) = 1= Asttisvjs
=1

les familles de vecteurs {u,,s = 1,...,r} et {vg,s=1,..., r} étant respectivement orthonormés au sens
de Dy et Dy.
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4.4.2 Propriétés

1. On passe facilement de cette DVS aux deux précédentes par multiplication par f; ou f; (les notations
utilisées sont cohérentes avec les précédentes).

2. On retrouve encore les mémes contributions et les mémes coefficients de qualité.

3. Le biplot isométrique ligne est la premiére représentation barycentrique (nuages My et M;'); le
biplot isométrique-colonne est la seconde représentation barycentrique (voir un exemple Figures 4.3
et 4.4).

4. Les valeurs approchées lisibles sur ces biplots sont les approximations de faible rang de f;; /(fi.f;)-
La quantité f;; /(fi.f;) est une estimation du taux Pr[i|j]/Pr[i] (ou du rapport obtenu symétri-
quement par permutation de 7 et j) qui mesure ’apport de la connaissance de j sur I'occurrence de
i. Ainsi, si i est la catégorie “profession libérale” et si j est la catégorie “médecine”, un rapport de
1.1 signifie que, par rapport & I’ensemble de la population, un enfant de profession libérale a 10%
de plus de chances de faire médecine. Un rapport de 2 signifie que le surplus de chance est de 100%.
Un rapport de 0.6 signifie que les chances sont de 40% inférieures & celles d’un étudiant voisin.

Remarque Du dernier point ci-dessus, on peut voir qu’il sera plus facile d’avoir des représentations de
points excentriques (loin du barycentre) avec des catégories de petite taille: un tel taux peut atteindre
5 avec de petites catégories (ex: fréquence dans I’ensemble de la population: 1%, fréquence dans la
catégorie : 5%). Pour une catégorie trés présente (par exemple 30% dans la population) on ne pourra
avoir qu’un taux plus faible (par exemple 1.5 si la fréquence dans une catégorie donnée monte a 45%, ce
qui fait déja un écart considérable).

4.4.3 Le biplot gradué associé aux deux Acp de la définition initiale

Le biplot associé aux premiéres ACP permet d’obtenir des approximations de faible rang des tableaux
des profils lignes ou des profils colonnes centrés. Le biplots permettent donc une lecture graphique appro-
chée de f;;/fi. — fj, quantité qui multipliée par 100 donne I’écart entre le pourcentage dans la catégorie
et le pourcentage dans la population. Le biplot calibré, qui permet de lire les valeurs approchées “dé-
centrées”, va nous permettre une lecture directe du pourcentage observé approché des catégories j dans
la catégorie i. Dans Splus, cette lecture est possible en utilisant la fonction gabriel sur les résultats de
la fonction afc1, qui réalise la premiére AcP. La seconde est obtenue avec la méme fonction, mais avec
’option prow=F. On donne figure 4.1 un biplot de gabriel associé & I’exemple du paragraphe suivant. On
voit que, en approximation de rang 2, le pourcentage d’étudiants faisant médecine est de 23% chez les
professions libérale, mais n’est que de 5% chez les marins, personnels de service, ouvriers spécialisés. Le
pourcentage d’étudiants faisant pharmacie varie de 1% (marins, personnels de service, ouvriers) a pres de
9% (professions libérales). Par contre 40% des enfants d’ouvrier font des lettres, alors que seulement 25%
des enfants de professions libérales suivent cette filiere. On peut comparer ces valeurs a celles figurant
dans la tableau 4.6.

4.5 Etude de la liaison entre études suivies et catégories socio-
économiques

Nous donnons pour terminer les résultats d’une analyse des correspondances effectuées sur le tableau
4.5.

Pourcentage d’inertie expliquée
f1 £2 f3 f4 f£5 tot
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Fic. 4.1 - Biplot gradué: pourcentage, par catégorie sociale, d’étudiants faisant des études en

inertie exp 75 12 9 2 2 100
inertie cum 75 87 96 98 100 100
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Variables
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Fia. 4.2 - Représentation simultanée sur graphiques disjoints
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Fia. 4.4 - Biplot isométrique colonne

f1 2 3 f4 5 f>5 | TOT
age 731 10 161 96 2 0 1000
oua 957 8 25 9 0 0 1000
ind 615 264 71 49 2 0 1000
art 870 97 7 3 23 0 1000
gco 821 0 119 25 35 0 1000
pco 3 171 85 7 734 0 1000
lib 976 19 3 2 0 0 1000
ing 134 704 17 22 123 0 1000
adm 437 484 73 0 6 0 1000
mes 740 82 4 100 73 0 1000
mso 355 113 82 258 191 0 1000
tec 945 18 27 10 1 0 1000
cam 441 314 92 102 52 0 1000
ins 498 361 108 0 32 0 1000
emb 416 36 547 0 0 0 1000
con 941 1 27 11 19 0 1000
ous 606 3 341 50 0 0 1000
min 883 76 19 10 12 0 1000
mar 745 5 43 1 207 0 1000
man 969 9 8 1 13 0 1000
ser 741 223 0 27 9 0 1000
arm 415 526 3 4 53 0 1000
TOT 753 115 95 20 18 0 1000

TaB. 4.7 - Contributions des facteurs a I’explication des C.S.P.
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f1 2 3 f4 5 f>5 TOT
age 731 741 902 998 | 1000 | 1000 1000
oua 957 965 991 1000 | 1000 | 1000 1000
ind 615 879 950 998 | 1000 | 1000 1000
art 870 968 974 977 | 1000 | 1000 1000
gco 821 821 940 965 | 1000 | 1000 1000
pco 3 174 259 266 | 1000 | 1000 1000
lib 976 995 998 | 1000 | 1000 | 1000 1000
ing 134 838 855 877 | 1000 | 1000 1000
adm 437 921 994 994 | 1000 | 1000 1000
mes 740 822 827 927 | 1000 | 1000 1000
mso 355 468 551 809 | 1000 | 1000 1000
tec 945 962 989 999 | 1000 | 1000 1000
cam 441 755 847 948 | 1000 | 1000 1000
ins 498 859 968 968 | 1000 | 1000 1000
emb 416 452 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 1000
con 941 942 969 981 | 1000 | 1000 1000
ous 606 609 950 | 1000 | 1000 | 1000 1000
min 883 959 978 988 | 1000 | 1000 1000
mar 745 749 793 793 | 1000 | 1000 1000
man 969 978 987 987 | 1000 | 1000 1000
ser 741 964 964 991 | 1000 | 1000 1000
arm 415 941 943 947 | 1000 | 1000 1000
TOT 753 868 963 982 | 1000 | 1000 1000

TaB. 4.8 - Qualité de la représentation des lignes par les sous-espaces principaux

f1 2 f3 f4 5 f>5 TOT
age 67 6 118 337 7 5 69
oua 25 1 5 9 0 15 20
ind 35 99 32 106 4 19 43
art 17 12 1 2 19 104 14
gco 33 0 37 38 60 5 30
pco 0 8 5 2 217 103 5
lib 479 61 12 40 1 0 370
ing 6 213 6 38 246 161 35
adm 30 217 40 1 18 1 52
mes 15 11 1 78 65 34 16
mso 1 2 2 26 22 33 2
tec 28 3 6 11 2 12 22
cam 6 28 10 53 31 134 10
ins 43 204 74 2 119 286 65
emb 32 18 329 0 1 8 57
con 31 0 7 14 28 0 25
ous 68 2 304 214 0 12 85
min 17 10 3 7 10 4 15
mar 6 0 3 0 71 19 6
man 39 2 3 1 22 3 31
ser 12 23 0 16 6 18 12
arm 9 78 1 3 51 23 17
TOT 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 1000 |

TaB. 4.9 - Contribution des lignes aux facteurs et a I'inertie totale



CHAPITRE 4. ANALYSE FACTORIELLE DES CORRESPONDANCES

f1 2 3 f4 5 f>5 | TOT
dro 478 489 23 4 5 0 1000
sci 830 118 2 14 36 0 1000
let 805 8 125 11 52 0 1000
med 932 46 2 18 2 0 1000
pha 808 85 33 46 29 0 1000
iut 376 2 594 23 4 0 1000
TOT 753 115 95 20 18 0 1000

TaB. 4.10 - Qualité de représentation des colonnes par les facteurs

f1 f2 3 f4 5 f>5 TOT
dro 478 967 991 995 | 1000 | 1000 1000
sci 830 948 950 964 | 1000 | 1000 1000
let 805 812 937 948 | 1000 | 1000 1000
med 932 978 979 998 | 1000 | 1000 1000
pha 808 892 925 971 | 1000 | 1000 1000
iut 376 378 972 996 | 1000 | 1000 1000
TOT 753 868 963 982 | 1000 | 1000 1000

TaB. 4.11 - Qualité de représentation des colonnes par les sous-espaces principaux des variables

f1 2 3 f4 f5 f>5 TOT
dro 89 596 35 31 40 210 140
sci 161 150 3 102 302 283 146
let 119 7 147 60 331 337 111
med 403 129 6 301 40 120 325
pha 168 115 55 365 256 40 157
iut 60 2 755 141 30 11 120
TOT 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 1000

TaB. 4.12 - Contribution des colonnes aux facteurs et a l’inertie totale
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4.6 Structure d’age des communes de 'agglomération toulou-
saine

On effectue I’analyse des correspondances du tableau? 2 entrées donnant la répartition de la popu-
lation en classes d’age et sexe dans les communes de I’Agglomération Toulousaine (mais dans laquelle la
population de 20 & 75 ans forme une seule classe).

Le pourcentage d’inertie expliquée par les premiers facteurs est donné Tableau 4.13.

\ f1 f2 f3 f4 f5 | tot
inertie exp 85 10 4 1 1 100
inertie cum 85 94 98 99 | 100 | 100

TaB. 4.13 - Arc Ages x Communes: pourcentages expliqués

Deux facteurs expliquent bien la liaison entre les communes et la répartition des classes d’age. On
obtient le biplot isométrique colonne donné figure 4.5.

Variables Individus
B [ESPINREEMH-EAFAGE——
SALVETAT ST GILLES
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Oa4ans LERBUR A (FENBEAUZARD
0] fGE COLONMSSIFANET-TOLOSAN
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ans FENOUILLETC M PLOBREN
6—% me%%sggﬁy IRURNE
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15a19ans -2] MR N5 N DEARIE VILLE

i K TZECWLE TOLOSANE AUZIELLE
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F1G. 4.5 - Analyse des correspondances : biplot 1 -2 (isom. colonne).

Les contributions et critéres de qualité des communes et des classes d’age/sexe sont donnés tableaux
4.14 et 4.15. Les contributions sont une mesure combinée de ’originalité du profil et de 'importance

2Source: INSEE, Etude effectuée pour ’Agence d’Urbanisme de 1'Agglomération Toulousaine
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de la commune. Ils permettent de voir que Toulouse a une trés forte contribution (ce qui est du & sa
taille et & son profil atypique). D’autres communes ont une forte contribution: Tournefeuille, et dans une
moindre mesure St Orens, La Salvetat, Plaisance du Touch. Les contributions des facteurs a I’explication
des communes indiquent quels facteurs permettent d’expliquer I'originalité des communes. Ainsi Labege
est une commune plutét moyenne, mais dont l'originalité a trait au facteur 3 (ratio 0-10ans 11-20ans
atypique). Souvent, les communes dont I’explication se fait principalement par des facteurs de rang
supérieur & 2 sont des communes proches du profil moyen (ex: Seilh).

L’analyse du biplot 1-2 (figure 4.5) montre que le premier facteur oppose les communes jeunes aux
communes agées, les classes marquant le plus le phénoméne étant les classes d’age 5-9 ans et 10-14
ans (exemple Toulouse 7,4 % de plus de 75 ans, Auzielle 1 %). Le deuxiéme facteur oppose les classes
d’age jeunes entre elles: les communes situées sur la partie positive de 'axe vertical ont une plus forte
proportion d’enfants en bas age (ex: Dremil Lafage 19 % de 0 & 9 ans), I'inverse se produisant du coté
opposé (Vigoulet Auzil 6.4 %). Enfin, I'axe 3 est fortement influencé par la catégorie ”femmes de plus
de 75 ans”, s’opposant & ”Enfants de moins de 4 ans”. Ainsi Rouffiac est une commune agée, avec peu
d’adolescents, mais qui a une classe d’age de 0-4 ans plus faible, relativement aux communes du méme
type, que celle des 5-9 ans.

Pour préciser cette interprétation, on fait une classification automatique des communes, en utilisant
la méthode de Ward, des poids proportionnels & effectif des communes, et en utilisant la distance du
Chi-deux (I’ensemble de ces choix rend cette classification automatique tout & fait cohérente avec les
”choix” de I’analyse des correspondances).

Groupe 1

AUCAMVILLE AUREVILLE BLAGHAC CLERMOET LE FORT
COLOMIERS CORNEBARRIEU CUGHAUX FENOUILLET
LAUNAGUET PECHBONNIEU PINSAGUEL PORTET SUR GARONNE

VILLEEEUVE TOLOSABE

Groupe 2

CASTANET-TOLOSAE  CASTELMAUROU DREMIL-LAFAGE GAGHAC SUR GARONEE
LEGUEVIN LESPINASSE MOETBEROH PECHABOU
PLAISANCE DU TOUCH POMPERTUZAT ST ALBAN ST LOUP CAMMAS

SALVETAT ST GILLES TOURBEFEUILLE

Groupe 3 :

BALMA MOEDONVILLE QUINT RAMOBVILLE ST AGHE
ST GENIES BELLEVUE ST JEAN UNION (L’) VIEILLE TOULOUSE
Groupe 4 :

AUZIELLE BEAUZELLE ESCALQUENS FLOURENS
FONBEAUZARD GRATENTOUR PIBRAC

Groupe 5

AUSSONEE BRAX BRUGUIERES CASTELGINEST
FROUZIES LACROIX FALGARDE  MOBTRABE ROQUES

ST ORENS DE GAMEVILLE VIGOULET AUZIL

Groupe 6 :

AUZEVILLE TOLOSANE LABEGE PIN BALMA ROUFFIAC

SEILH

Groupe 7

TOULOUSE

Les groupes de communes obtenus sont donnés ci-dessus (on a choisi une classification en 7 classes,
au vu de 'arbre hiérarchique, donné figure 4.6). On donne (figure 4.7) la représentation des classes sur le
plan factoriel 1-2 (représentation des individus dans le biplot avec cette fois le contour des classes). On
voit la parfaite séparation des classes, due & la qualité du résumé sur le plan (94% de I'inertie expliquée).



1.6. STRUCTURE D’AGE DES COMMUNES DE L’AGGLOMERATION TOULOUSAINE 89

f1 2 3 f4 f5 f>5 TOT
AUCAMVILLE 1 2 17 2 1 14 2
AUREVILLE 1 0 6 7 3 0 1
AUSSONNE 12 47 7 1 9 3 15
AUZEVILLE TOLOSANE 0 21 54 4 76 67 5
AUZIELLE 12 11 2 32 9 0 11
BALMA 4 51 0 6 106 17 9
BEAUZELLE 38 6 15 1 5 26 33
BLAGNAC 2 9 20 0 12 131 4
BRAX 3 4 2 5 62 3 3
BRUGUIERES 3 14 10 3 40 0 5
CASTANET-TOLOSAN 28 1 5 0 4 14
CASTELGINEST 12 6 12 10 6 40 11
CASTELMAUROU 5 15 49 4 22 24 8
CLERMONT LE FORT 0 0 0 2 11 12 0
COLOMIERS 34 4 51 33 3 @ 31
CORNEBARRIEU 1 3 0 0 0 15 1
CUGNAUX 8 0 0 2 27 0 7
DREMIL-LAFAGE 16 31 0 51 14 2 17
ESCALQUENS 28 0 1 6 9 1 24
FENOUILLET 2 1 2 18 10 3 2
FLOURENS 13 0 2 7 33 0 11
FONBEAUZARD 27 3 0 2 4 3 23
FFROUZINS 9 9 2 56 5 3 9
GAGNAC SUR GARONNE 5 1 1 2 21 55 5
GRATENTOUR 21 1 0 22 0 7 18
LABEGE 0 0 137 0 86 107 6
LACROIX FALGARDE 4 10 0 0 14 0 5
LAUNAGUET 5 2 1 0 0 4 5
LEGUEVIN 16 38 1 4 1 0 18
LESPINASSE 5 21 16 5 10 5 7
MONDONVILLE 0 9 0 21 5 21 1
MONTBERON 4 7 4 68 9 0 4
MONTRABE 11 12 6 2 0 1 10
PECHABOU 6 0 0 5 23 50 6
PECHBONNIEU 2 3 2 4 9 2 2
PIBRAC 42 9 113 1 26 2 41
PIN BALMA 0 6 43 32 16 0 3
PINSAGUEL 4 3 9 1 14 19 4
PLAISANCE DU TOUCH 39 73 20 1 3 0 41
POMPERTUZAT 2 1 33 1 22 3 3
PORTET SUR GARONNE 3 1 24 1 37 4 4
QUINT 4 13 i 32 2 2 6
RAMONVILLE ST AGNE 2 41 137 8 34 32 11
ROQUES 6 10 7 145 46 28 8
ROUFFIAC 1 3 79 20 10 2 4
ST ALBAN 19 11 29 91 27 42 19
ST GENIES BELLEVUE 0 11 0 2 0 3 1
ST JEAN 8 126 31 8 26 0 21
ST LOUP CAMMAS 8 12 2 142 15 1 9
ST ORENS DE GAMEVILLE 33 67 8 64 34 2 36
SALVETAT ST GILLES 40 52 11 1 0 6 39
SEILH 0 6 14 0 2 58 1
TOULOUSE 347 12 0 0 0 2 295
TOURNEFEUILLE 90 73 0 0 0 52 83
UNION (L") 4 78 0 45 20 12 11
VIEILLE TOULOUSE 1 17 i 5 3 49 3
VIGOULET AUZIL 3 29 0 11 2 30 6
VILLENEUVE TOLOSANE 5 6 4 0 9 5 5
TOT 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 1000

TaB. 4.14 - Contributions des communes aux facteurs.
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f1 2 3 f4 5 f>5 TOT
AUCAMVILLE 501 129 325 7 4 34 1000
AUREVILLE 722 0 203 54 20 1 1000
AUSSONNE 680 298 17 1 4 1 1000
AUZEVILLE TOLOSANE 20 409 401 6 105 59 1000
AUZIELLE 872 93 7 21 6 0 1000
BALMA 339 562 2 5 83 8 1000
BEAUZELLE 961 17 17 0 1 3 1000
BLAGNAC 436 221 180 0 20 143 1000
BRAX 733 114 16 11 123 4 1000
BRUGUIERES 563 293 77 4 61 0 1000
CASTANET-TOLOSAN 983 6 7 0 1 2 1000
CASTELGINEST 879 55 39 7 4 16 1000
CASTELMAUROU 532 191 238 4 20 14 1000
CLERMONT LE FORT 76 115 90 80 368 271 1000
COLOMIERS 916 14 61 8 1 1 1000
CORNEBARRIEU 709 221 8 3 1 59 1000
CUGNAUX 963 6 2 2 27 0 1000
DREMIL-LAFAGE 791 180 0 23 6 0 1000
ESCALQUENS 993 0 2 2 3 0 1000
FENOUILLET 842 28 33 60 32 5 1000
FLOURENS 967 2 7 4 20 0 1000
FONBEAUZARD 985 12 0 1 1 1 1000
FROUZINS 852 90 8 45 4 2 1000
GAGNAC SUR GARONNE 898 12 4 4 31 52 1000
GRATENTOUR 984 5 0 9 0 2 1000
LABEGE 19 4 807 0 95 75 1000
LACROIX FALGARDE 751 225 1 0 22 0 1000
LAUNAGUET 939 50 7 1 0 3 1000
LEGUEVIN 783 214 1 2 1 0 1000
LESPINASSE 623 279 80 5 10 3 1000
MONDONVILLE 146 640 1 116 26 70 1000
MONTBERON 684 153 34 114 14 0 1000
MONTRABE 866 110 22 1 0 1 1000
PECHABOU 928 0 1 7 27 38 1000
PECHBONNIEU 780 134 35 14 32 5 1000
PIBRAC 871 21 103 0 4 0 1000
PIN BALMA 12 231 620 92 44 0 1000
PINSAGUEL 812 65 78 2 22 20 1000
PLAISANCE DU TOUCH 806 175 18 0 1 0 1000
POMPERTUZAT 487 22 431 2 54 5 1000
PORTET SUR GARONNE 699 14 217 1 64 5 1000
QUINT 668 238 45 44 2 2 1000
RAMONVILLE ST AGNE 130 367 463 6 22 13 1000
ROQUES 659 118 32 136 40 16 1000
ROUFFIAC 147 74 723 36 16 2 1000
ST ALBAN 831 57 56 36 10 10 1000
ST GENIES BELLEVUE 201 776 0 13 2 8 1000
ST JEAN 328 604 56 3 9 0 1000
ST LOUP CAMMAS 730 128 8 121 12 2 1000
ST ORENS DE GAMEVILLE 786 185 8 14 7 0 1000
SALVETAT ST GILLES 859 130 10 0 0 1 1000
SEILH 1 406 390 0 12 191 1000
TOULOUSE 996 4 0 0 0 0 1000
TOURNEFEUILLE 911 86 0 0 0 3 1000
UNION (L") 278 675 0 30 12 5 1000
VIEILLE TOULOUSE 303 523 85 12 T 70 1000
VIGOULET AUZIL 464 495 1 14 3 23 1000
VILLENEUVE TOLOSANE 834 119 29 0 13 5 1000
TOT 846 98 37 8 7 4 1000

TaB. 4.15 - Contributions des facteurs a I’explication du profil des communes.
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f1 2 3 f4 5 f>5 TOT
0 a4 ans 36 446 85 369 1 13 80
5 a9 ans 257 176 46 297 102 66 239
10 a 14 ans 290 54 171 12 289 128 260
15 a 19 ans 68 239 6 230 267 118 85
20-75 78 23 120 59 11 7 73
hom 75 ans 81 27 141 22 200 508 80
fem 75 ans 191 36 431 12 131 160 183
TOT 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 1000

TaB. 4.16 - Contributions des classes & la détermination des facteurs.

f1 2 3 f4 f5 f>5 TOT
0 a4 ans 379 546 39 35 0 1 1000
5 a9 ans 907 72 7 9 3 1 1000
10 a 14 ans 945 20 24 0 8 2 1000
15 a 19 ans 672 276 3 20 22 6 1000
20-75 901 31 61 6 1 0 1000
hom 75 ans 853 33 66 2 17 28 1000
fem 75 ans 883 19 88 0 5 4 1000
TOT 846 98 37 8 7 4 1000

TaB. 4.17 - Contributions des facteurs & I’explication des profils de classe.

B f1 £2 f3 f4 f5 | £>5 [ TOT
0a 4 ans 379 | 925 | 965 | 999 | 999 | 1000 | 1000
5a 9 ans 907 | 979 | 986 | 996 | 999 | 1000 | 1000
10aldans || 945 | 965 | 990 | 990 | 998 | 1000 | 1000
15a19ans || 672 | 949 | 952 | 972 | 994 | 1000 | 1000
20-75 901 | 931 | 992 | 999 | 1000 | 1000 | 1000
hom 75 ans || 853 | 886 | 952 | 954 | 972 | 1000 | 1000
fem 75 ans || 883 | 903 | 991 | 991 | 996 | 1000 | 1000
TOT 846 | 944 | 981 | 989 | 996 | 1000 | 1000

TaB. 4.18 - Qualité de la représentation des profils de classe.
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FiG. 4.6 - Arbre hiérarchique issu de la classification des communes.
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Fi1G. 4.7 - Représentation des classes de communes sur le plan 1-2.
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La description des structures d’age des communes de ’agglomération est facilitée par la classification (on
utilise dans cette description principalement la représentation des variables de la figure 4.5 et le plan
associé des individus de la figure 4.7.

" La classe 4 contient les communes les plus jeunes, avec une représentation équilibrée des classes
d’enfants en bas age et adolescents.

Les classes 2 et b sont assez jeunes (2 1’étant un peu plus que 5). Mais la classe 5 contient une
plus forte proportion d’adolescents que la classe 2, qui elle en revanche a une plus forte proportion
d’enfants en bas age.

- Encore moins jeunes sont les classes 1 et 3 (la classe 1 ayant plus d’enfants en bas age et la classe
3 plus d’adolescents).

Enfin la classe 6 est une classe agée et la ville de Toulouse est la commune de I’agglomération de
loin la plus agée.

4.7 Interprétation d’une analyse des correspondances simple
(probléme d’examen)

Examen du magistére d’économiste statisticien, Toulouse, 1995, partie pratique.

Les données

On considére le tableau 4 3 entrées donnant le nombre d’étudiants en France par type d’étude, sexe
et profession des parents (1968-69). Les entrées sont les suivantes:

Premiére entrée : profession des parents (c.s.p., 34 items):



4.7. INTERPRETATION D’UNE ANALYSE DES CORRESPONDANCES SIMPLE (PROBLE‘ME D’EXAMEN)95

agex Agriculteurs exploitants
ouag Ouvrier agricole

indu Industriel

arti Artisan

pape Patron pécheur
mgco Moyen et gros commergant

peco Petit commergant

prli Profession libérale

rls Profession littéraire et scientifique
inge Ingénieur

cads Cadre de 'administration

prof Professeur

mesa Profession médicale et salariée
meso Profession médicale et sociale

tech Technicien

caam  Cadre administratif moyen

inst Instituteur

pidi Profession intellectuelle diverse

surv Surveillant des établissements d’enseignement

embu  Employés de burecau
emco  Employés de commerce
cnmt Contremaitre

ouqu Ouvrier qualifié

ousp Ouvrier spécialisé

mine Mineur

mape  Pécheur

mane Manoecuvre

prsr Personnel de service

arts Artiste

Clrg Clergé

arpo Armée , police

canm  Catégories non mentionnées
sspr Sans profession

ssre Sans réponse

Deuxiéme entrée: sexe
M masculin

F féminin

Troisieme entrée: type d'étude suivi
Droit Sciences Lettres Médecine Dentaire Pharmacie IUT

(Source Ministére de 1'Education Nationale).

L. (Ipt) Si on faisait une analyse des correspondances multiple de ce tableau, quelles seraient les
dimensions du tableau de Burt a construire?

2. (1pt) On construit un tableau & deux entrées en empilant verticalement les tableaux obtenus pour
chaque sexe, et ayant pour lignes les c.s.p. et pour colonne les types d’étude. On obtient un tableau
de contingence & deux entrées de 68 lignes et 7 colonnes, sur lequel on effectue une afc. Les noms des
lignes sont constitués de la lettre M ou F pour indiquer le sexe et du nom abrégé de la profession
des parents. A quelles probabilités conditionnelles méne ’étude des profils lignes de ce tableau?

(resp. colonnes?)

3. (6pts) On donne un certain nombre de résultats issus de I’afc du dernier tableau. Les interpréter en

répondant aux questions suivantes :

(a) Donner les numéros des tableaux contenant les indices de qualité de la représentation des lignes
ou des colonnes sur les sous-espaces principaux.

(b) Comment s’interpréte le premier facteur? Quel semble étre la premiere cause de choix des
études?
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(¢) Quels choix d’études opposent les deux sous-nuages visibles Figure 4.8, & droite?
(

d) Sur cette méme figure, quels choix d’études opposent les catégories situées aux deux extrémités
de chaque sous-nuage (par exemple Fprli/Fouag; Mprli/Mouag)?

(e) Par une lecture numérique du biplot, donner et interpréter les deux plus grandes valeurs
approchées lisibles sur le graphique (une étiquette est centrée sur le point qu’elle représente ;
on utilisera I’agrandissement donné Figure 4.9 ).

(f) Si on voulait étudier plus particulierement la répartition des étudiants en droit, sur quel plan
devrait-on faire cette étude?

(g) Quels précautions faut-il prendre si on arréte I'interprétation aux deux premiers facteurs?

Pourcentage de inertie expliquée
f1 £2 £3 f4 £5 tot

inertie exp 62 26 7 3 2 100

inertie cum 62 87 94 97 100 100

Colonnes Lignes
Pharmacie i
2 " Fprli Mprii
0.4 Mmes3
Fmesa
Findu
Medecine
H Dentaire
Meaodindu
Droit MClrg
0 G—lettres Mmesdiis. Minge
m@@o
MarpdVipape
' Mei léa i Msurv
-1 Minst ech
Sciences Menmi
MRigbe
Mouddagex
-4 -0.4 mﬂnﬁw‘)usp
uT 0.4 Mouag
-2 0 1 2 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6

Fic. 4.8 - Biplot isométrique-ligne (axes 1 et 2)
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Lignes
Fprli Mpii
0.4 Mmesa3
Fmesa
Findu
Fmgco
0.2 Farts Fcads Mm d
FpigiFinge Mcads' "o
FFegnﬁﬁéstﬂprape MClrg
pr .
Fars, - Mm%'&, Minge
0.0 Firss hm
L ' 0
"R MApre
ousPagex MarpoMpape
| Fmane . Me ch:anm Msurv
-0.2 Fouag Minst  “mMtech
Marti
Mcnmt
Mrishe
Mouddagex
-0.4 N f‘T/mnfe?qvlousp
Mouag
-0.6
-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6
1

FiG. 4.9 - Biplot isométrique-ligne (axes 1 et 2): individus seuls (agrandissement)
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7

Lignes

Mprli
2] Mmesa

Fic. 4.10 - Biplot isométrique-colonne (axes 1 et 2)

Colonnes
Pharmacie
0.4
0.2 MedeB’entalre
Droit
0. ettres
-0.2
Sciences
-04
-0.6 uT
-04 -02 00 02 04 06
1
Colonnes
11 Medesiee
Sciepgfifes
0 Droit
_1-
-2
_31
T
-44 Pharmacie
-2 -1 0 1 2
3

Lignes
0.
Cirg
Mmesa
0.2 FCirg ,':__,B ,
Minst Merof ' :
0.0 Moo s
) 2105 MinduMssr arp
i i ,_.," Fssre
0.3 FMpuag T
FsumMsurv
-0.2 0.0 0.2
3

Fic. 4.11 - Biplot isométrique-ligne (axes 3 et 4)
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f1 f2 3 f4 5 Axes >5 | TOT
Magex 209 711 14 62 0 4 1000
Mouag 21 853 21 91 13 0 1000
Mindu 810 87 72 10 20 0 1000
Marti 458 429 36 48 27 2 1000
Mpape 667 56 56 3 117 101 1000
Mmgco 778 143 7 35 27 10 1000
Mpeco 840 13 45 27 27 48 1000
Mprli 554 420 20 3 2 0 1000
Mrls 588 8 273 1 123 7 1000
Minge 880 5 57 33 24 1 1000
Mcads 790 104 a5 10 0 0 1000
Mprof 345 47 235 225 146 4 1000
Mmesa 526 271 71 78 43 11 1000
Mmeso 838 19 70 68 5 0 1000
Mtech 494 368 127 1 4 5 1000
Mcaam 849 17 12 76 44 3 1000
Minst 47 294 475 91 78 15 1000
Mpidi 880 3 43 0 72 2 1000
Msurv 397 51 131 161 236 25 1000
Membu 507 431 51 9 2 0 1000
Memco 858 3 9 4 99 27 1000
Mcnmt 321 646 21 0 2 10 1000
Mouqu 83 864 1 32 18 1 1000
Mousp 121 738 27 57 55 2 1000
Mmine 20 780 165 0 20 15 1000
Mmape 66 845 54 4] 5 29 1000
Mmane 10 956 24 2 0 7 1000
Mprsr 46 705 36 86 121 6 1000
Marts 346 2 597 7 34 14 1000
MClrg 83 35 406 387 34 55 1000
Marpo 595 111 214 44 29 7 1000
Mcanm 580 324 13 14 66 4 1000
Msspr 696 34 219 0 43 9 1000
Mssre 170 18 608 31 173 0 1000
Fagex 808 95 40 11 46 0 1000
Fouag 753 237 9 0 0 0 1000
Findu 286 552 6 157 0 0 1000
Farti 992 1 4 1 0 1 1000
Fpape 612 124 0 250 0 14 1000
Fmgco 552 331 22 94 1 0 1000
Fpeco 903 67 8 14 1 7 1000
Fprli 60 722 73 134 11 1 1000
Frls 635 226 19 20 a7 3 1000
Finge 386 275 185 66 76 12 1000
Fcads 687 298 6 3 4 2 1000
Fprof 894 18 67 19 1 1 1000
Fmesa 171 697 66 1 55 10 1000
Fmeso 766 3 21 42 146 22 1000
Ftech 965 0 12 19 3 0 1000
Fcaam 955 19 2 14 10 0 1000
Finst 905 0 88 6 1 0 1000
Fpidi 602 185 112 19 78 3 1000
Fsurv 310 44 131 314 193 9 1000
Fembu 951 1 12 29 7 0 1000
Femco 894 49 2 16 38 1 1000
Fenmt 930 5 4 45 14 0 1000
Fouqu 911 27 23 36 3 0 1000
Fousp 909 66 1 17 74 0 1000
Fmine 890 15 0 86 8 0 1000
Fmape 947 L7 2 32 0 2 1000
Fmane 853 127 1 17 2 0 1000
Fprsr 876 6 33 9 74 2 1000
Farts 697 127 27 47 103 0 1000
FClrg 448 5 246 109 146 46 1000
Farpo 931 3 34 16 14 1 1000
Fcanm 968 1 6 16 8 1 1000
Fsspr 748 12 119 70 50 1 1000
[Fssre 623 64 236 55 21 1 1000
TOT 622 252 66 35 22 3 1000

TaB. 4.19 - Contribution des facteurs aux lignes
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Axe 1 | Axesla2 | Axesla3 | Axeslad | Axeslab | Axes >5 TOT
Magex 209 921 935 996 996 1000 1000
Mouag 21 874 895 987 1000 1000 1000
Mindu 810 897 969 980 1000 1000 1000
Marti 458 887 923 971 998 1000 1000
Mpape 667 723 779 782 899 1000 1000
Mmgco 778 921 928 963 990 1000 1000
Mpeco 840 854 898 926 952 1000 1000
Mprli 554 974 994 997 1000 1000 1000
Mrls 588 596 869 870 993 1000 1000
Minge 880 885 942 975 999 1000 1000
Mcads 790 895 989 1000 1000 1000 1000
Mprof 345 392 626 851 996 1000 1000
Mmesa 526 797 867 946 989 1000 1000
Mmeso 838 856 927 994 1000 1000 1000
Mtech 494 862 989 991 995 1000 1000
Mcaam 849 866 877 953 997 1000 1000
Minst 47 341 816 907 985 1000 1000
Mpidi 880 883 926 926 998 1000 1000
Msurv 397 448 579 739 975 1000 1000
Membu 507 938 989 998 1000 1000 1000
Memco 858 861 870 874 973 1000 1000
Mcnmt 321 967 988 988 990 1000 1000
Mouqu 83 947 949 981 999 1000 1000
Mousp 121 859 886 943 998 1000 1000
Mmine 20 800 965 965 985 1000 1000
Mmape 66 911 965 965 971 1000 1000
Mmane 10 967 991 993 993 1000 1000
Mprsr 46 751 787 873 994 1000 1000
Marts 346 347 944 952 986 1000 1000
MClrg 83 118 525 912 945 1000 1000
Marpo 595 707 920 964 993 1000 1000
Mcanm 580 903 916 930 996 1000 1000
Msspr 696 729 949 949 991 1000 1000
Mssre 170 188 796 827 1000 1000 1000
Fagex 808 903 943 954 1000 1000 1000
Fouag 753 991 999 1000 1000 1000 1000
Findu 286 837 843 1000 1000 1000 1000
Farti 992 993 997 999 999 1000 1000
Fpape 612 736 736 986 986 1000 1000
Fmgco 552 883 905 999 1000 1000 1000
Fpeco 903 970 978 993 993 1000 1000
Fprli 60 782 855 988 999 1000 1000
Frls 635 861 880 900 997 1000 1000
Finge 386 662 846 912 988 1000 1000
Fcads 687 985 991 994 998 1000 1000
Fprof 894 911 978 997 999 1000 1000
Fmesa 171 868 934 935 990 1000 1000
Fmeso 766 769 790 832 978 1000 1000
Ftech 965 965 978 997 1000 1000 1000
Fcaam 955 974 976 990 1000 1000 1000
Finst 905 905 993 999 1000 1000 1000
Fpidi 602 788 900 919 997 1000 1000
Fsurv 310 353 484 798 991 1000 1000
Fembu 951 952 964 993 1000 1000 1000
Femco 894 943 945 961 999 1000 1000
Fenmt 930 936 940 985 1000 1000 1000
Fouqu 911 938 961 997 1000 1000 1000
Fousp 909 975 977 993 1000 1000 1000
Fmine 890 905 905 992 1000 1000 1000
Fmape 947 965 966 998 998 1000 1000
FFmane 853 979 980 997 1000 1000 1000
Fprsr 876 882 915 924 998 1000 1000
Farts 697 823 850 897 1000 1000 1000
FClrg 448 453 700 808 954 1000 1000
FFarpo 931 935 969 985 999 1000 1000
Fcanm 968 969 975 992 999 1000 1000
Fsspr 748 760 879 949 999 1000 1000
Fssre 623 687 924 979 999 1000 1000
TOT 622 874 940 975 997 1000 1000

TaB. 4.20 - Contributions cumulées des facteurs aux lignes
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f1 2 3 f4 5 f>5 ORI
Magex 11 96 4 60 0 34 13
Mouag 0 30 3 23 5 9 27
Mindu 27 7 22 6 19 21 24
Marti 12 27 8 22 19 16 11
Mpape 0 0 0 0 2 0 14
Mmgco 20 9 2 16 19 16 19
Mpeco 22 1 11 13 19 16 8
Mprli 118 221 40 10 18 132 41
Mrls 2 0 8 0 11 2 18
Minge 47 1 29 31 36 33 19
Mcads 89 29 100 21 0 70 16
Mprof 3 1 21 38 38 6 5
Mmesa 13 17 17 35 3t 16 44
Mmeso 2 0 2 3 0 2 9
Mtech 8 14 19 0 2 10 10
Mcaam 25 1 3 40 37 19 6
Minst 1 15 94 34 46 13 10
Mpidi 5 0 2 0 12 4 11
Msurv 2 1 6 13 31 3 36
Membu 9 18 8 3 1 11 4
Memco 7 0 1 1 23 5 5
Mecnmt 4 19 2 0 1 8 9
Mouqu 3 70 0 19 17 20 11
Mousp 5 69 10 38 58 23 17
Mmine 0 15 12 0 4 5 16
Mmape 0 3 1 0 0 1 9
Mmane 0 22 2 0 0 6 12
Mprsr 0 8 2 7 16 3 10
Marts 1 0 9 0 1 1 16
MClrg 0 0 7 13 2 1 22
Marpo 8 4 26 10 11 8 8
Mcanm 16 22 3 7 50 17 8
Msspr 9 1 28 0 16 8 7
Mssre 5 1 184 18 156 20 8
Fagex 32 9 15 8 52 25 11
Fouag 4 3 0 0 0 4 14
Findu 5 23 1 47 0 10 14
Farti 25 0 1 1 0 16 13
Fpape 0 0 0 1 0 0 6
Fmgco 8 12 3 25 0 9 13
Fpeco 29 5 2 8 1 20 12
Fprli 5 143 55 191 25 50 22
Frls 1 1 0 0 3 1 8
Finge 6 10 27 18 32 9 6
Fcads 33 35 3 3 6 30 9
Fprof 26 1 18 10 1 18 18
Fmesa 1 10 4 0 9 4 13
Fmeso 2 0 0 2 9 1 10
Ftech 18 0 2 6 2 12 13
Fcaam 43 2 1 11 13 28 11
Finst 36 0 33 5 1 25 23
Fpidi 2 2 4 1 7 2 9
F'surv 1 0 2 9 9 1 18
Fembu 53 0 6 28 11 34 19
Femco 16 2 0 5 19 11 15
Fenmt 16 0 1 14 7 11 17
Fouqu 39 3 9 27 4 27 20
Fousp 21 4 0 7 4 15 15
Fmine 6 0 0 10 1 4 22
Fmape 2 0] 0 1 0 1 17
Fmane 7 3 0 3 1 5 17
Fprsr 5 0 2 1 11 3 18
Farts 1 0 0 1 4 1 22
FClrg 1 0 3 2 5 1 21
Farpo 15 0 5 5 6 10 15
Fcanm 29 0 2 g 7 19 11
Fsspr 13 1 19 21 24 11 12
[Fssre 26 7 92 41 24 26 15
TOT 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000

TaB. 4.21 - Contribution des lignes aux facteurs
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f1 2 f3 f4 5 f>5 | TOT
Droit 680 70 249 2 0 0 1000
Sciences 131 791 26 6 47 0 1000
Lettres 993 3 0 1 3 0 1000
Medecine 571 277 118 23 10 1 1000
Dentaire 677 113 75 11 0 123 1000
Pharmacie 51 577 65 247 59 0 1000
T 199 553 17 127 104 0 1000
TOT 622 252 66 35 22 3 1000

TaB. 4.22 - Contribution des facteurs aux colonnes

f1 flaz | fla3 | flad | flas | >5 | TOT |
Droit 620 | 750 | 998 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000
Sciences 131 | 922 | 948 | 953 | 1000 | 1000 | 1000
Lettres 993 | 996 | 996 | 997 | 1000 | 1000 | 1000
Médecine 571 | 847 | 965 | 988 | 999 | 1000 | 1000
Dentaire 677 | 790 | 865 | 876 | 877 | 1000 | 1000
Pharmacie 51 | 628 | 693 | 941 | 1000 | 1000 | 1000
T 199 | 752 | 769 | 896 | 1000 | 1000 | 1000
TOT 622 | 874 | 940 | 975 | 997 | 1000 | 1000

TaB. 4.23 - Contributions cumulées des facteurs aux colonnes

f1 2 3 f4 f5 f>5 TOT | ORI

Droit 156 40 537 6 0 0 143 47
Sciences 27 405 50 21 271 3 129 50
Lettres 608 4 0 15 46 3 381 102
Médecine 150 179 291 109 75 73 163 114
Dentaire 25 10 26 8 0 920 23 196
Pharmacie 6 169 72 522 197 1 74 194
IuT 28 193 23 320 411 0 88 296
1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000

TaB. 4.24 - Contribution des colonnes aux facteurs



Chapitre 5

L’Analyse (Factorielle ) des
correspondances multiples (afcm)

L’analyse des correspondances multiples est une extension de I’AFC & plus de deux variables qua-
litatives. Elle est, aux variables qualitatives, ce que ’ACP est aux variables quantitatives. Elle fournit
des facteurs qui résument ”au mieux” les liaisons existantes entre les variables deux & deux. Elle peut
aussi servir d’étape intermédiaire avant une analyse discriminante (méthode DISQUAL par exemple),
car elle fournit une base orthonormée d’un ensemble de variables indicatrices. Pour étudier ses relations
avec I’AFC, nous nous limitons dans un premier temps au cas de deux variables qualitatives, puis nous

I”étendons a K variables.

5.1 Cas de deux variables qualitatives

Soit X' et Y deux variables qualitatives ayant respectivement m; et msy modalités. Ces modalités sont
notées i = 1,...,my et j = 1,... my. Une série d’observations de ces variables sur n individus peut se

représenter par trois types de tableau:

Un tableau de contingence N = (n;;), de dimension m; x my avec n;; égal au nombre d’individus
ayant la modalité i de la premiére variable et la modalité j de la deuxiéme variable.

Un tableau d’indicatrices Z de dimension n x (my + my);

Le tableau de Burt B = Z'Z, tableau carré de dimension (m; + ms) x (my + ma).

L’AFc effectuée sur le tableau N étant I’AFc classique, on étudie dans un premier temps, les relations
entre les résultats de I’AFc effectuée sur ces trois tableaux, en commencant par I’étude de I’AFC sur le
tableau B. On a les résultats suivants:
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Tableau analysé | Valeurs propres Facteurs réduits
N D), s=1,..57 u; et v
B #i,s:l,...,r, 35),321,...,r,
8
%,s:l,,..,r e ,s=1,...,r1,
=
et 1/2 (vecteurs dans Im(B)*)
et

idem (par symétrie)

, DY us L
A \/—"'2——’-,s=1,...,7‘, ),.s_l,...,r,
Vs
\/——11— . s=1 T
2 b _Vs b ;4 Ll D

et 1/2 (vecteurs dans Im(Z')*)

et

variables prenant la valeur
%ﬂ pour 'individu ayant
les modalités ¢ de la premiere
variable et j de la seconde

variable

Remarque 5.1.1 Les rangs de Z et B = Z'Z sont égauz, mais au moins de deuz fois supérieurs a celu
de N. Des valeurs propres artificielles apparaissent donc dans ces analyses et doivent étre écartées. Il
s’agit des valeurs propres inférieures ou égales a 1/2 (B) ou \/l_/_Z (7). Les valeurs propres a considérer
sont strictement supérieures a cette borne.

Concrétement, les nuages de points issus de ces différentes analyses ont des formes semblables, Le nuage
apparait plus contracté sur ’axe horizontal quand on passe de I’analyse de N & B puis a Z. L’inertie
expliquée par les axes est aussi décroissante dans cet ordre. Cependant les différentes représentations
sont d’autant plus ressemblante que les valeurs propres associées aux axes sont peu différentes. On donne
figure 5.1 les représentations simultanées associées a ces trois analyses.

AFC de N (94% sur 1-2 AFC de B (46% sur 1-2) AFC de Z (35% sur 1-2)

co

‘oSC’éqS coSc’éqS
-1.5 -0.5 0.0 0.5 3 2 1.0 1 4 3 -2 -1.0 1 2
axel

axe1 axei

FiG. 5.1 - Comparaison des AFC des tableaux N, B, et Z
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Démonstration On reprend les notations de 'arc. On note F = 1/n N le tableau de fréquence
d’éléments f;; = n;;/n, Dy = diag(f;,i = 1,...,my) et Dy = diag(fj,j = 1,...,my). Le tableau B
étant symétrique, I’Acp des profils lignes est 1dent1que a I’acp des profils colonnes et il suffit donc de
faire une seule des deux analyses. On définit les tableaux de fréquence Fpg et Fy respectivement associés
a B et a Z. La matrice diagonale des poids des lignes ou des colonnes de B est noté Dg. Les matrices des
poids des lignes et des colonnes de Z sont 1/n I, et Dg. Ces matrices s’écrivent par bloc sous la forme
suivante : forme suivante:

_ nD[ N D] . _1 D] 0 .
B_<Nl NDJ)’FB 4<F1 D )1DB—§ 0 TtD_] yFZ 2nZ

L’Arc de N s’obtient par la DVS de DI_IFD; pour les métriques Dy et Dy qui s’écrit:

D;lFDjl =3 _ Au,vy,  {u,} famille D;-orthonormée dans R™:,
{v,} famille D;-orthonormée dans R™z. (5.1)

On compléte les familles {u,} et {v,} pour obtenir des bases orthonormées des espaces vectoriels
R™ et R™2. Alors la matrice identité I,,, (resp. In,) est la somme des orthoprojecteurs sur les sous-
espaces engendrés par les vecteurs de la base orthonormée {u,} de R™ (resp. {v,} de R™2). Ces deux
décompositions sont équivalentes aux deux équations qui suivent et s’obtiennent, a partir de celles-ci, par
simplification et multiplication & droite par D; (resp. Dy).

_ 1N L I—3 L
Dt = Z i u,u’, + 5 usu’y + Z u,u’, (5.2)
s=1 s=1 s=r+1
L1+ A ~1-2x < =
ot = Z ) sv,v’,—{-X: 5 vVl + Z v,v/, (5.3)
s=1 $=1 s=r+1
(h.4)
Enfin I’équation (5.1) peut s’écrire:
I D Se 1A,
Di'FDy =" 5 u v, =3 5 u, v/, (5.5)

s=1 s=1

(on remarquera que dans cette écriture, les termes en \, s ‘annulent). Cette équation, ainsi que les équa-
tions (5.2) et (5.3) sont les decomposmons des quatre blocs de la matrice D' Fg D' obtenus en décou-
pant en blocs la Dvs de DB FBDB pour les métriques Dp et Dg. Cette DVS s’écrit:

i . L+ A, 1—/\ u, <X 1/ v/2u, — 1 0
DBFBDB: 3 < ) <—v3>+z§< 0 >+Z§<\/§v,>
s=1 s=r+41 s=r+1

(5.6)
(on peut vérifier que les conditions d’orthonormalité sont bien vérifiées). Ceci achéve la démonstration
des liaisons existantes entre ’AFc de N et de B.
L’Arc de Z s’obtient par la Dvs de X = n FZD‘ = 1/2 ZDB , pour les métriques 1/nl, et D_
Cette DVs a les mémes vecteurs propres a droite et des valeurs singuliéres égales aux racines de celles

de la DVS (5.6). Ses vecteurs singuliers & gauche s’obtiennent par la formule de transition. Ce résultat
s’obtient en remarquant que si X = n Fy Dgl est la matrice dont on fait la bvs dans I’AFc de Z, alors

X'(1/nl)X = D5'(n/(4n*)2'Z)) D5 = D5 Fp D5
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est celle dont on fait la DVS dans ’AFCc de B. Remarquons que la formule de transition a ici une forme
particulierement simple, puisqu’il y a exactement deux termes non nuls et égaux a 1/2 dans le profil ligne
i. Ainsi, la valeur du facteur non-réduit pour un individu i est la demi-somme de la valeur du facteur
réduit de méme rang pour les deux modalités qu’il atteint.

5.2 Cas de plus de deux variables qualitatives

Lorsqu’on dispose de plus de deux variables qualitatives, il reste possible de faire ’AFC sur le tableau de
Burt B ou sur le tableau d’indicatrices accolées Z, mais bien sir plus sur le tableau N. On appelle Analyse
des Correspondances Multiples I'une de ces deux analyses. La démonstration effectuée précédemment sur
les liens entre ces deux AFC reste valable pour plus de deux variables. Pratiquement,

on effectue I’analyse des correspondances sur tableau B (économie de place mémoire et de temps),

on étudie les propriétés de I’analyse principalement sur le tableau Z (la simplicité de la construction
de la matrice Z facilite cette étude).

on interpréte 'analyse comme une AFC de B ou de Z.

Remarque 5.2.1 Dans les faits, st la représentation des individus est naturelle dans Uavc de Z, elle
peut encore étre effectuée dans UAFC de B par le biais d’individus supplémentaires. En fait le nombre
d’individus dans ce type d’analyse (souvent quelques centaines, voir milliers) interdit de les représenter
effectivement, autrement que par Vintermédiaire de barycentres (cf. § 5.2.2).

5.2.1 KEtude des propriétés de ’arc du tableau VA

Pour formuler ces propriétés, on utilise le vocable question au lieu de variable qualitative et celui de
réponse au lieu de modalités.

Propriétés barycentriques

Une premiére propriété concerne les sous ensembles de modalités définis par une meme question. Les
deux suivantes sont relatives aux représentations barycentriques définies § 4.3.5.

Le barycentre des marqueurs des réponses d’une méme question, pondérées par les effectifs des
réponses, est le barycentre global (donc I’origine dans les représentations). Ainsi, lorsqu’une variable
a deux modalités, les marqueurs sont aux extrémités d’un segment de droite contenant ’origine, les
longueurs des segments étant inversement proportionnels aux effectifs de réponses.

Dans la représentation ayant les réponses comme barycentre, une réponse est au barycentre des
individus qui I’ont donnée,

Dans la représentation ayant les individus comme barycentre, un individu est au barycentre des
réponses qu’il a données.

(les propriétés restent vraies dans I’arc du tableau B.

Distances et contributions

On note nj, le nombre d’individus ayant donné la réponse jr (jr = 1,...,my) & la question k
(k=1,...,K)et m = Z,Ile my le nombre total de réponses (nombre de colonnes de la matrice Z, et
ordre de la matrice carrée B). On considéere 'AFC comme la double acp (cf. § 4.3.2) des profils lignes
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et des profils colonnes. Dans le tableau Z, remarquons que le nombre total de 1 par lignes est égal & K.
Ainsi dans I’AFC sur tableau Z, le poids des lignes est constant et un profil ligne est constitué de m — K
zéros et de K 1/K. La métrique étant définie par la matrice diag(1/n;,,j=1,...,mp,k=1,...,K), on
en déduit les valeurs des distances inter-individuelles. De I’AFC considérée comme une ACP sur les profils
colonnes, on déduit le calcul de la distance entre deux réponses, et les contributions des réponses, puis
des questions, a I'inertie totale.

La distance entre deux individus i et i/ est

Sy 1 1 1
d%(i,#) = Z m(—_—-ﬁ-n.l)
Jk

k€A, .

avec A; ;o C {l,..., K}, ensemble des questions auxquels i et i’ ont donné des réponses différentes
Jk # Ji'. Deux individus sont d’autant plus éloignés qu’ils ont donné & de nombreuses questions des

réponses différentes et rares.

La distance entre deux modalités k de la question j et k' de la question j’ est

27 s n
d*(j,j') = —— bepr
Uy
avec 0p 1+, nombre d’individus ayant répondu k & la question j mais pas k' & la question j’, ou ayant
répondu £’ & la question j’, mais pas k & la question j. Deux réponses sont d’autant plus éloignées qu’elles
sont rares et qu’elles sont données par des individus différents.

Contribution d’une modalité & I'inertie: la contribution de la modalité k de la question j & I’inertie
est égale a

1 n;
1 = o2&
K( n)

Cette contribution est d’autant plus importante que la réponse est rare.

Contribution d’une question & I’'inertie: la contribution d’une question j & I'inertie est égale &
%(mk —1). La contribution d’une question est proportionnelle au nombre de réponses possibles diminué
d’une unité. L'inertie totale est égale &a m/K — 1.

Conséquences: on déduit de tous ces indices:

Que la présence de modalités rares risque de géner ’analyse. Lorsque cela est possible, il faut tenter
de choisir des modalités avec des effectifs comparables. On ne garde des modalités a faible effectif
que lorsque 'occurrence d’une telle modalité est un événement important.

- Que la présence de questions avec des nombres de modalité trés différents revient & donner a ces
questions une grande importance. Il faut donc si possible choisir des ensembles de réponses d’effectifs
assez semblables.
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5.2.2 Interprétation d’une AFCM
Choix de I’ensemble de variables actives

Une AFCM tendant & résumer les liaisons existantes entre les couples de variables, il peut étre utile de
mesurer ces liaisons, par exemple en calculant les y? entre les paires de variables. Si ces x? ne sont pas
significatifs, il est probable qu’il n’y a pas de liaison & résumer. Si une variable n’est liée & aucune autre,
elle pourra étre supprimée de I’analyse (bien que ce point de vue puisse étre contesté). De fagon générale,
on aura intérét A choisir des variables sensées étre liées & un phénomeéne d’intéret et qui respectent donc
une certaine homogénéité. Si le choix est bien fait, le résumé donné par ’AFCM sur les premiers facteurs
sera tres lié au phénomene d’intérét, ce qui pourra étre mis en évidence par l’adjonction de variables
illustratives.

Interprétation d’un facteur

Un facteur s’interpréte en fonction des questions et des réponses qui y ont le plus contribué (la
contribution d’une question est la somme des contributions de ses réponses). Il s’agit toujours, comme en
AFc, de facteurs marquant des oppositions.

Interprétation du biplot et de la représentation simultanée

Remarque préliminaire: lorsqu’on fait 'AFC sur tableau B, la DVS associée est symétrique. Les deux
représentations constituant un biplot contiennent donc la méme information. Plutot que d’effectuer deux
représentations, il est conseillé d’effectuer la représentation du biplot conservant cette symétrie (cf. §
3.8.2, expression (3.8)). Ainsi, 'interprétation du biplot pourra se faire entre deux modalités & l'intérieur
d’un graphe unique, puisque les deux graphes sont identiques.

D’une facon générale, la méthode d’interprétation est semblable a celle d’une AFc. Les quantités
approximées par le biplot entre une modalité k d’une question j et k' d’une question j’ est le rapport de
la fréquence de I’événement conjoint sur le produit des fréquences marginales:

Pr[ répondre k & j et k" & j'] (5.7)
Pr[ répondre k a j] Pr[ répondre k" & j] o

Done si le produit scalaire défini par deux modalités est grand et positif, on en déduira que ces
modalités ont tendance & étre lies positivement (attirance). Si ce produit scalaire est grand en valeur
absolue, mais négatif, ces modalités ont tendance encore 3 étre lides, mais cette fois par la présence d’une
“répulsion” entre les deux modalités.

Lorsqu’il ne s’agit pas d’une représentation de type biplot, I'interprétation se fait de la meme fagon,
mais avec moins de précision dans I'estimation au jugé des produits scalaires.

Utilisation de variables illustratives

On enrichit Iinterprétation d’'une AFCM en rajoutant des variables supplémentaires ou illustratives.
Une réponse étant au barycentre des individus qui I’ont donnée, il est facile de représenter par ce moyen
des réponses supplémentaires. Si ces réponses sont suffisamment éloignées du barycentre, on en déduit
que cette réponse est liée aux variables actives, et plus précisément, au résumé qui en est fait par les
premiers facteurs.
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5.3 Exemple

5.3.1 Données et premiers graphiques

On utilise les données sur les chiens présentés § 4.1. On prend comme variables actives ’ensemble des
variables caractérisant les chiens excepté la variable “fonction” (compagnie, chasse garde) qui sera mise en
variable illustrative. On donne les représentations de 1’éboulis des valeurs propres (5.2), et des modalités
dans I’afc de B (biplot) et de Z (cf. figures 5.3 et 5.4. Ici, deux facteurs suffisent & interpréter I’analyse
(forte accélération de la diminution des valeurs propres aprés le rang 2). On voit de plus que les graphiques
des modalités issus des analyses sur B et Z sont d’aspect trés semblables. Dans I'interprétation d’une
AFCM, on ne se soucle pas de 'origine précise du graphique, excepté lorsqu’on en fait une interprétation
quantitative, par le biplot (réponse a la question “Quelles approximations sont lisibles sur ce graphique”).
On donne aussi la représentation des individus dans I’aAFc de Z (figure 5.4, partie droite).

Eboulis des valeurs propres

20

10

F1G. 5.2 - Eboulis des valeurs propres (afc de B)

5.3.2 Interprétation des facteurs et analyse simultanée

Pour interpréter un facteur, on regarde les contributions des modalités et des questions & ce facteur
(Tableau 5.1), ainsi que les représentations des modalités. On voit que le premier facteur est trés influencé
par les variables taille, poids, affectivité et qu’il oppose les races légeres, petites ou moyennes, et
affectueuses aux races rapides, de grande taille et peu affectueuses. Le deuxiéme facteur est influencé
par le poids, la rapidité, la taille et I'intelligence. Il oppose les chiens lents, lourds ou petits, aux chiens
moyens (taille, vitesse et poids). L’analyse du plan 1-2 montre les liens existants entre les modalités, qui
sont parfois des Lapalissades: les petits chiens ne pésent souvent pas lourds, les gros chiens sont souvent
peu affectueux, agressifs et rapides, les chiens de taille moyenne sont souvent moyennement rapides et
de poids moyen. Le terme “souvent” signifie ici “plus souvent que ’ensemble des races”. Il faut éviter
(meme si ici ces relations sont ici quasi systématiques) de déduire des conclusions péremptoires de telles
analyses. Sauf quand on utilise des moyens de lecture quantitatifs du type biplot, on ne peut donner
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Tail2
1.0
Velo2 )
Poid2
0.5 Inte3
Velo3
Affe2
Inigfe1
N
0 Fail3
Agre2
Affel
-0.5
Poid1
Taild Inte'
-1.6 Velo1 Poid3
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

f1

FI1G. 5.3 - Représentation des modalités dans 'afc de B (biplot)
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Modalites
2 1 Tail2
Velo2 | poigo
L Inte3v o3
elo
AffeRiea1
0 Tail3
Agre'gﬁm
_1 - .
ﬁ’-gﬁiﬂ Inte1
Velo1 Poid3
2 A 0 1
f1

f2

111

Lignes (races)
1.0 D98
Boxr
0.5 KpbF qu
Stt tDrbrm
0.0—Cnch GBGgr
M Gk FxHn
-0.581d TrNé/tBﬁlMngAl
€khh
Mstf
-1.0 _ Best ' ,
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
f1

Fia. 5.4 - Représentation des modalités dans ’afc de Z
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que des donnant le signe et les importances relatives des ratios approximés par ’aFc. (5.7) (cf. § 4.4.2,
propriété 4).

5.3.3 Variables illustratives

On donne enfin la représentation de modalités supplémentaires, celles de la variable fonction (cf.
figure 5.5). On voit que les chiens de chasse sont plus souvent intelligents, de poids moyen et rapides,
que les chiens de compagnie sont plutot petits, légers, et affectueux, et que les chiens de garde sont
plutot gros, lourds et agressifs. Pour savoir si la liaison entre cette nouvelle variable est significative,
on peut remarquer que, dans cette représentation non isométrique, les facteurs sont centrés et réduits,
donc de variance 1. La valeur moyenne d’un facteur sur nj, individus choisis au hasard suit donc une loi
de moyenne 0 et de variance 1/nj,. Ici les effectifs des trois modalités sont respectivement : compagnie
(10), chasse (9), et garde (8). Les facteurs ont donc un écart-type de Pordre de 1/3. Les coordonnées de

compagnie et chasse étant supérieures 4 deux écart-types, ces liaisons apparaissent comme significatives.

f1 2 3 f4 5 ;5 TOT | ORI

Taill 126 87 87 0 1 29 94 114
Tail2 45 122 135 38 22 99 77 131
Tail3 133 0 0 15 10 9 64 36
Taill 304 207 222 53 33 137 235 281
Poidl1 140 79 42 9 0 16 95 100
Poid2 19 148 14 13 21 9 56 34
Poid3 58 83 207 5 66 58 77 131
Poids 217 310 263 27 87 83 228 265
Velol 16 174 36 0 45 44 66 56
Velo2 36 102 35 12 94 171 62 66
Velo3 98 19 141 14 4 91 70 66
Veloc 152 295 213 26 143 306 198 181
Intel 11 85 21 4 416 47 53 56
Inte2 33 11 132 91 34 109 42 30
Inte3 16 30 104 212 201 81 50 60
Intel 60 126 257 307 651 237 145 146
Affel 108 21 11 27 12 55 62 40
Affe2 100 19 10 25 11 51 58 35
Affec 208 40 21 52 23 106 120 75
Agrel 30 9 13 258 29 62 35 21
Agre2 32 10 14 277 32 67 38 25
Agres 62 19 27 535 61 129 73 46
e 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 1000

TaB. 5.1 - Contribution des modalités et des questions aux facteurs et & 'inertie totale



5.3. EXEMPLE

Modalites actives et illustratives

Tail2
1.0
Velo2
Poid2
0.5 Inte3
Chess Velo3
Affe2 |
"Rfe 1
N
0. Feit3
Compa
Agre2
Affel
Garde
-0.5
Poid1
Tail1 Inte

-1. Velo1 Poid3

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

f1

FiG. 5.5 - Représentation des modalités et modalités illustratives dans ’afc de Z
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Annexe A

Aspects logiciels

A.1 Breve introduction & Splus

Cette annexe a pour but de vous permettre de débuter avec Splus, puis donne quelques généralités
sur ce langage. Pour plus de détail, se reporter :

au polycopiés (Carlier, Croquette 1992, Baumgartner 1994)

- aux livres décrivant ce langage (Becker et al. 1988, Chambers et Hastie (1992).

A.1.1 Débuter avec Splus

Avant un premier appel de Splus, on se place dans un répertoire choisi, et on crée un répertoire .Data
(attention aux majuscules) dans ce répertoire. Lorsqu’on appel Splus, il utilise comme répertoire de travail
ce répertoire .Data. On crée ensuite une fonction .First qui s’exécutera & chaque appel du logiciel. On
peut la copier en tapant :
cp /u4/das/carlier/.Data/.First .Data

Dans cette fonction, se trouve la définition d’un interface graphique (Graphical user interface ou gui)
qui est utilisé par la fonction d’aide interactive. On trouve aussi des attachements & des répertoires ol se
trouvent un certain nombre de fonctions locales (écrites ici).

Appel de Splus: Splus
Ouverture de la fenétre d’aide interactive : help.start()
Recherche des fonctions Splus ayant trait
aux distributions de probabilités: Taper distribution dans la fenétre topic
Recherche d’aide concernant les fonctions
liées a la distribution exponentielle : Cliquer sur dexp dans la fenétre de gauche
Aide concernant une commande (par exemple 1s): help(ls) ou ?1s
Affichage des arguments de la fonction systéme seq: args(seq)
Affichage des arguments de la fonction locale acp: Args(acp)
Recherche de toutes les fonctions de calcul matriciel Cliquez sur Matrices and array
dans la fenétre Categories
Listage des objets se trouvant dans votre zone de travail 1s()
Controle des répertoires de la liste de recherche : search()

(le répertoire de travail figure en numéro 1 dans cette liste).
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Création d’un vecteur de coordonnées (3,6,4):

(notez le signe d’affectation ”” qui peut-étre aussi ""<=")
et le collecteur c())

Création d’un vecteur de 30 éléments par
échantillonnage des 100 premiers entiers :

Visualisation d’un objet existant :

Destruction de l'objet y

Une matrice est un vecteur avec un attribut dimension:
(par défaut le remplissage de la matrice se fait par colonne
Controle des dimensions de la matrice y:

Quels attributs possédent I'objet y7:

On définit des noms pour les lignes et colonnes de y:

Controle

Controle des attributs de y:

Définition d’un tableau & 3 dimensions
contenant les mémes éléments :

ANNEXE A. ASPECTS LOGICIELS

x_c(1,6,4)

y_sample(1:100,30)

y

rm(y)
y_matrix(y,nrow=5,byrow=T)

dim(y)

attributes(y)
nomi_paste("A",1:5,sep="")
nomj_paste("B",1:6,sep="")
dimnames(y)_list(nomi,nomj)

y
attributes(y)

z_array(y,dim=c(5,2, 3)

On regarde y et z: y

z
Indicage des éléments d’un tableau: y[2,3] ou 2[2,1,2]
Extraction d’un sous-tableau ou d’une sous-matrice : y1_y[,3:5]

Cette facon d’indicer permet aussi de ranger

les lignes ou colonnes d’une matrice : voyons un exemple.
Si on veut les éléments de la ligne 1 classée :

Si on veut le vecteur constitué des indices d’origine

des éléments classés par ordre croissant :

Si on veut ranger les colonnes de la matrice y

pour que la ligne 1 soit croissante :

Vérification :

Exécution de la décomposition aux valeurs singuliéres de y:

(svdy est le nom de l'objet résultat)

Zi_Z[C(l,ais)) ’]

u_sort(y[1,1)
lin_sort.list(y[1,]1)
y_y[,1lin]

y
svdy_svd(y)

Examen du résultat : attributes(svdy)
Examen des valeurs singulieres : svdy$d
Examen des vecteurs singuliers a droite: svdy$v

(notez que svdy est une liste (qui contient

plusieurs objets S) et qu’on peut adresser les éléments
d’une liste par numéros ou par noms (quand ils existent)
Pour créer une liste avec nom

Controle de ce qui a été créé:

svdy[[1]1] est identique & svdy$d
xyz_list(x=x,y=yl,z=2)
xyz$x

xyz8y

xyz$z

1s()

A.1.2 Exemple de création d’une fonction S

Calcul du projecteur sur le sous-espace engendré par les vecteurs assocciés aux k plus grands vecteurs
propres d’un opérateur. Voici comment on peut construire cette fonction:
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Initialisation

On tape sous Splus:

projk_function(){}

puis on appelle un des éditeurs vi, emacs ou xedit de la facon suivante:
projk_xedit(projk)

et on tape la fonction dans I’éditeur. Quand on quitte ’éditeur, S controle la syntaxe de la fonction.
En cas d’erreur de syntaxe, S vous envoit le messge suivant :

Syntax error : <description de 1’erreur>

Errors occurred ; Use a command like :
my.object <- xedit()
to re-edit this object.

Ce qui signifie que pour retrouver ce que vous avez tapé, il faut écrire :

projk_xedit()

Lorsque la fonction est correcte, on passe & la phase d’essais. Voici la fonction projk décrite ci-dessus :
projk_function(a,k=nrow(4)){

# Cette fonction calcule le projecteur sur le sous-espace engendré par
# les k premiers vecteurs propres d’un opérateur symétrique a

# a matrice carrée symétrique

# k nombre de vecteurs a utiliser (par défaut, tous)

res_eigen(a,symmetric=T)
U_res$vectors[,1:k]
Ut (U)

}

Remarque A.1.1 La derniére ligne de la fonction définie un objet S unique qui est la valeur de la
fonction. Quand une analyse retourne différents types de résultats, il faut organiser ces résultats dans
une liste et retourner la liste comme résultat.

Remarque A.1.2 La fonction eigen diagonalise une matrice symétrique (résultats réels) ou non-symétrique

(résultats complexes). St la matrice n’est pas parfaitement symétrique (ce qui est souvent le cas d cause
de différents arrondis dans les calculs ou le stockage), le test de symélrie est négatif et les résultats sont
complezes; c’est pourquot il est utile de metire {’argument symmetric=T.

Remarque A.1.3 Dans Uen téte de la fonction (projk_fonction(a,k=nrow(A))), le deuziéme argu-
ment k a une affectation par défaut. On peut appeler la fonction avec un seul argument, et dans ce cas,
k est choisi égal a la dimension de la matrice A (plus précisément au nombre de lignes de la matrice A :

nrow ou "number of rows”).

Remarque A.1.4 Le caractére # introduit des commentaires.
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Remarque A.1.5 Cette fonction vient se placer dans votre répertoire de travail. Elle reste disponible
pour la suite de vos travauz (dans cette session ou une autre), jusqu’d ce que vous la détruisiez, par
exemple en tapant:

rm(projk)

ou jusqu’d ce que vous l'écrasiez en réaffectant lobjet projk (par exemple projk_1. Lorsqu’on tient a
une fonction, il est conseillé de se créer un répertoire spécial, que l'on attache en deuziéme position:

>imkdir .Data/.mesfonctions #le caractére ! permet d’exécuter une
# commande Unix
> attach("/u4/dea/dea2/.Data/.mesfonctions") # mettre la bonne adresse
#par défaut, c’est attache en position 2
search() # contrdle des répertoires attaches,

v

> assign("projk",projk,where=2) # 1a fonction est copiée dans le répertoire
# .mesfonctions sous le nom projk

> rm(projk) # elle est effacée du répertoire de travail

> objects(where=2) #listage des fonctions du second répertoire

> 1ls(pos=2) #idem

> remove("projk",where=2) # elle est effacée du second aussi! (ne pas

# le faire tout de suite) !

Exemple d’utilisation

>A_diag(1,2,3)
> A

[,11 [,2]1 [,3]
[1,1] 1 0 0
[2,] 0 2 0
[3,] 0 0 3
> projk(A)

[,11 [,2] [,3]
[1,1 1 0 0
[2,] 0 1 0
[3,] 0 0 1
> projk(a,2)

[(,11 [,2] [,3]
[1,] 0 0 0
[2,1 0 1 0
[3,1] 0 0 1
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A.1.3 Introduction au graphique

> motif () On commence par ouvrir une
fenétre graphique.

> x_seq(0,2*pi,length=100) On construit un vecteur de longueur 100
définit par une suite arithmétique de 0 a 2.

> plot(x,sin(x)) On représente les points de coordonnées
(x,sin(x)).

> plot(x,sin(x),type="1") On représente les segments de droites
joignant les points consécutifs.

> abline(h=0) On ajoute la droite horizontale d’abscisse 0,

> abline(-3,2) puis la droite d’équation y = —3 4 2z .

> text(locator(1),"Point M") On utilise la souris pour placer le texte.

(cliquer une fois dans le cadre pour rendre
la fenétre active, puis une autre fois la
ou vous placer le texte).
> title("Ceci est un titre") On rajoute un titre.
> par(mfrow=c(3,2)) On initialise une matrice de figure 3x2
remplie par ligne.
plot(x,sin(x),type="1")
abline(h=0)
plot(x,tan(x),type="1",x1im=c(0,3),
ylim=c(-10,10)) Le signe + signifie que Splus attend la suite.
abline(h=0)
points(x,tan(x))
title("Tangente")

VvV V.V + V V Vv

On remarque que 'on a:

des fonctions de haut-niveau qui calcule les limites, les échelles, trace les axes, comme plot, boxplot,
ete. (High level plot),

des fonctions qui se rajoutent @ un graphique eristant (comme points, lines, abline, etc.), (add
to existing plot)

et des fonctions de calcul associés au graphique (calcul de courbes de niveau contour, d’enveloppe
convexe chull | etc.) (Computations related to plotting),

et enfin des fonctions relatives au graphique interactif (Interactions with plots). Toutes ces catégories
de fonctions sont proposées dans la fenetre d’aide.

A.1.4 Exemple de fonctions graphiques

plotcl_
function(x, p, ttl = NULL, cl = T)

Représentation des classes aprés une classification automatique

x tableau a deux colonnes
p partition (vecteur donnant les numéros des classes de 1 a k
ou encore partition au format S : p$cluster contient
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# les numeros des classes)
# ttl titre (optionnel)
# cl booleen (choix des identificateurs: si T numeros de classes
# si F noms des lignes)
# _______________________________________________________________
frame()
crd <- fencarre(x, cexp = 1.05)
par(pty = "s", usr = crd)
axe2(crd)
box ()
if(lcl)
text(x[, 11, x[, 2], nomli(x))
else {
if('is.numeric(p)) p <- p$cluster #
text(x[, 11, x[, 21, p)
ncl <- max(p)
for(i in 1:ncl) {
xi <- x[p == i, , drop = F]
if(nrow(xi) < 3)
lines(xi)
else {
hull <- chull(xi)
polygon(xilhull, 1], xil[hull, 2],demsity = 0)
}
¥
}
if('is.null(ttl))
title(ttl)
}

histnorm_function(x, breaks = 8, tol = 1/50, mn = NULL, sd = NULL)
{

# __________________________________________
# représentation d’un histogramme associe a la variable quantitative x et
# représentation de la fonction de distribution de la loi normale

# ayant méme moyenne et méme écart-type (ou une moyenne et écart type

# spécifie dans 1’appel).

# x variable a représenter

# breaks nombre de barres de l’histogramme

# ou vecteur donnant les limites de classe

# ____________________________________________________________

if (length(breaks) == 1) z <- hist(x, nclass = breaks, plot = F,
probability = T) else z <- hist(x, breaks =breaks,
plot = F, probability = T)

hist(x, breaks = z$breaks, probability = T)

xbar <- if(is.null(mn)) mean(x) else mn

xstd <- if(is.null(sd)) sqrt(var(x)) else sd

rng <- range(z$breaks)

xx <- rngl[1] + seq(0, 1, length = 100) * (rngl2] - rnglil)

y <- dnorm(xx, mean = xbar, sd = xstd)
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lines(xx, y, type = "1")
invisible()
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A.2 Résumé des commandes Emacs sur Corail

(ECOOZ)

Généralités
Sortir Ctrl X Ctrl ¢ ou menu
Sauver Ctrl X Ctrl s ou menu
Sauver dans ... Ctrl X Ctrl w  ou menu
Aide (en particulier A propos) menu

Revenir a I’état précédent
défaire ou “Undo” (peut se répéter): Ctrl X u
Annulation de commande Ctrl g

Déplacement du curseur

Oreille gauche ou ascenseur

Caractére précédent Ctrl b (back)
Caractére suivant Ctrl f  (forward)
Début de ligne Ctrl a

Fin de ligne Ctrle  (end)
Ligne précédente Ctrl p  (previous)
Ligne suivante Ctrln  (next)
Page suivante Ctrl v

Page précédente Esc v

(marquer un temps d’arret

pour que “Esc” apparaisse en bas..)

Début du fichier Esc <
Fin du fichier Esc >

Effacement de caractéres

Caractére courant Ctrl d
Caractére précédent  delete

Définition de région ou bloc

Oreille gauche — > Oreille droite
En répétant Oreille droite, on coupe la région, et on peut la recoller avec le "nez” de la souris.

Pose d’une marque Ctrl Espace
(la région est la zone située entre le curseur et la marque)
Echange marque-curseur (noircit la région) Ctrl x Ctrl x
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Copie pour collage postérieur

Avec effacement

(La zone détruite est mise en mémoire)

Mot suivant Esc d
Fin de la ligne Ctrl k
(ces deux commandes peuvent étre répétées)

Bloc ou région Ctrl w

Sans effacement

Bloc ou région Esc w

Collage Ctrl y

Controle

Controle du nombre de lignes  Ctrl x |
Position du curseur Ctrl x =

Recherche et remplacement

Recherche incrémentale en avant  Ctrl S
Recherche incrémentale en arriere Ctrl R
Remplacement avec validation Esc %
(réponses possibles: y (oui) n (non)! (toutes)? (aide) q (quitter) etc....)

Manipulation de plusieurs buffers

On peut utiliser les menus File

Nouveau fichier dans nouv.buffer Ctrl X f (ou menu File)

Insérer un fichier dans un buffer Ctrl X 1

Couper la fenétre en 2 Ctrl X 2

Passer d’une demi-fenétre & ’autre Ctrl X o

Fermer la demi-fenétre courante Ctrl X 0

Fermer l'autre demi-fenétre Ctrl X 1

Changer de buffer Ctrl X b (ou menu buffer)

Controle des buffers Ctrl X Ctrl B (ou menu buffer)
Macros

Ctrl X ( Début de macro

(ensuite taper ce qu’il faudra répéter)

Ctrl X)) Fin de macro

Ctrl X e Exécuter une fois la macro

Ese n Ctrl X e Exécuter n fois la macro

(en général Esc n Commande
exécute n fois la commande).
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