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Faktorenanalyse ist ein lineares mehrdimensionales Modell,
das die Analyse quantifizierbarer Merkmale eines Merkmalsbe-
reiches, gemessen oder beobachtet an einer Stichprobe von
Individuen, gestattet. Liegen Beobachtungen oder Messungen
zu vielen Merkmalsvariablen vor, so wird mittels der Fakto-
renanalyse untersucht, ob die Merkmale ohne entscheidenden
Informationsverlust auf eine geringe Anzahl von Grundvariab-
len zuriickgefilhrt werden kénnen. Faktoren, die Linearkombi-
nationen der beobachteten Merkmale sind, wurden in der Fak-
torenanalyse als Grundvariablen vorgeschlagen (Rao, 1964).
Dabei wird von der Annahme ausgegangen, daB die beobachte-
ten, voneinander abhdngigen Merkmale aus Grundvariablen
erklidrbar sind, die selbst nicht direkt mefBbar sind, aber
den Abhingigkeiten zwischen den beobachteten Merkmalen zu-
grunde liegen (Weber, 1974; Pawlik, 1968). Dem Merkmalége-
flecht wird in der Faktorenanalyse eine méglichst einfach
strukturierte Ordnung aus einer geringen Anzahl an Faktoren
unterlegt; nach dieser Funktion wird die Faktorenanalyse als
datenreduzierendes Verfahren charakterisiert. Hierbei kommt
das Okonomieprinzip als Grundidee der Faktorenanalyse zum
Ausdruck; eine sparsame und befriedigende Darstellung des
untersuchten Gegenstandsbereiches liegt vor, wenn die MefB-
werte in den Merkmalsvariablen mit einer kleinen Zahl ge-
dachter, hypothetischer Grundvariablen angendhert werden
konnen (Holzinger & Harman, 1941; Pawlik, 1968).

Dariiber hinaus ist die zweite Funktion der Faktorenanalyse,
ein Ordnungssystem zu generieren, welches eine sinnvolle
begriffliche Interpretation gestattet. In der Intefpretation
der Faktoren sucht man Hypothesen iiber ihre Bedeutung in dem
untersuchten Merkmalsbereich zu gewinnen. Neben der Datenre-
duktion erméglicht die Faktorenanalyse die explorative Ana-
lyse eines noch wenig vorstrukturierten Gegenstandsbereich-
es. Sie fiihrt zu Hypothesen iiber das Geflecht der Merkmale,
ohne daB man zuvor eine bestimmte Struktur kennen oder
annehmen muB (Uberla, 1968). Daher wird sie als heuristi-
sches Verfahren bezeichnet.

Faktoren sind geometrisch Koordinatenachsen, welche ein
Bezugssystem fiir die Darstellung der Merkmalsvariablen lie-
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fern. In der Faktorenanalyse wird untersucht, wieviele Koor-
dinatenachsen oder Dimensionen zur Erfassung der Merkmale
bendtigt werden. Dies fiihrt zu der dritten Funktion der
Faktorenanalyse: sie ist ein Verfahren zur Uberpriifung der
Dimensionalitdt der beobachteten Merkmale (Bortz, 1979).

Nach ihrer historischen Entwicklung und ihrem gegenwdrtigen
Stand ist die Faktorenanalyse ein eingefiihrtes Verfahren zur
Aufkldrung der internen Struktur multivariater Zusammenhédnge
(Seber, 1984; Jolliffe, 1986). Als multivariates Verfahren
bezieht sie sich auf einen komplexen Merkmalsbereich, der
nicht durch eine einzige Merkmalsvariable, sondern immer nur
durch eine Gruppe von m Variablen erfaBt wird. Der multiva-
riate Aspekt kommt in der Vielfalt der Variablen zum Aus-
druck (Weber, 1974); eine Faktorenanalyse ist nicht méglich,
wenn Beobachtungen oder MeBwerte anhand einer einzigen Va-
riablen erhoben wurden (dies kennzeichnet die univariate
Betrachtungsweise; Pawlik, 1968). Ferner wird in der Charak-
terisierung der Faktorenanalyse als Modell zur Analyse quan-
titativer Merkmale davon ausgegangen, daB die Beobachtungen
nicht nur an einem Individuum, sondern an einer Stichprobe
von n Individuen registriert wurden. Es werden also zwei
Mengen von "Elementen" oder "Entitidten" (Cattell, 1966), in
diesem Fall Individuen und Merkmalsvariablen, beriicksich-
tigt. Dabei wird angenommen, daB die Erhebung aller Beobach-
tungen jeweils unter einer Untersuchungsbedingung erfolgt.
Wird die Erhebung einer Reihe von Variablen an einer Stich-
probe von Individuen erweitert von einer Untersuchungsbe-
dingung auf mehrere Bedingungen, so wird hierdurch eine
weitere Menge von Entitdten hinzugefiigt. Die dreimodale
Faktorenanalyse gestattet die Analyse von MeBwerten oder
Beobachtungen, die der Kombination von drei Mengen von Enti-
tdten zugeordnet sind. Der Terminus "Modus" wurde von
Tucker (1964a, 1966) als Bezeichnung fir eine Menge von
Entitdten eingefiihrt. D.h. ein Modus ist definiert als eine
Menge von Entitédten (Carroll & Arabie, 1980), und der Be-
griff "dreimodale Faktorenanalyse' charakterisiert die Aus-
gangsdaten, die mittels faktorenanalytischer Verfahren zu
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analysieren sind, und das Ziel der Analyse, das in der
Konstruktion eines interpretierbaren, dimensionalen Ord-
nungssystems fiir die Beobachtungen besteht.

Allgemein ist eine dreimodale Anordnung definiert als das
kartesische Produkt von drei unterschiedlichen Modi. Ein
Element dieser Anordnung ist ein bestimmter Wert des karte-
sischen Produktes, d.h. eine Kombination bestimmter Enti-
titen der Modi wie z.B. (Vi,
Variable, P. das j-te Individuum und Sy die k-te Untersu-

Pj’ Sk)’ wobei V. die i-te

chungsbedingung bezeichnet. Jedes beobachtete Datum xijk ist
einer Kombination (Vi’ By Sk) zugeordnet; aus der Zuweisung
numerischer Werte Xj:p 2u den Elementen einer dreimodalen
Anordnung entsteht eine dreimodale Datenmatrix X = (xijk)'
Unter dem Begriff "dreimodale Faktorenanalyse' sind daher
lineare mehrdimensionale Modelle zur Analyse dreimodaler
Datenmatrizen zu verstehen. In der Mehrzahl der dreimodalen
Verfahren wird vorausgesetzt, daB die zu analysierenden
Daten mindestens Intervallskalenqualitdt besitzen und voll-

stidndig sind, indem fiir jede Kombination (Vi, P.

i Sk) ein

MeBwert vorliegt.

Die seit der Jahrhundertwende entwickelte Faktorenanalyse
ermdoglichte zundchst die Analyse zweimodaler Datenmatrizen,
aufgebaut aus der Kombination von Individuen und Variablen.
Das erste Modell zur Analyse dreimodaler Datenmatrizen wurde
1964 von Tucker vorgestellt. Auf die geschichtliche Entwick-
lung der dreimodalen Faktorenanalyse und anwendungsbezogene
Beispiele wird im zweiten Abschnitt der vorliegenden Arbeit
eingegangen. In der klassischen, zweimodalen Faktorenanalyse
war es moglich, ein allgemeines Faktorenmodell anzugeben,
welches in wenigen Grundgleichungen das Modell der Zusammen-
setzung der Merkmale aus nicht direkt beobachteten Grundva-
riablen definierte. In der dreimodalen Faktorenanalyse gibt
es bisher kein iibergeordnetes, allgemeines Faktoremmodell,
sondern es liegen mindestens zwei unterscheidbare Modell-
klassen vor. Man geht davon aus, dal jeder MeBwert xijk als
eine Funktion mehrerer hypothetischer GroBen, den Faktoren,
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aufzufassen ist. Die Beziehung zwischen den Beobachtungen
oder MefBwerten und den Faktoren wird durch ein trilineares
Modell der Form

X b

+ ... + a + ... + a,_b. Cks

ijk = 211Pj1%k1 irPjrke isPjs

% airbjrckr
oder durch ein quadrilineares Modell mit der Grundgleichung

*ijk T @ B § ®im Pjp kq 8mpg

dargestellt. In beiden Ansdtzen werden die Beobachtungen als
Linearkombinationen von Faktoren beschrieben, wobei die
Verfahren zur Bestimmung der Faktoren auf Methoden der 1li-
nearen Algebra zuriickgehen. Im folgenden werden die begriff-
lichen Konzepte, die in der dreimodalen Faktorenanalyse zu
beriicksichtigen sind, hauptsédchlich anhand des trilinearen
Modells beschrieben.

Die Koeffizienten a;. bjr und Ckr heiBen die Faktorladungen
der Entitédten Vi’ Py Sy der drei Modi. Ein Faktor a_ (bzw.
br und cr) ist darstellbar als ein Vektor, dessen Komponen-
ten die Faktorladungen a;. fiir alle Entitédten Vi (bzw. bjr’
Ckr fiir alle Entitédten Pj und Sk) sind. Die Ladung a; . gibt
die Bedeutung des r-ten Faktors a_ fir die Entitédt vV, an,
und analog werden die Koeffizienten bjr und Cix als Indika-
toren der Bedeutsamkeit des r-ten Faktors br und des Faktors
Cr fir die Entitédten P, und Sy aufgefafit. Je hoher die
Ladung a;. ist, desto hoher ist der EinfluB von Faktor a.
auf das Merkmal Vi’ Umgekehrt ist der Faktor a. ohne EinfluB
auf Vi’
Analyse bekannt sind lediglich die Beobachtungen xijk' Auf-

wenn die Faktorladung a;  nahe null ist. Vor der

gabe der Faktorenanalyse ist es, durch ein geeignetes Kalkiil
die Faktorladungen zu bestimmen. Hierzu wurden zwei wesent-
liche Faktorenextraktionsverfahren entwickelt, die dreimo-
dale Generalisierung der Hauptkomponentenmethode sowie der
Centroidmethode. Beide Verfahren sind innerhalb der trili-
nearen Modellklasse einsetzbar. Die zu bestimmenden Faktoren
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a b_ und Cpy T = 1,...,8, sind algebraisch definiert, sie

’

k§nnenr geometrisch als Koordinatenachsen gedeutet werden,
und sie werden begrifflich interpretiert.

Jeder Faktor a., br und cr ist algebraisch als eine Linear-
kombination der Ausgangsdaten definiert, als eine Zusammen-
fassung der Beobachtungen iiber jeweils zwei Modi. Die Art
der Zusammenfassung wird festgelegt durch die speziellen
Annahmen der einzelnen dreimodalen Verfahren. Zur Veran-
schaulichung sei vereinfachend angenommen, daB die Koeffi-
zienten b.r und Ckr bereits bekannt sind. Dann kdénnen aus
bjr und c, . Gewichte bir
Multiplikation mit den Ausgangsdaten der Faktor

und Ckr bestimmt werden, aus deren

a, = § i xijk bir cir

resultiert. In analoger Weise ist jeder Faktor b_ (Cr) aus
der Bekanntheit der Koeffizienten a;, und ¢, . (air und bjr)
als Linearkombination der Ausgangsdaten konstruierbar.

Geometrisch werden die Faktoren als Koordinatenachsen inter-
pretiert, die einen s-dimensionalen Raum aufspannen. Die
Faktoren a. werden als Bezugsachsen aufgefafit, die eine
dimensionale Reprédsentation der Entitéten Vi gestatten (ana-
log b_ und cr). Die Koordinaten der Entitdten V; auf den
Koordinatenachsen sind durch ihre Faktorladungen a;. 8ege-
ben. Auf diese Weise erhdlt man einen Variablenraum, einen
Personenraum und einen Raum fiir die Untersuchungsbedingung-
en. Dabei sind jeweils die Bezugsachsen a., br und Cr einan-
der zugeordnet, sie bilden ein Tripel von Dimensionen oder
Faktoren. In der Faktorenanalyse wird iberprift, welche
Anzahl an Dimensionen zur ndherungsweisen Reproduktion der
Ausgangsdaten bendtigt werden. Daher wurde die Faktorenana-
lyse eingangs als ein Verfahren zur Uberpriifung der Dimen-
sionalitdt der Beobachtungen charakterisiert. Mittels der
Faktorenanalyse wird der Struktur der Beobachtungen ein
Referenzsystem von Bezugsachsen unterlegt (Cattell, 1952b;
Guilford, 1954). Generell werden nur wenige der s Faktoren
einen hohen Beitrag zur gesamten Varianz der Ausgangsdaten
liefern. Werden t Faktoren mit t < s identifiziert, die
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einen hohen Anteil der Varianz erfassen, und tragen die
Ubrigen s - t Faktoren nur gering zur Aufklidrung der Varianz
in den Daten bei, so werden nur die t 'varianzstarken"
Faktoren beriicksichtigt (Weber, 1974). In der geometrischen
Interpretation bedeutet dies, daB von einem hoherdimensiona-
len Raum auf einen niederdimensionalen Raum mit relativ
wenigen Bezugsachsen iibergegangen wird. Diese Vorgehensweise
entspricht dem Okonomieprinzip als Grundidee der Faktoren-
analyse, indem den Beobachtungen eine mdglichst einfach
strukturierte Ordnung aus einer geringen Anzahl an Faktoren
unterlegt wird.

Uber die algebraische Betrachtungsweise hinaus wird die
Transformation

= 3 3 - *
8 = § k *ijk Pjr ke » T

= 1,000,
als Abbildung der alten Variablen oder allgemein Entititen
in neue hypothetische Variablen a. gedeutet. In der be-
grifflichen Interpretation der Faktoren sucht man Hypothesen
Uber ihre psychologische Bedeutung zu gewinnen (Pawlik,
1968). Daher ist die Faktorenanalyse, wie bereits erwdhnt,
ein heuristischer Ansatz. Inhaltlich sind Faktoren das, was
die Variablen gemeinsam haben, welche hoch auf den Faktoren
laden (Revenstorf, 1980). Zur Interpretation eines Faktors
werden die Variablen ausgelesen, die auf dem Faktor betrags-
méBig hohe Ladungen aufweisen. Der in Betracht gezogene
Faktor faBt dann die ausgelesenen Variablen zusammen. Man
sucht nun diejenige Eigenschaft begrifflich zu fassen, die
diesen Variablen inhaltlich gemeinsam ist, und die Interpre-
tation des Faktors besteht in der Zuordnung der gewdhlten
Eigenschaft zu dem Faktor (Pawlik, 1968). In der dreimodalen
Faktorenanalyse werden die Faktoren fiir alle drei Modi in
dieser Weise begrifflich gedeutet. Beispielsweise ist ein
Faktor, der hohe Ladungen fiir erfolgsorientierte und lei-
stungsmotivierte Personen aufweist, als '"Karriere-Faktor"
oder "Karriere-Typ" interpretierbar. Ein Faktor, auf dem
etwa Items wie '"merviés", '"unkonzentriert" und 'gehemmt'
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eines Persénlichkeitsfragebogens laden, kann als "emotionale
Labilitdt" gedeutet werden. Oder Situationen des beruflichen
Umfeldes wie "Einstellungsgespridch'", '"Diskussion mit dem
Vorgesetzten', '"Teamarbeit' wiirden durch gemeinsame hohe
Ladungen einen Faktor "interpersonale Situationen im Beruf"
konstituieren. Tucker (1966) bezeichnet Faktoren als 'deri-
vational" oder "idealized types' und differenziert zwischen
dem Faktorkonzept fiir Variablen, Personen und Situationen.
In dem Beispiel wiirde der "Karriere-Typ" als idealtypische
Person, der Emotionsfaktor als latente Variable und der
Faktor "interpersonale Situationen'" als prototypische Situa-
tion aufgefaBt (vgl. Kroonenberg, 1983b). Durch die Inter-
pretation der Faktoren ermdglicht die dreimodale Faktoren-
analyse Hypothesen i{iber das Zusammenwirken der Entitdten.
Die Koppelung der Faktoren der verschiedenen Modi erfolgt
r’ br’ Cr
wobei inhaltliche Beziige zwischen den einem Tripel zugeord-

durch ihre Anordnung in jeweils einem Tripel a

neten Faktoren hergestellt werden und die Faktorladungen
eines ausgewdhlten Modus als Indikatoren der Bedeutsamkeit

einer Faktorkombination a., b c_ interpretiert werden.

’
Hieraus resultieren Hypothesen gerari, daB das Erleben oder
Verhalten der idealtypischen Person a. durch die latente
Variable br in der prototypischen Situation c, beeinflufit
wird. Das quadrilineare Grundmodell unterscheidet sich im
wesentlichen von dem trilinearen Ansatz dadurch, daB die
zusammengehdrigen Faktoren a bp und c¢_ aus den drei Modi
nicht jeweils in einem Tripel angeordnet sind, sondern durch
die Koeffizienten 8mpq verkniipft werden. D.h. die Koeffi-
zienten gmpq’ die als Kernrelationen bezeichnet werden,
enthalten Informationen zu dem Ausmafl des Zusammenhangs
zwischen a_, bp und ¢ _. Die Matrix G = (gmpq)’ deren Zellen
die Koeffizienten &n q enthalten, wird Kernmatrix genannt.
SchlieBlich  sehen  Faktorenanalytiker wie Cattell und
Thurstone in den Faktoren invariante Grundfunktionen des
Verhaltens und allgemeine, voneinander abgrenzbare Grund-
typen von Individuen und Situationen, wenn aus weiteren
Untersuchungen eine Replikation der faktorenanalytischen
Befunde resultiert, die auch fiir andere als die untersuchte
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Personen-, Situationen- und Variablenstichprobe gelten.

Zu den Modellen der dreimodalen Faktorenanalyse gehdren der
PARAFAC-Ansatz von Harshman (1976), das von Cattell (1966)
entwickelte '"Interaktivmodell", das CANDECOMP-Modell wvon
Carroll wund Chang (1970), das von Orlik (1980) entwickelte
SUMMAX-Modell, die dreimodale Hauptkomponentenanalyse von
Tucker (1966) sowie zwei von Bloxom (1968) und Bentler und
Lee (1978) vorgeschlagene Varianten des Tuckerschen Ansatzes
(vgl. Snyder, Law & Hattie, 1984). Im anglo-amerikanischen
Schrifttum fanden vor allem CANDECOMP, PARAFAC und das
Tuckersche Modell als Grundkonzeptionen der dreimodalen
Datenanalyse Beachtung (vgl. Kruskal, 1984). In empirischen
Untersuchungen wurden bisher hauptsdchlich CANDECOMP, PARA-
FAC, der Tuckersche Ansatz und das SUMMAX-Verfahren einge-
setzt.

Diese Modelle sind in einer Reihe von Uberblicksarbeiten
hinsichtlich ihrer spezifischen Annahmen und der zugeordne-
ten Verfahren zur Faktorenextraktion diskutiert worden (vgl.
Law & Snyder, 1979; Carroll & Arabie, 1980; Kroonenberg,
1983b; Snyder, Law & Hattie, 1984). Demgegeniiber wurden die
Zusammenhdnge zwischen den genannten Modellen noch nicht
umfassend untersucht. Bekannt ist lediglich die generelle
Aquivalenz von PARAFAC und dem Interaktivmodell von Cattell
zu dem dreimodalen CANDECOMP-Ansatz. Formal gehdren PARAFAC
und CANDECOMP der trilinearen Modellklasse an wie auch das
SUMMAX-Modell, das durch Einfilhrung einer Kernmatrix zu
einem quadrilinearen Ansatz erweitert wurde. Dabei ist bis-
her nicht untersucht worden, ob Beziige zwischen CANDECOMP,
PARAFAC und dem trilinearen SUMMAX-Verfahren bestehen wund
inwieweit diese Zusammenhidnge formalisierbar sind. Ferner
stehen bisher die trilinearen Modelle und der Tuckersche
Ansatz als Reprisentant der quadrilinearen Modellklasse
insofern unverbunden nebeneinander, als keine allgemeingiil-
tigen Zusammenhinge zwischen den beiden Klassen theoretisch
aufgezeigt worden sind.

Dariiber hinaus hat der Einsatz der verschiedenen Verfahren
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in empirischen Datenanalysen eine kontroverse Diskussion um
ihren Stellenwert ausgelést. In Abhidngigkeit vom untersuch-
ten Gegenstandsbereich und der Fragestellung wurden teil-
weise die trilinearen Ansidtze, teilweise das Tuckersche
Modell favorisiert. Aus bisherigen Erfahrungen wurde die
SchluBfolgerung gezogen, daB der Tuckersche Ansatz zu diffe-
renzierteren Aussagen fiihrt als die trilinearen Verfahren,
aber mit erheblichen Schwierigkeiten in der Interpretation
der Kernrelationen behaftet ist (vgl. Rowe, 1979; MacCallum,
1974; Rosler, 1979). Von anderen Autoren (vgl. Carroll &
Wish, 1974; Carroll & Pruzansky, 1984) wurden die trili-
nearen Ansédtze als vorzuziehende Verfahren diskutiert, weil
sie auf eine komplexe Verflechtung der Faktoren in Form der
Kernrelationen verzichten und daher zu einer besser inter-
pretierbaren Strukturierung der Ausgangsdaten fiihren.

Aus den bisher offenen Fragestellungen zu den formalen Zu-
sammenhdngen der Modelle und ihren inhaltlich-interpretati-
ven Beziigen entstand eine zweiteilige Aufgabenstellung fiir
die vorliegende Arbeit. Innerhalb der trilinearen Modell-
klasse stehen SUMMAX und CANDECOMP/PARAFAC unverbunden ne-
beneinander und mdgliche Beziige wurden bisher nicht disku-
tiert, obwohl diese Verfahren von iibereinstimmenden Modell-
gleichungen ausgehen. Aufgrund von Ergebnissen aus dem Be-
reich der multilinearen Algebra (vgl. Kruskal, 1977) ist
aber bekannt, daB auch Verfahren, die unter einem grundle-
gend verschiedenen Rationale entwickelt wurden, zu &quiva-
lenten Losungen fiihren kdnnen und daher direkt ineinander
tiberfiihrbar sind. Liegt eine wechselseitige Aquivalenz zwi-
schen den Verfahren vor, so konstituieren die trilinearen
Ansédtze eine konzeptuell und formal einheitliche Modellklas-
se, deren Reprisentanten zu Konfigurationen fithren, die aus
der Bekanntheit einer einzigen Lésung rekonstruierbar sind.
Ein solcher Bezug wiirde den Einsatz nur eines Verfahrens
erfordern, aus dem die Losungen der iibrigen Anséitze ohne
erneute Datenanalysen direkt hergestellt werden kénnen.
Daher soll zunidchst untersucht werden, ob theoretisch-alge-
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braische Beziige zwischen CANDECOMP, PARAFAC und dem SUMMAX-
Verfahren bestehen und inwieweit diese Ansdtze formal in-
einander lberfiihrt werden konnen.

Obgleich im Rahmen empirischer Datenanalysen vereinzelt
versucht wurde, das Tuckersche Modell auf eine trilineare
Form zuriickzufiihren, wurden bisher CANDECOMP/PARAFAC und der
Tuckersche Ansatz als Konzeptionen mit grundlegend verschie-
denen Annahmen {ber die Komplexitdt der zu analysierenden
Daten behandelt (vgl. Rosler, 1979). Nach dieser Auffassung
sind die Konfigurationen aus den trilinearen und quadrili-
nearen Verfahren strukturell nicht vergleichbar, und vom
Anwender ist eine Entscheidung zugunsten eines Modells zu
treffen. Diese prinzipielle Inkompatibilitidt ist hauptsidch-
lich durch empirische Befunde begriindet worden, wa3hrend
modelltheoretische Untersuchungen der Beziige zwischen beiden
Modellklassen nur in speziellen Sonderfidllen erfolgreich
waren. Wenn dagegen die trilinearen Konfigurationen auf
zugeordnete quadrilineare Grundstrukturen generell abgebil-
det werden kénnen, so wird hierdurch impliziert, daB die
Ansédtze im wesentlichen gleiche Informationen enthalten und
diese nur in unterschiedlicher Weise darstellen. Auf der
Grundlage der strukturellen Verkniipfungen der trilinearen
Verfahren ist daher zu untersuchen, ob die trilinearen An-
sédtze unter allgemeinen Bedingungen in das Tuckersche Modell
iiberfilhrt werden konnen und damit die faktorenanalytischen
Konfigurationen nach dem Tuckerschen Modell formal aus den
Losungen trilinearer Verfahren rekonstruierbar sind.

Im Rahmen empirischer Datenanalysen wurde bisher nur in
sehr wenigen Untersuchungen ein direkter Methodenvergleich
vorgenommen. In der Mehrzahl wurde ein einziges Verfahren
zur Analyse eines Datensatzes eingesetzt, dessen Brauchbar-
keit anhand der Plausibilitdt der Ergebnisse ohne Analyse
der durch andere Verfahren gewonnenen Strukturaussagen beur-
teilt wurde. Um einen systematischen Vergleich der Verfahren
und eine Untersuchung ihrer Unterschiede oder Gemeinsamkei-
ten in der Erzeugung eines dimensionalen Ordnungssystems und
daraus ableitbarer Hypothesen zu ermdglichen, wird eine
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Modelluntersuchung durchgefiihrt, in welcher die Daten aus
ausgewdhlten Methodenexperimenten jeweils durch die ver-

schiedenen Verfahren analysiert werden.

Entsprechend dieser Aufgabenstellung ist die vorliegende
Arbeit in einen theoretischen und einen empirischen Teil
gegliedert. Nach einem historischen AbriB zur Entwicklung
des Gebietes der dreimodalen Faktorenanalyse in Abschnitt 2
werden im theoretischen Teil zunichst die Grundgleichungen
der betrachteten Modelle, Algorithmen zur Faktorenextraktion
und mogliche begriffliche Interpretationen in Abschnitt 3
dargestellt. Die Klassifikation der Verfahren in eine trili-
neare und eine quadrilineare Modellklasse gestattet eine
Abgrenzung unterschiedlicher algebraischer Eigenschaften der
Ansédtze; die Diskussion der modellspezifischen Eigenschaften
ist Gegenstand von Abschnitt 4. In Abschnitt 5 werden gene-
relle algebraische Beziige zwischen CANDECOMP, PARAFAC und
SUMMAX sowie die formale Transformation dieser Verfahren in
quadrilineare Modelle abgeleitet. Im empirischen Teil wird
nach einer Darstellung der mit den verschiedenen Verfahren
verkniipften Abbruchkriterien der Faktorenextraktion in Ab-
schnitt 6 ein Methodenvergleich anhand der Daten aus vier
Untersuchungen vorgenommen, deren zugrunde liegender Ver-
suchsaufbau jeweils eine Vorhersage der relevanten faktor-
enanalytischen Befunde und eine Bewertung wesentlicher Hypo-
thesen aus der Anwendung der verschiedenen Verfahren auf dem
Hintergrund bekannter Strukturmerkmale der Daten gestattet.
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Von der Covariation Chart zur drei-

modalen Faktorenanalyse: einige ge-
schichtliche Marksteine
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Traditionell wird in faktorenanalytischen Untersuchungen von
einer Reihe von Variablen ausgegangen, die einen bestimmten
Merkmalsbereich (z.B. Gedéichtnisleistungen oder Personlich-
keitsmerkmale) erfassen und an jedem Individuum einer Stich-
probe gemessen oder beobachtet wurden (Weber, 1974). Klas-
sische Untersuchungen stammen aus dem Gebiet der Intelli-
genzforschung und nahmen ihren Anfang 1904 mit dem eng-
lischen Psychologen C. Spearman, der sich mit Korrelationen
zwischen Aufgaben befaBte, die der Messung der Intelligenz
dienten. In der Folgezeit waren die Korrelatiomen zwischen
den Aufgaben bzw. Merkmalen die Ausgangsdaten, deren Struk-
tur aufgeklirt werden sollte. Seit der 1909 verdffentlichten
Arbeit von Burt und dem Erscheinen der '"multiple factor
analysis" von Thurstone im Jahre 1931 wurde von der Modell-
vorstellung ausgegangen (vgl. Pawlik, 1968), daB jedes der
gemessenen Merkmale als eine gewichtete Summe von mehreren
fundamentalen EinfluBgréBen aufzufassen sei, wobei diese
EinfluBgréBen hypothetischer Natur sind und Faktoren genannt
werden. Jedes einzelne Datum aus den erhobenen MefBwerten
oder Beobachtungen ist der Kombination einer bestimmten
Person und eines bestimmten Merkmals zugeordnet und enthdlt
Informationen iiber den Zusammenhang zwischen den "Entitéten"
beider Mengen, die von Tucker (1964) als "Modi" bezeichnet
wurden. Einen Uberblick iiber die geschichtliche Entwicklung
der klassischen faktorenanalytischen Ansdtze gibt Harman
(1960).

Durch Erweiterung der Messung auf beispielsweise unter-
schiedliche Untersuchungsbedingungen wird eine weitere Menge
von "Entititen" hinzugefiigt, aus der urspriinglich zweimoda-
len Datenmatrix, aufgebaut aus der Kombination der Probanden
und Merkmale, entsteht ein dreimodaler Datenquader aus Per-
sonen, Merkmalen und Untersuchungsbedingungen. Tucker (1964)
formulierte das erste Modell zu einer faktorenanalytischen
Behandlung dreimodaler Fragestellungen, die eine gleichzei-
tige Darstellung der Struktur in allen Modi gestattet. Dabei
ist die Diskussion um einen angemessenen Zugang zu komplexe-
ren Datenstrukturen, die auf der Verkniipfung von mehr als



25

zwei Modi beruhen, wesentlich &dlter, und ihr Beginn wird
nach Cattell (1966) und Snyder, Law und Hattie (1984) auf
das Jahr 1946 datiert, in dem Cattells Buch "Description
and measurement of personality" erschien. Durch die Anord-
nung der Personen, Tests und Untersuchungsbedingungen (vgl.
auch Cattell, 1950, 1952a) entlang dreier Achsen der "Co-
variation Chart" wurden iiber die herkémmlichen R- und P-
Techniken hinaus zusdtzliche Moglichkeiten der Datenanalyse
aufgezeigt. In der Weiterfiihrung der Uberlegungen von Spear-
man wurden bis zu diesem Zeitpunkt hauptsichlich Korrela-
tionen zwischen Merkmalen aufgrund von untersuchten Proban-
den (R-Technik) und Korrelationen zwischen Probanden auf-
grund von Merkmalen (P-Technik) fiir eine faktorenanalytische
Behandlung zugrunde gelegt. Cattell diskutierte auch die
traditionellen Verfahren zur Analyse zweimodaler Datenkdr-
per; jedoch, wie die "Covariation Chart" zeigte, ersffnet
ein solcher Datenquader die Berechnung vier weiterer Korre-
lationsmaBe, die Grundlage der sogenannten Q-, 0-, S- und T-
Techniken sind (vgl. Abbildung 1). Zundchst war damit die
Konzeption eines dreimodalen Designs in den Mittelpunkt
geriickt, und es war bekannt, daB die sechs unterschiedlichen
Techniken in drei Paaren - R-P, Q-S und O-T - zusammengefalit
werden konnen, die jeweils systematische Beziige zueinander
aufweisen. Mogliche Zusammenhidnge zwischen diesen drei Paar-
en sollten zwar untersucht werden, aber waren noch unbe-
kannt: '"These alone yield factors in statistically indepen-
dent, unbridgeable measurement systems, and are the pillars
between which bridges of paired scientific inference and
relation can be built" (Cattell, 1952a, S. 506). Der faktor-
enanalytische Zugang zu dreimodalen Daten beschrinkte sich
weiterhin wdhrend dieser und der folgenden Dekade auf die
klassischen ein- bzw. zweimodalen Methoden, wobei einer der
Modi des zugrunde liegenden Datenkdrpers durch Mittelung
tber die zugehdrigen Elemente eliminiert wurde. Dennoch
wurde die dreimodale Betrachtungsweise in diesem Zeitraum
vermehrt diskutiert, etwa von Burt (1955) und Guttman
(1958). So betont Burt (1955), daB sich die elementarste
Form der Beobachtung ("the most elementary observation", S.
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104) aus dem Tripel Person, Merkmal und Versuchsbedingung
konstituiert und daher aus drei Dimensionen gebildet wird.
Ferner klassifiziert Burt die Elemente, die an der gesamten
Variation der Daten beteiligt sind, in einer Weise, die mit
der Covariation Chart v6llig identisch ist (vgl. auch
Mahmoud, 1955).

Im gleichen Jahr - 1955 - findet ein internationales Kol-
loquium zur Faktorenanalyse in Paris statt. Guttman faBt
1958 die aus seiner Perspektive wesentlichen Beitridge des
Kolloquiums zu der aktuellen Intelligenzforschung zusammen
und stellt einen dreimodalen Zugang zur Struktur der In-
telligenz in den Vordergrund, der eng mit der Guilfordschen
Theorie verkniipft ist. Guttman stellt zunichst den Zusammen-
hang zwischen den wesentlichen Elementen der Guilfordschen
Theorie, den Denkoperationen, Denkinhalten und Denkergebnis-
sen (Hofstdtter, 1977) in Form eines kartesischen Produktes
dieser Elemente dar und postuliert zur "Erklirung" (Guttman,
1958, S. 509) der Relationen zwischen Denkoperationen, -
inhalten und -ergebnissen eine Kombination aus Faktorenana-
lyse im Sinne von Spearman und Varianzanalyse. Zur Entwick-
lung weiterer methodischer Zuginge schlédgt Guttman die Er-
weiterung seiner Radex-Theorie vor, spiter als Facettentheo-
rie bekannt geworden (Borg, 1986), aber er konstatiert
gleichzeitig, daB in Zukunft die Analyse solch komplexer
Datenstrukturen eine algebraische Form mit sich bringen
konnte, die von der bekannten weit abweicht.

Uber die genannten Arbeiten aus dem Bereich der Intelligenz-
forschung hinaus gehdren Osgood, Suci und Tannenbaum (1957)
zu den Wegbereitern der dreimodalen Datenanalyse. 1In ihrer
Monographie "The measurement of meaning" stellen sie ein
neues Verfahren zur Erfassung konnotativer Wortbedeutungen
vor, das Semantische Differential. Dieses Instrument besteht
aus einer Reihe bipolarer Ratingskalen, die inhaltlich die
drei nach Osgood, Suci und Tannenbaum wesentlichen Dimen-
sionen reprdsentieren, welche dem "semantischen Raum" zu-
grunde liegen, wund mit "evaluation", "activity" und "poten-
cy" bezeichnet werden. Entsprechend der Theorie von Osgood,
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Suci und Tannenbaum bieten die bipolaren Ratingskalen einen
Zugang zu dem "semantischen Raum", und sie werden im Raum
der drei Dimensionen dargestellt. In der Regel werden den
Versuchspersonen verschiedene Begriffe vorgegeben, die auf
den Ratingskalen einzustufen sind, so daB aus der Kombina-
tion Personen x Begriffe x Skalen ein Datenquader entsteht.
Im Mittelpunkt der Analyse steht die Frage nach den semanti-
schen Ahnlichkeitsrelationen zwischen den Begriffen. Es wird
angenommen, daB die konnotative Bedeutung jedes der einzu-
stufenden Begriffe durch seine Lokalisation auf den Dimen-

sionen "evaluation", "activity" und "

potency'" im semanti-
schen Raum erfaBt wird, und diese Lokalisation erfolgt aus
den Einstufungen des Begriffs auf den Ratingskalen. Unter-
schiede in der Bedeutung von zwei Begriffen sind dann eine
Funktion ihrer unterschiedlichen Lokalisationen im gleichen
Raum. Dariiberhinaus sind auch Unterschiede in den Urteils-
systemen der Personen von Interesse, die durch Divergenzen
in den individuellen semantischen Rdumen bedingt sind.

In Ermangelung einer Methode, durch welche Relationen zwi-
schen den Elementen der drei Modi simultan analysiert werden
konnen, wihlten Osgood, Suci und Tannenbaum ein Verfahren
zur Datenauswertung, in welchem fiir eine geometrische Re-
prisentation fiir jeden Modus getrennt zundchst die beiden
iibrigen Modi durch Summation bzw. Mittelwertsberechnung
ausgeblendet werden und in einem zweiten Schritt aus den so
reduzierten Daten Distanzen bestimmt werden. Diese Auswer-
tungen werden entweder auf der Basis der Rohdaten oder einer
vorhergehenden Faktorenanalyse der Skalen vorgenommen, wobei
Osgood, Suci und Tannenbaum auch verschiedene Alternativen
zu dieser Vorgehensweise diskutieren. Abbildung 2 zeigt in
schematischer Form die Aufldsung des Datenquaders bei
Osgood, Suci und Tannenbaum.

Abelson (1958) diskutiert indessen einen diskriminanzanaly-
tischen Zugang zu Datenstrukturen von der Art, die Osgood,
Suci und Tannenbaum betrachten. Auch in diesem Ansatz werden
Linearkombinationen aufgrund der Personen und Skalen gebil-
det, und so stellt Abelson (1960) fest, daB seine Methode in
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wesentlichen Aspekten dem Vorgehen von Osgood, Suci und
Tannenbaum &quivalent ist. Bis 1960 wird damit eine Reihe
von Modellen vorgestellt, die der Komplexitdt von dreimoda-
len Daten gerecht werden sollen, aber im Grunde die Priori-
tédt eines Modus implizieren. Hierzu bemerkt Abelson (1960,
S. 170): "The traditional thinking about the factor problem
with three-way tables has been that information must be
skillfully lost by picking one 'way', forming correlations
or covariances over another 'way' and ignoring the effect of
the third 'way' ."

Mit Tuckers Abhandlung (1964a) und der Dissertation von
Levin (1963) wird ein Wendepunkt in der Auseinandersetzung
um die Analyse dreimodaler Daten eingeleitet. Mit diesen
Arbeiten wird das erste dreimodale faktorenanalytische Mo-
dell wunter der Bezeichnung 'three-mode factor analysis"
eingefiilhrt. Das Modell ist ein Beispiel fiir eine theoreti-
sche Konzeption, die in der Mathematik als multilineare
Algebra bekannt ist, aber bis 1976 gibt es kaum Querbeziige
zu der Mathematik. Wdhrend die Vorldufer von 1946 bis 1960
latente Strukturen aus einem Modus in den Vordergrund stell-
ten, fiihrt das Tuckersche Modell zu einer dimensionalen
Reprédsentation fiir jedem Modus, wobei der wechselseitige
Zusammenhang zwischen den drei faktoriell reduzierten Modi
der sogenannten "Kernmatrix" zugeordnet ist (vgl. Tucker,
1966; Levin, 1965). Das Modell geht beispielsweise bei einem
Design wie in der Covariation Chart davon aus, daB die Tests
aus idealisierten Variablen (Testfaktoren) bestehen, die fiir
idealisierte Personen (Personenfaktoren) in idealisierten
Versuchsbedingungen (Situations- oder Versuchsbedingungsfak-
toren) unterschiedlich bedeutsam sind (Bartussek, 1973, S.
170). Die variierende Bedeutsamkeit bzw. Interaktion ergibt
sich aus der Kernmatrix, die selbst eine Art kondensierte
Form des zugrunde liegenden Datenkdrpers darstellt (Snyder,
Law & Hattie, 1984). Bloxom (1968) und Snyder (1969) formu-
lierten zwei Varianten des Tuckersche Modells, welche neben
gemeinsamen Faktoren, die jeweils mindestens zwei betrdcht-
lich von null verschiedene Faktorladungen aufweisen, auch
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spezifische Faktoren enthalten, die nur eine erheblich von
null verschiedene Ladung aufweisen und eine einzige Variable
reprdsentieren. Der Ansatz von Bloxom wurde von Bentler und
Lee (1978, 1979) weiterentwickelt und miindete in den sta-
tistischen "Covariance Structure'-Modellen.

Carroll und Chang publizierten 1970 einen weiteren Markstein
zur faktorenanalytischen Dekomposition dreimodaler Daten-
sdtze - das CANDECOMP-Modell. Wihrend die Verkniipfung der
Faktoren aus den verschiedenen Modi im Tuckerschen Modell in
der Kernmatrix vorgenommen wird, enthdlt CANDECOMP ein an-
dersgeartetes Rationale. Hier wird auf eine komplexe Ver-
flechtung der Faktormatrizen verzichtet; stattdessen werden
die Faktorladungen in einem der drei Modi direkt als Indika-
toren der Bedeutsamkeit der Faktortripel interpretiert.
Dabei war das Modell von Carroll und Chang weniger durch
Fragestellungen im Rahmen der Faktorenanalyse motiviert,
sondern als Reaktion auf neuere Ansitze der multidimensiona-
len Skalierung, die eine Analyse individueller Differenzen
in der Beurteilung der Ahnlichkeit einer gegebenen Objekt-
menge enthielten. Carroll und Chang beziehen sich insbeson-
dere auf ein von Tucker und Messick (1963) entwickeltes
Modell, das "Points-of-View'-Modell. Die Datenbasis besteht
hier aus den Ahnlichkeitsurteilen mehrerer Versuchspersonen
iber alle Paare aus einer Reihe von Objekten. Um solche
Gruppen von Personen zu bestimmen, die in relativ iiberein-
stimmender Weise wurteilten, ermitteln Tucker und Messick
zundchst Cluster von Versuchspersonen, wobei ein Repréasen-
tant aus jedem Cluster einem "point of view'" einer ideali-
sierten Person entspricht. Fiir jede idealisierte Person wird
dann ein separater Objektraum konstruiert. Dieser Ansatz
fihrt aber kaum zu Aussagen derart, worin sich die Urteils-
systeme einzelner realer Personen unterscheiden bzw. welche
Gemeinsamkeiten sie haben (Carroll & Chang, 1970, S. 284).
Daher konzipieren Carroll und Chang ihr INDSCAL-Modell spe-
zifisch zur multidimensionalen Skalierung individueller
Khnlichkeitsurteile, welches explizit eine Analyse der Un-
terschiede zwischen den Urteilssystemen der Versuchspersonen
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gestattet. INDSCAL dient damit der Analyse von Daten, die
zwar in drei Richtungen variieren, aber nur zwei Modi umfas-
sen - Versuchspersonen und beurteilte Objekte. Die Koppelung
zu der dreimodalen Faktorenanalyse stellt dabei das bereits
genannte CANDECOMP-Modell dar, welches aus der Verallgemei-
nerung von INDSCAL entstand. INDSCAL wurde bereits 1969 von
Horan vorweggenommen, aber Carroll und Chang's Novum bestand
in der zusdtzlichen Entwicklung eines Algorithmus und in der

Generalisierung auf faktorenanalytische Fragestellungen.

Der Zeitabschnitt zwischen 1966 und 1971 stellt eine Art
Brennpunkt des Interesses fiir dreimodale Datenanalysen dar,
denn neben CANDECOMP erscheinen weitere Modellvorschldge zu
diesem Themenbereich. Drei wichtige Autoren sind hier R.A.
Harshman, K. Joreskog und wiederum R.B. Cattell. Harshman
stellt 1970 sein PARAFAC-Modell vor, abgeleitet von Cat-
tell's "principle of proportional profiles" (vgl. Harshman,
1976; Harshman & Lundy, 1984). PARAFAC wurde unabhédgig von
dem dreimodalen CANDECOMP-Modell und unter einem anderen
Rationale entwickelt, aber die beiden Ansdtze sind alge-
braisch voéllig &4quivalent (Snyder, Law & Hattie, 1984;
Harshman & Berenbaum, 1981). So spricht u.a. Kruskal (1984)
von dem CANDECOMP/PARAFAC-Modell.

Cattell unterscheidet 1966 zwischen drei verschiedenen Mo-
dellklassen zur Analyse dreimodaler Datensidtze, die er als
Additivmodelle, Interaktivmodelle und Supermatrixmodelle
bezeichnet (vgl. Abbildung 3). 1In den Supermatrixmodellen
wird die Aufteilung von zwei Quellen der Variation - etwa
der Untersuchungsbedingungen und der Variablen oder Tests -
aufgegeben, und die zugehdrigen Elemente der zwei Modi wer-
den miteinander kombiniert, so daB aus dem dreimodalen Da-
tenquader eine Anordnung entlang zweier Dimensionen entsteht
- Versuchspersonen x Bedingungs- und Testkombinationen. Zu
der Klasse der Interaktivmodelle gehdren die Modelle von
Tucker und Carroll und Chang, und in den Additivmodellen
wird die klassische zweimodale Faktorenanalyse auf die Aus-
schnitte aus dem Datenquader angewendet, die jeweils zwei
Modi umfassen, wdhrend der Mittelwert iiber den dritten Modus
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Abb.3: Die Modellklassen von Cattell (1966) zur Analyse dreimodaler Datenquader
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gebildet wird (Snyder, Law & Hattie, 1984; Lohméller, 1979).
Unter Bezugnahme auf die Covariation Chart entwickelt
Cattell in der Folgezeit eigene Interaktiv- und Additivmo-
delle (Cattell, 1966, 1980a, 1980b; Cattell, Blaine & Bren-
nan, 1984), wobei sein Interaktivmodell &dquivalent zu CANDE-
COMP ist (Snyder, Law & Hattie, 1984). SchlieBlich betrach-
tet Joreskog die Klasse der Additivmodelle und entwickelt
Algorithmen fiir Modellgleichungen, deren Parameter unter-
schiedlich strengen Klassen der Restriktion wunterliegen
(Jéreskog, 1971; Lohmdller, 1979).

Wie bereits angedeutet wurde, konnen die Modelle, die seit
der Tuckerschen Konzeption bis in die 70er Jahre entwickelt
wurden, dem Gebiet der multilinearen Algebra zugeordnet
werden, aber es existieren kaum Querbeziige zu der Mathematik
(Kroonenberg, 1983a) bis zu den 1976 und 1977 erschienenen
Abhandlungen von Kruskal. Auf dem Hintergrund des CANDECOMP-
und des PARAFAC-Modells setzt sich Kruskal theoretisch mit
den Eigenschaften der dreimodalen Datenmodelle und den zu
analysierenden Datenquadern auseinander und zeigt auf, daB
sich die neuen Ansédtze in wesentlichen Aspekten von den
traditionellen ein- oder zweimodalen Modellen unterscheiden.
So entfdllt bei CANDECOMP/PARAFAC beispielsweise das Pro-
blem der angemessenen Faktorenrotation, das im Rahmen der
Diskussion um die klassischen Modelle einen groflen Raum
eingenommen hatte (vgl. Horst, 1965; Harman, 1960), und es
werden mehr Faktoren zur Reproduktion des Datenkdrpers be-
notigt, als an Personen, Tests und Versuchsbedingungen in
eine Untersuchung einbezogen waren (Kruskal, 1976, 1977,
1981, 1983). In Zusammenhang mit dieser hohen Anzahl an
Faktoren und den neuartigen Computeralgorithmen von Carroll
und Chang stand die Notwendigkeit, fiir den Anwender andere
Strategien zur Auswahl einer angemessenen Losung bereitzu-
stellen. Unter dieser Perspektive hat insbesondere Harshman
(1984) neue Kriterien vorgestellt.

In der Zwischenzeit sind vor allem CANDECOMP, INDSCAL und
das Tuckersche Modell in einer Reihe von Untersuchungen zur
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Datenanalyse eingesetzt worden und hinsichtlich der Qualitat
und Interpretierbarkeit der Ergebnisse und ihrer Anwendbar-
keit von verschiedenen Seiten kritisiert worden. So bemerkt
Bartussek (1973), daB die fiir das Tuckersche Modell zentrale
Kernmatrix Schwierigkeiten aufwirft, wenn sie inhaltlich
interpretiert wird. Ferner erfiillen die Lésungen nach dem
Tuckerschen Modell auch nicht das Kriterium der kleinsten
Abweichungsquadrate (Kroonenberg, 1983b). Zudem sind die
Modelle fiir eine Reihe von Daten, wie sie in den Sozialwis-
senschaften betrachtet werden, nicht anwendbar, denn es wird
vorausgesetzt, dall die Daten mindestens Intervallskalen-
Qualitédt besitzen (Sands & Young, 1980). Und schlieBlich ist
Carroll und Chang's RiickschluB von der festen Achsenorien-
tierung auf die direkte Bedeﬁtééhkéig_gg;_gggtqggn in Zwei-
EZIvmggiogen worden (vgl. Ahrens, 1974; Lohmdller, 1979;
Orlik, 1980). Neben diesean;itiken, die sich jeweils auf

spezifische Aspekte eines Modells beziehen, sei die ironi-
sche Kommentierung von Torgerson (1986, S. 60) zu der gesam-
ten Modellklasse angefiigt: " I seriously wonder whether the
data we ordinarily obtain in psychological investigations
are worthy of the elegance and power of these marvelous
constructions. It sometimes seems like exploring the jungle
with a Mercedes."

Auf dem Hintergrund dieser Kritikpunkte wurden 1980 drei
Modelle vorgestellt, die zur Vermeidung der genannten Nach-
teile konzipiert wurden. Sands und Young (1980) greifen das
Problem des geforderten Skalenniveaus auf und schlagen einen
neuen Algorithmus, den ALSCOMP-Algorithmus, vor. ALSCOMP ist
nicht auf intervall- oder verhdltnisskalierte Daten einge-
schridnkt, sondern kann auch auf nominal- oder ordinalska-
liertes Datenmaterial angewendet werden.

Kroonenberg und De Leeuw (1980) entwickeln ebenso einen
Algorithmus, der jedoch metrische Daten voraussetzt und
spezifisch der Parameterschidtzung des Tuckerschen Modells
dient. Dieser Ansatz enthdlt Vorteile gegeniiber den von
Tucker vorgeschlagenen Verfahren, da er auch dann zu einer
optimalen Approximation des Datenquaders im Sinne der Metho-
de der kleinsten Quadrate filhrt, wenn eine Konfiguration aus
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moglichst wenigen Faktoren von Interesse ist. In einer Reihe
von Anwendungen zeigt Kroonenberg (1983b) die Giite der Lo-
sungen hinsichtlich der Interpretierbarkeit und des fakto-
riell erkldrten Varianzanteils auf.

Wihrend in diesen Arbeiten im Grunde neue Verfahren zur
Datenauswertung unter Riickgriff auf bekannte Modelle vorge-
stellt wurden, diskutiert Orlik ein neues Modell zur fakto-
renanalytischen Dekomposition von dreimodalen Datenkdrpern -
das SUMMAX-Modell. SUMMAX entstand auf dem Hintergrund der
Interpretationsprobleme, die mit der Tuckerschen Kernmmatrix
verbunden sind, und der Kritik an dem CANDECOMP-Modell. Das
Grundprinzip der Faktorenmextraktion ist eng verwandt mit dem
Rationale des Centroidmodells von Thurstone (vgl. Orlik,
1973, 1976, 1980) und unterscheidet sich daher von der
Tuckerschen Konzeption und von CANDECOMP, die beide eine
Generalisierung der klassischen Hauptachsentransformation
enthalten. Ferner umfaBt SUMMAX zwei Zugidnge zur Analyse
dreimodaler Daten:

wird von der Moglichkeit einer Faktorenrotation abgesehen,
so werden die Faktoren der drei Modi direkt miteinander
verkniipft, und das Modell weist Beziige in den formalen
Grundgleichungen und Interpretationen zu CANDECOMP auf. Zur
Erméglichung anschlieBender Faktorrotationen wird das Modell
erweitert um eine Kernmatrix, wodurch SUMMAX zwar eine Reihe
von formalen Zusammenhédngen zu dem Tuckerschen Ansatz ent-
hdlt, sich aber hinsichtlich des Aufbaus und der Interpreta-
tion der Kernmatrix wesentlich von Tuckers Modell unter-
scheidet.

Unter Bezugnahme auf das CANDECOMP-Modell greifen Carroll,
Pruzansky und Kruskal (1980) Ansidtze zur Interpretation der
Faktoren auf und entwickeln einen Zugang, der zusédtzlich
erhobene AuBenkriterien integriert. In diesem Modell, ge-
nannt CANDELINC, konnen beispielsweise Informationen zum
SchulabschluB, zum ausgeiibten Beruf oder &hnliches als
AuBenkriterien herangezogen werden, um die inhaltliche Be-
deutung der Konfiguration fiir Personen zu klédren, die an

einer Untersuchung teilgenommen haben. Hierbei werden etwa



37

die Parameter fiir die Faktoren des Personenmodus so einge-
schrinkt, daB die resultierende Konfiguration in méglichst
hohem MaBe das erhobene AuBenkriterium wiedergibt. Restrik-
tionen der Modellparameter kénnen im Prinzip in allen Modi

vorgenommen werden.

CANDELINC wie auch bereits das CANDECOMP-Modell sind im
Gegensatz zu dem Tuckerschen Modell nicht spezifisch zur
Analyse dreimodaler Datensdtze konzipiert worden, sondern
umfassen ''n-modale" Verallgemeinerungen. Ebenso gestatten
die Grundgleichungen des SUMMAX-Modells eine direkte Erwei-
terung zur Analyse n-modaler Datensédtze. D.h. es konnen
Datenkérper betrachtet werden, die aus der Kombination von
mehr als drei Modi aufgebaut sind, wie etwa in einer Unter-
suchung zur konnotativen Bedeutung einer Reihe von Begrif-
fen, die von einer Anzahl von Versuchspersonen auf mehreren
Ratingskalen einzustufen sind, wobei die Untersuchung zu
verschiedenen Zeitpunkten wiederholt wird. Aus der Kombina-
tion Begriffe x Personen x Skalen x Zeitpunkte entsteht ein
Datenkdrper, der in vier Richtungen variiert. Eine ent-
sprechende Generalisierung des Tuckerschen Modells wurde
1981 von Lastovicka fiir den viermodalen Fall und 1986 von
Kapteyn, Neudecker und Wansbeek fiir den n-modalen Fall dis-
kutiert. Allerdings sind mit Ausnahme von Lastovicka,
Carroll und Chang kaum entsprechende Algorithmen entwickelt
und implementiert worden. Offenbar sind die n-modalen An-
sédtze auch nicht von hoher praktischer Relevanz, da einer-
seits die Interpretation der Ergebnisse sehr komplex ist und
andererseits kaum Untersuchungen vorliegen, die mehr als
drei unterschiedliche Varianzquéllen umfassen (Kroonenberg,
1983a). Wihrend momentan die Entwicklung n-modaler Analyse-
techniken eher von theoretischen als von anwendungsorien-
tierten Kriterien geleitet erscheint, akzentuiert die fakto-
renanalytische Diskussion seit 1946 den Zugang zu dreimoda-
len Datenstrukturen in der Theorie und Anwendung. Dies wird
auch deutlich an der Vielzahl der empirischen Datenanalysen
mittels der dreimodalen Modelle. Im folgenden seien exempla-
risch nur einige Studien erwdhnt, um die Relevanz der drei-
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modalen Methoden in verschiedenen Bereichen der psychologi-
schen Forschung aufzuzeigen.

Im Rahmen der Organisationspsychologie erstellte Frederikson
(1972) eine Taxonomie von verschiedenen Situationen, mit
denen Manager in ihrem beruflichen Umfeld konfrontiert wer-
den, und untersuchte die Beziehung der Situationen zu ver-
schiedenen Leistungsaspekten. Cornelius, Hakel und Sackett
(1979) diskutierten Kriterien der Personalauswahl aufgrund
einer Klassifikation von Berufen und den mit unterschiedli-
chen Berufen verbundenen Graden der Verantwortung. Gegen-
stand der Studie von Zenisek (1980) ist die Messung der
Arbeitszufriedenheit wund deren Bezug zu Fehlzeiten am Ar-
beitsplatz bei Arbeitern, Biiroangestellten und Managern.

In sozialpsychologischen Studien wurde u.a. der EinfluB der
ethnischen Abstammung von Beobachtern auf die Wahrnehmung
von Personen unterschiedlicher ethnischer Herkunft unter-
sucht (Imada & London, 1979), wobei die individuellen Wahr-
nehmungen durch eine Reihe von Ratingskalen erhoben wurden.
Kjerulff und Wiggins (1976) befaBten sich mit Charakteristi-
ka belastender Studiensituationen und méglichen Bewdlti-
gungsstrategien bei Hochschulstudenten.

Eine der ersten Anwendungen von Tuckers Modell stammt aus
dem Gebiet der Differentiellen Psychologie mit Levins Un-
tersuchung (1963, 1965) zur Beziehung der Versuchssituation
und der Beantwortung des "S-R Inventory of Anxiousness' von
Endler, Hunt und Rosenstein, die verschiedene "Typen" von
Probanden hinsichtlich der Angstlichkeit in den betrachteten

Situationen aufzeigte.

Lilly (1965) ging mit seiner Studie zur Struktur und Veré&n-
derung des semantischen Raums bei Schulkindern verschiedener
Alterstufen einer entwicklungspsychologischen Fragestellung
nach, und Vavra (1974) verwendete eine dreimodale Faktoren-
analyse zur Analyse der Effektivitdt verschiedener Marke-
ting-Strategien in der Produktwerbung bei unterscheidbaren
Gruppen von Konsumenten.
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Und schlieBlich wurden im Rahmen der Psychophysik Aspekte
der Sprachwahrnehmung (Soli & Arabie, 1979; Kruskal, 1984)
sowie der Farbwahrnehmung (Carroll & Wish, 1974; oOrlik,
1980, 1981) mittels dreimodaler Designs wuntersucht. Eine
Ubersicht iiber weitere Arbeiten seit 1964 gibt die umfang-
reiche Bibliographie von Kroonenberg (1983a, 1983b). In der
Mehrzahl der seit 1964 publizierten Studien wurde das
Tuckersche Modell zur Datenanalyse verwendet sowie das IND-
SCAL-Modell, wenn eine strukturelle Reprisentation von Ahn-
lichkeitsurteilen im Vordergrund stand. In einer Reihe von
Untersuchungen kamen dariiberhinaus CANDECOMP, PARAFAC und
SUMMAX zur Anwendung, widhrend fiir die tibrigen Modelle, die
in dem vorliegenden Abschnitt angesprochen wurden, kaum
Erfahrungen in konkreten Anwendungen vorliegen. Dabei stehen
allerdings die Modelle, die vermehrt Beachtung gefunden
haben, groBtenteils unverbunden nebeneinander sowohl hin-
sichtlich ihrer theoretisch-algebraischen Verkniipfungen als
auch hinsichtlich inhaltlich-interpretativer Beziige. Die
folgenden Abschnitte sind der Untersuchung dieser beiden,
bisher offenen Fragestellungen gewidmet.
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Gegenstand des vorliegenden Abschnitts ist eine Darstellung
der Grundgleichungen der Modelle, die in den folgenden Kapi-
teln hinsichtlich ihrer algebraischen und inhaltlich-inter-
pretativen Beziige analysiert werden: das Tuckersche Modell,
CANDECOMP, PARAFAC und SUMMAX. Neben den modelltheoretischen
Schwerpunkten werden die zugeordneten Algorithmen zur
Faktorextraktion betrachtet, und es werden die modellspezi-
fischen Interpretationsméglichkeiten der Faktor- und Kernma-
trizen diskutiert. Jedes der angefilhrten Modelle besitzt
eine verallgemeinerte Darstellung zur Analyse n-modaler
Datenkdrper und eine spezifische Form, die dem Gebiet der
multidimensionalen Skalierung zugeordnet werden kann, und
der Analyse individueller Differenzen in der Beurteilung von
Reizdhnlichkeiten dient. Zur vollstdndigen Beschreibung der
Modelle werden daher jeweils die korrespondierenden Genera-
lisierungen bzw. Sonderfdlle aufgefiihrt.

Vor der Diskussion der Modelle sind eine Reihe von termino-
logischen Spezifika, die eng mit der Komplexitédt der zugrun-
de liegenden Datenkdrper verkniipft sind, auszufihren. Diese
beziehen sich vor allem auf die Verwendung der Begriffe
"Modus" und "Kombinationsmodus'". Tucker benutzt den Begriff
eines Modus unter verschiedenen Bedeutungen. Zundchst um-
schreibt der Term "eine Menge von Indizes, durch welche
Daten klassifiziert werden konnen" (Tucker, 1966, S. 280),
und zur Identifikation der drei Klassifikationsmdglichkeiten
werden die Symbole i, j und k gewéhlt. Diesem Gebrauch
entspricht z.B. die Aussage "Modus i kennzeichnet die unter-
suchten Personen". Dariiberhinaus werden die Symbole i, j und
k als Laufindizes verwendet, indem etwa die i-te Person des
Modus i mit Pi gekennzeichnet wird. Ferner kommen die Ele-
mente der drei Indexmengen (etwa Personen, Skalen, Zeitpunk-
te), von Lohméller als '"Konzepte" bezeichnet, in zwei
"Typen" vor: einmal im "observational type" als empirische
Konzepte mit der Indizierung i, j, k und zweitens im "deri-
vational mode" als idealisierte Konzepte mit der Indizierung
m, p, q (Lohméller, 1979, S. 138). Durch die Darstellung des
Zusammenhangs zwischen empirischen und idealisierten Konzep-
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ten in Form von Ladungskoeffizienten, =z.B. aime wird die
dritte Verwendung des Terminus "Modus" deutlich. Er dient
hier der Kennzeichnung von Zellen einer Matrix.

Dreimodale Datenkdrper werden somit als ein dreifachindi-
zierter Quader mit i Zeilen, j Spalten und k Lagen darge-
stellt. Zur algebraischen Behandlung werden diese Quader in
Matrizen oder Zweiwegtafeln angeordnet unter Verwendung von
Kombinationsmodi. Der Kombinationsmodus ist das kartesische
Produkt von zwei Modi und wird gekennzeichnet durch kombi-
nierte Indizes wie beispielsweise ij. Es existieren insge-
samt drei Moglichkeiten, die Daten in Matrizenform darzu-
stellen, wobei jeweils eine Supermatrix entsteht. Die Ele-
mente einer Supermatrix werden gekennzeichnet durch einen
einfachen Index und einen kombinierten Index. Die Super-
matrix ink besteht z.B. aus j nebeneinandergeordneten Teil-
matrizen ixk’ die Supermatrix kxij aus i nebeneinanderge-
ordneten Teilmatrizen ka usw. (Bartussek, 1973, S. 175).
Zur Identifikation einer spezifischen Anordnung werden zwei
Subskripte verwendet; das Subskript vor der Matrix bezeich-
net dabei die Zeilen der Matrix, das Subskript nach der
Matrix die Spalten. Weitere Symbole, die in der folgenden
Darstellung benutzt werden, und ihre Bedeutung sind in Ta-
belle 1 aufgefiihrt. Ferner wird die Tuckersche Indizierung
von Matrizen nur dann eingesetzt, wenn dies aus Griinden der
Eindeutigkeit erforderlich ist. In Tabelle 2 ist die im
folgenden verwendete Darstellung der Modelle aufgefiihrt. A
und iAf bezeichnen die gleiche Matrix. Die Matrizen A und A
bezeichnen jeweils die Faktormatrizen in Modus i, analog B,
B die Faktormatrizen in Modus j und C, C die Faktormatrizen
in Modus k. Zur Unterscheidung der Faktormatrizen aus den
verschiedenen Modellen wurde das Zusatzkennzeichen " ="
verwendet, so daB die Faktormatrizen des Tuckerschen und des
CANDECOMP-Modells mit A, B und C, die des SUMMAX-Modells mit
A, B und C bezeichnet werden.



44

Tabelle 1: Ubersicht iiber die verwendete Notation

[a,B,c]
eles
D = diag(z)

X = (x45)

i%5k

ihf

A', AT

dim col(A)

AxB=H

kennzeichnet den Kombinationsmodus (ij), d.h.
das kartesische Produkt von zwei Modi i und jj;
"ji. guBere Schleife, j: innere Schleife" (vgl.
Tucker, 1966)

Tripel-Produkt von drei Matrizen A, B und C
dreimodale Identitédtsmatrix

dij = 245 fir i = j

0 fir i ¥ j

dreimodale Datenmatrix mit i Zeilen, j Spalten
und k Lagen

Anordnung der dreimodalen Matrix in zweimodaler
Form mit i Zeilen, jxk Spalten; jk: Kombina-
tionsmodus

Faktormatrizen

Eigenvektormatrizen

Eigenwerte

Diagonalmatrizen, deren Diagonalelemente aus Ei-
genwerten bestehen - nach absteigender GroBe ge-
ordnet

Kernmatrizen

Permutationsmatrizen

Darstellung der Matrix A in der Terminologie von
Tucker; Subskript i kennzeichnet die Zeilen,
Subskript f die Spalten der Matrix A
Transponierte einer Matrix A

Dimension des Vektorraums, der durch die Spal-
ten von A aufgespannt wird

Kronecker-Produkt aus zwei Matrizen A, B der Ord-
nung (i,m) und (j,p). Es entsteht eine Uberma-
trix der Ordnung (ij,mp), deren Zellen gleich
sind.
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Tabelle 2: Ubersicht iiber die Darstellung der Modelle

= I I b

*ijk & p & 2im °jp Tkq Bmpq
i - =~ R ~ = A C " ~1
ixjk i%n mcpq (ij X k(:q ) AG (B'"xcC'")

mit den Hauptachsentransformationen:

>1
=

' =
i%5k 1%k

ool
<
[o~]

' =
i*ik jXik

Ol
=

' =
K15 kX4

2c) SUMMAX:

= 2
Xijk = £ 3if Pjf Ckf
i%jk = i8¢ eler (5Be' x (Cg') = [A,B,(]
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Fortsetzung der Tabelle 2

nach Rotation:

b

ijk = & p 4 %im Pjp ®kq Empq

- ' Y ' '
ink iAm mqu (ij X qu ) AG (B'xC")

mit den Hauptachsentransformationen:

- - 1/2
ifp = jAe T=F 4

1/2

B_ = .B, W=V 4
3B 7 3¢ B

= - 1/2
kCq = kC¢ H = E 4¢

Anmerkung: die Matrizen A und A bezeichnen jeweils die Fak-
tormatrizen in Modus i, analog B, B die Faktormatrizen in
Modus j und C, C die Faktormatrizen in Modus k. Zur Unter-
scheidung der Faktormatrizen aus den verschiedenen Modellen

wurde das Zusatzkennzeichen verwendet.
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3.1. Das Tuckersche Modell

3.1.1. Die Grundgleichungen des Modells:

Die Grundgleichungen der dreimodalen Faktorenanalyse nach
Tucker bestehen aus der Approximation der gemessenen oder
beobachteten Werte xijk durch eine Kernmatrix, die mit den
Faktorladungen der drei Modi gewichtet wird (Tucker, 1964a,
1964b, 1966):

(1) x40 = Ry4x * o454

(2) %5k "B D3 8imP3pShqEmpq  *
In  Matrizenschreibweise entspricht Gleichung (2) der
Darstellung

% = X ~ [l -
(3) ink iAn mGpq (ij x C ).

Dabei enthalten die Matrizen A, B und C die Faktorladungen
oder Gewichtszahlen aus Gleichung (2) und G ist die Kern-
matrix, die die drei Faktormatrizen miteinander verkniipft. X
kennzeichnet den Anteil an den beobachteten Werten, der
durch das Modell approximiert wird. Durch Gleichung (1) wird
die Moglichkeit ercffnet, solche Faktoren in der Analyse zu
vernachlédssigen, die nur einen geringen Beitrag zur Auf-
klédrung der gesamten Varianz der Daten leisten. Wird hinge-
gen der volle Rang fiir jede Faktormatrix betrachtet, so hat
das Modell die Form

(4) ink =AG(B'xC"),

d.h. der Datenkdrper X wird vollstdndig durch die modellspe-
zifischen Parametermatrizen erkléart.

Analog der klassischen zweimodalen Hauptkomponentenanalyse
werden zur Bestimmung der Faktormatrizen zundchst die Ska-
larproduktmatrizen fiir jeden Modus aus der Datenmatrix ge-
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bildet und anschlieBend auf Hauptachsen transformiert:

>
=
>

]
(5a) Xy 3%k

]
(5b) X5k Xk

[ ]
(5¢) kxij kxij =Cuy.C

Die Faktormatrizen A, B und C enthalten jeweils die ortho-
normalen Eigenvektormatrizen aus den drei mdglichen Skalar-
produktmatrizen, und V¥ ist die zugehdrige Diagonalmatrix mit
den Eigenwerten. Wegen der (spaltenweisen) Orthonormalitét
der Faktormatrizen gilt:

(¢) A'A= 1; B'B=_1; C'C=_I .,

wobei I die Identitédtsmatrix bedeutet. Nach Extraktion der
Faktoren in jedem Modus entsprechend Gleichungen (5), die
hier die Eigenvektoren sind, wird die Kernmatrix bestimmt,
indem die Datenmatrix mit den Faktormatrizen pré- bzw. post-
multipliziert wird:

= _ = - =
(7) G A ink (B x C)
Wird der volle Rang fiir jede Faktormatrix betrachtet, so ist
die Transponierte der Faktormatrix gleich ihrer Inversen,
und Gleichung (7) entspricht der Multiplikation der Daten-
matrix mit den inversen Faktormatrizen. Dann gilt fiir die
Kernmatrix folgende Aussage wie von Tucker (1966) gezeigt
wurde:

2

T L2 &
(8) i3k %ij

rrzg 2
ijk m p q °mpq

D.h. die Kernmatrix stellt eine kondensierte Form der Daten-
matrix dar, in welcher die empirischen Konzepte durch idea-
lisierte Konzepte mit der Indizierung m, p und q ersetzt
wurden. Aus Gleichung (6) und (8) wird zusédtzlich deutlich,
daB die Ringe der drei Skalarproduktmatrizen - m, Pp, q =,
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die aus der Datenmatrix gebildet werden kémnen, nicht not-
wendig gleich sind und daher die Anzahl der Faktoren zwi-
schen den Modi variiert. Eine weitere Eigenschaft des
Tuckerschen Modells beinhaltet die Moglichkeit anschlieBen-
der Rotationen der extrahierten Faktormatrizen. Dazu seien
die Rotationstransformationen in folgender Form gegeben:

(9a) iAm mel = iAml

9b BT .B
(9b) JBP ppl jpl

(9e) & afqt ™ 5%i

Sind die Transformationsmatrizen quadratisch und reguldr, so
kann das vollstdndige Modell dargestellt werden wie in Glei-
chungen (10) und (11):

ral -1 A 1y=1 y-1
(10) mlelql = (mel) mqu ((prl ) X (qqu )70)

(11) X A

i¥5k = 181 m1p1q1 GBp1' ¥ kCqi")

Dabei zieht Tucker (1966, 1972) orthogonale wie auch oblique
Rotationstransformationen nach Kriterien der Einfachstruktur
modelltheoretisch in Betracht, aber er weist gleichzeitig
auf bisher ungeldste Probleme der Faktorrotation hin, insbe-
sondere fiir den Fall, daB die rotierten Matrizen keinen
vollen Rang aufweisen: '"The existence of the flexibility
afforded by the freedom of transformation ... is the source
of many problems yet to be solved. The practical problems of
determination of these transformations are yet to be solved"
(Tucker, 1966, S. 291). Kroonenberg (1983b, 1984) diskutiert
das Problem der Rotationstransformation der Faktormatrizen
unter Bezugnahme auf die Kernmatrix. Die Kernmatrix ist zwar
das zentrale Konzept des Tuckerschen Modells, aber die ab-
strakten Kernrelationen erweisen sich als sehr komplex hin-
sichtlich ihrer inhaltlichen Interpretierbarkeit. Zur Ver-
einfachung der Struktur der Kernmatrix, etwa in Form einer
Diagonalmatrix, ist es nach Kroonenberg eher angebracht,



50

durch entsprechende Rotationen die Kernmatrix in eine Ein-
fachstruktur zu iiberfiihren (vgl. Kroonenberg, 1983b, S. 107
- 124, zu korrespondierenden Techniken der Rotation der
Kernmatrix). Zudem wurde in einer Reihe von Anwendungen
bereits eine Einfachstruktur in den unrotierten Faktormatri-
zen deutlich, und die Struktur der Kernmatrix wurde weiter
kompliziert, wenn Rotationen der Faktormatrizen vorgenommen
wurden (Kroonenberg, 1984). Im Gegensatz zur faktorenanaly-
tischen Tradition ist daher unter inhaltlich-interpretativen
Gesichtspunkten eine Rotation der Faktormatrizen im Tucker-
schen Modell nicht notwendig die Methode der Wahl.

3.1.2. Der Tuckersche Algorithmus:
Zur Berechnung der Kern- und Faktormatrizen wurden von
Tucker (1966) drei verschiedene Algorithmen vorgeschlagen,
wobei Methode II und III spezifisch der Analyse von Datenma-
trizen dienen, die einen Personenmodus mit 300 oder mehr
Probanden enthalten, und mit mehreren Kombinationsmodi ar-
beiten. Methode I ist dagegen in direkter Entsprechung zu
den Grundgleichungen des Modells aufgebaut und umfaBt fol-
gende Schritte, die schematisch in Abbildung 4 dargestellt
sind:
a) zundchst werden aus der Datenmatrix die Skalarproduktma-
trizen fiir die drei Modi, ink ink', ink ink' und

K5 KXij
b) fir jede Skalarproduktmatrix werden die Eigenwerte und
Eigenvektoren nach Gleichungen (5a) bis (5c) bestimmt
c) zur Festlegung der angemessenen Dimensionalitdt der

', ermittelt

Faktormatrizen wird fiir jeden Modus getrennt die HGhe der
Eigenwerte gegen die Anzahl der Eigenwerte aufgetragen und
mittels des Scree-Tests (vgl. hierzu Revenstorf, 1980, S.
76f) beurteilt. In jedem Fall sollten Eigenvektoren, die
sehr kleinen Eigenwerten (d.h. Eigenwerte nahe null)
zugeordnet sind, in der weiteren Analyse nicht beibehalten
werden (Tucker, 1966, S. 297)

d) die Eigenvektoren, deren Eigenwerte nach dem Scree-Test
substantiell und nach abfallender GroBe geordnet sind,
bilden die Spalten der Faktormatrizen A, B bzw. C



Abb. 4. Die dreimodale Hauptkomponentenanalyse nach Tucker (1966)
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e) die Kernmatrix wird nach Gleichung (7) gebildet, indem
die Datenmatrix mit den Faktormatrizen pré- bzw.
postmultipliziert wird.

Dieser Algorithmus, wie auch Methode II und III (vgl. auch
Tucker, 1967), filhrt im allgemeinen nicht zu einer Approxi-
mation der Datenmmatrix nach dem Least-Squares-Kriterium. Im
Gegensatz zu Gleichung (8) fiir das vollsténdige Modell kann
im Fall von dimensional reduzierten Faktormatrizen nicht
bestimmt werden, wie hoch der Prozentsatz der Varianzauf-
kldrung einer Konfiguration oder spezifischer Faktorkombina-
tionen ist. Ferner ist auch nicht gekldrt, welchen Einfluf}
die Elimination von Eigenvektoren auf die Parameter der
Kernmatrix hat. Insbesondere Methode II und III, auf die an
dieser Stelle nicht weiter eingegangen wird, fiihren zu
Schitzwerten fiir die Eigenwerte und -vektoren, die weit von
denen der Skalarproduktmatrizen abweichen kénnen, wenn nur
einer der Modi eine reduzierte von Faktoren umfaBt (Tucker,
1966; Kroonenberg, 1983b). Kroonenberg und De Leeuw (1980)
haben einen Algorithmus zum Tuckerschen Modell entwickelt,
der diese Nachteile weitgehend vermeidet.

3.1.3. Der Algorithmus von Kroonenberg und De Leeuw:

Zur Entwicklung einer Methode der Parameterschédtzung, die
auch dann zu einer Least-Squares-Losung fiihrt, wenn eine
Konfiguration aus moglichst wenig Faktoren gewiinscht ist,
gehen Kroonenberg und De Leeuw (1980) von folgender Funktion
aus:

(12) g(A,B,C,G)

- v - v []
Spur (X5 = X5 Gy = 1%

mit ink =

G (B' xC") ,

>l

deren Minimum zu bestimmen ist. Unter Beachtung, daB die
Minimierung der Funktion g nur von den Matrizen A, Bund C
abhingig ist, kann das Problem (12) nach einigen Umformungen
auch als Maximierungsaufgabe formuliert werden (Kroonenberg
& De Leeuw, 1980, S. 71f):
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(13) p(A,B,C) = Spur(A' ink (BB'xCC") ink' A) := max .

Die Parameter aus A, B und C werden unter der Verwendung der
Iterationsmethode von Bauer-Rutishauser nach folgendem Sche-
ma bestimmt, welches in Abbildung 5 graphisch veranschau-
licht ist:

zunidchst werden zwei Startkonfigurationen fiir A und C fest-
gelegt. Aus diesen Startkonfigurationen wird B geschitzt. Im
nichsten Schritt wird A und B festgelegt und neue Schitzwer-
te fiir C errechnet. Aus B und der neu gebildeten Matrix C
wird A bestimmt usw. Die Iterationsfolge wird schlieBlich
abgebrochen, wenn zwei aufeinanderfolgende Iterationszyklen
keine wesentliche Verdnderung der Gesamtkonfiguration mehr
ergeben, wobei ein Zyklus jeweils die Schitzung von A, B und
C umfaBt.

Dieser Algorithmus wird allgemein als '"Alternating-Least-

Squares''-Ansatz bezeichnet und wird in seinem Grundprinzip

auch zur Bestimmung der CANDECOMP-Konfigurationen von Car-

roll und Chang (1970) verwendet. Das wesentliche Element des

Algorithmus, die Bauer-Rutishauser-Methode, geht dabei von

einer symmetrischen und positiv definiten Datenmatrix A aus,

deren p grofite Eigenwerte und Eigenvektoren durch iteratives

Durchlaufen der Schritte (ii) bis (v) bestimmt werden:

(i) eine willkiirliche, spaltenweise orthonormale Startkon-
figuration XO mit p Spalten wird gewdhlt. Dabei ist p
die Anzahl der gewiinschten Eigenvektoren, die zuvor
festzusetzen ist.

(ii) nach 1 Iterationen:

Yl = A Xl

(iii) B, = Yl’ Y,

(iv) T, sei die Eigenvektormatrix von By und Ly die
zugehorige Diagonalmatrix der Eigenwerte ld mit
1, = 1 SO U= |

1 - 2 91/2 p’
V) X o= T L

1Y)

Die Spalten der Matrix Xy und die Diagonalzellen von Ly
konvergieren dann gegen die Eigenvektoren und Eigenwerte von
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Abb.5: Schematische Darstellung der ALS-Methode von Kroonenberg &

De Leeuw (1980)
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A, wenn (Kroonenberg & De Leeuw, 1980, S. 75):

a) die Anzahl der Iterationen 1 gegen unendlich geht

b) die Spalten von X nicht orthogonal zu einem oder mehreren
Eigenvektoren sind

c) die Eigenwerte verschieden sind.

Zur Ubertragung dieses Prinzips auf den dreimodalen Fall
formen Kroonenberg und De Leeuw Gleichung (v) nach
Postmultiplikation mit T, um in

1/2 -1/2

(16) Xy =¥, T L7210 = A xg (xp' A% X)) ,
woraus sich folgender Algorithmus zur Bestimmung der
Eigenvektoren der dreimodalen Datenmatrix ink ergibt:

(i) die Anzahl der gewiinschten Eigenvektoren m, p und gq
fiir die Matrizen A, B und C sind festzusetzen, und
Startkonfigurationen fiir B und C sind auszuwihlen

(ii) nach 1 Iterationen:

Py = Xy (Bp By' x T §)') Xy
Riep = Py A (R)' B2 A)7Y/2 ("A-Teilschritt")
(1i1) Q= X3 (€) Cp' x Apyy A1pg") X'
By, = Q By (B' o, B2 ("B-Teilschritt")

$ = A A ' R R ' '
(v) Ry = Xy5 (Rpeg Arer’ % Breg Brag ") iy

el - el c. 2 = ‘1/2 "e . . "
Ciep = Ry Gy (C" By Cl) ("C-Teilschritt")
Zur Initialisierung in Schritt (i) werden die Eigenvektoren
aus Methode I nach Tucker (vgl. Abschnitt 3.1.2) eingesetzt.
Kroonenberg und De Leeuw haben gezeigt, daB fiir jeden Itera-
tionszyklus gilt:

- - — > — —
P(A1+1:B1+11C1+1) = P(AlaBly

ol

l)'

Bei Gleichheit wird die Iterationsfolge abgebrochen, und aus
den zuletzt errechneten Faktormatrizen wird die Kernmatrix
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entsprechend Gleichung (7) bestimmt. Allerdings kann nicht
gezeigt werden, daB mit dieser Methode das globale Maximum
der Funktion (13) auch aufgefunden wird. Der Algorithmus ist
mit dengleichen Problemen behaftet wie etwa Kruskals Konzept
zur nonmetrischen multidimensionalen Skalierung und kann
durchaus in einem lokalen Maximum konvergieren, welches
nicht mit dem globalen Maximum identisch ist. Fir eine
spezifische L&sung ist daher nicht gesichert, daB sie dem

eingangs geforderten Optimum auch entspricht.

3.1.4. Multidimensionale Skalierung individueller Differen-
zen nach Tucker als Sonderfall der dreimodalen Faktoren-
analyse:

Ahrens (1974) interpretiert das Tuckersche Modell (1972) zur
multidimensionalen Skalierung (MDS) individueller Differen-
zen als Revision des von Tucker und Messick (1963) ent-
wickelten '"Points-of-View''-Ansatzes unter Verwendung der
dreimodalen Faktorenanalyse. Die zu analysierenden Daten
bestehen aus den Ahnlichkeitsurteilen mehrerer Versuchsper-
sonen i{iber alle Paare aus einer gegebenen Menge von Objek-
ten; der Datenkdrper variiert zwar in drei Richtungen, Ver-
suchspersonen x Objekte x Objekte, umfaBt aber nur zwei Modi
und wird daher u.a. von Carroll und Arabie (1980) als '"two-
mode three-way data' bezeichnet. Widhrend im '"Points-of-
View'"-Modell idealisierte Personen postuliert werden, fiir
die jeweils ein separater Objektraum konstruiert wird, wird
im Tuckerschen Modell zur MDS die Annahme verschiedener
Reizridume fiir die idealisierten Personen aufgegeben. Viel-
mehr wird im Tuckerschen Modell die Existenz eines allen
Versuchspersonen gemeinsamen, subjektiven Reizraumes zugrun-
de gelegt, und individuelle Differenzen werden in Form un-
terschiedlicher Gewichte abgebildet, mit denen fiir verschie-
dene Versuchspersonen die Dimensionen des gemeinsamen Reiz-
raums in "individuelle Reizrdume'" transformiert werden.
Diese Grundidee ist allerdings nicht spezifisch fiir das
Tuckersche Modell, sondern gilt in gleicher Weise fiir alle
Modelle, die im vorliegenden Abschnitt diskutiert werden.
Die Verkniipfung mit der dreimodalen Faktorenanalyse wird
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unmittelbar deutlich an der Grundgleichung des Tuckerschen
MDS-Ansatzes:

(15) jj'xi = (B x B) GA' .

In Summenschreibweise:

(16) X353 = & 5 ' Pjp Pj'p' Bpp'm Zni

Nach Transposition der Gleichung und Identifikation der
Faktormatrizen fiir den zweiten und dritten Modus ergibt sich
(15) direkt als Sonderfall der allgemeinen Grundgleichung
(4). Dabei entsprechen die Spalten der Datenmatrix den Ver-
suchspersonen i, und die Zeilen werden als Kombinationsmodus
aus den Skalarprodukten fiir alle Reizpaare j, j' gebildet.
Zur Herleitung der Skalarprodukte werden die Distanzschidtz-
werte d(j,j') fir jede Versuchsperson i getrennt nach der
Formel von Torgerson (vgl. auch Borg, 1981, S. 390):

A7) xgyg = -1 @G0 - 1T dG,30% - 1 E a7 .
2 J J
13 a,in%
32 J ]

transformiert, wobei J die Anzahl der Objekte bezeichnet.

Aus der (transformierten) Datenmatrix X konnen nun analog
dem Vorgehen in der dreimodalen Faktorenanalyse die Eigen-
vektoren und Eigenwerte fiir jeden Modus bestimmt werden,
wobei hier zwei der drei Eigenvektormatrizen iibereinstimmen.
Die Dimensionen des gemeinsamen Reizraumes sind die Spalten
der Eigenvektormatrix B, die individuellen Gewichte fiir die
Versuchspersonen sind in der Matrix A als Zeilen angeordnet.
Die Kernmatrix G ist symmetrisch, d.h. gpp'm = gp.pm, und
weist bei einer angemessenen Reprdsentation in der Diagona-
e e gppm 2 0. Jede Teilma-
trix Gm, die in G in Form einer Spalte m repridsentiert ist,

len keine negativen Werte auf, d.h.

wird als Beitrag der m-ten Dimension des Personenraumes fiir
die subjektiven R&ume der repridsentierten Personen interpre-
tiert (Tucker, 1972; Ahrens, 1974). 1Im Vorgriff auf die
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Interpretation des Tuckerschen Modells sei an dieser Stelle
erwdhnt, daB die Dimensionen des Personenraums als '"ideali-
sierte Personen'" angesehen werden. Dann gibt die Matrix Em
Auskunft iiber den Gebrauch der gemeinsamen Reizdimensionen

durch die idealisierte Person m unter zwei Aspekten:
1/2

ppm
differentielle Stauchungen  bzw. Streckungen der

a) die Diagonalelemente zeigen nach Radizierung §g

Reizdimensionen p an
b) die Werte auBerhalb der Diagonalin liefern nach der
; - - = 1/2 .
Normierung gpp'm / (gppm gp'p'm) Informationen zu den
Winkeln zwischen den Reizachsen p und p' fir die
idealisierte Person m (Kroonenberg, 1983b).

In gleicher Weise werden die Zellen der erweiterten

Kernmatrix H
(18) H=GA

unter Bezugnahme auf die (realen) Versuchspersonen i
interpretiert. Jede Teilmatrix Hi’ die in H als Spalte i
angeordnet ist mit

(19) Hi = % Gm Emi ’

enthdlt Angaben zu der relativen Streckung/Stauchung der
Reizdimensionen und zu den Winkeln zwischen den Reizdimen-
sionen beziiglich des Urteilssystems der Versuchsperson 1i.
Damit entsprechen die Spalten der mit den personenspezifi-
schen Gewichten multiplizierten Kernmatrix den Transforma-
tionen, durch welche der gemeinsame Reizraum in den Reizraum
des i-ten Subjektes abgebildet wird (Kroonenberg, 1983b).

3.1.5. Die viermodale Erweiterung des Tuckerschen Modells:

Lastovicka (1981) hat das Tuckersche Modell der dreimodalen
Faktorenanalyse erweitert zur Analyse viermodaler Datenkdr-
per der Form xijkl' Die Grundgleichung der viermodalen Fak-
torenanalyse besteht aus der Approximation der Werte xijkl
durch eine Kernmmatrix, die nun mit vier Faktormatrizen ge-
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wichtet wird:

b

(20) xijkl = % é é % 8im jip ckq dlr gmpqr :
In Matrizenschreibweise entspricht Gleichung (20) der
Darstellung

(21) iijkl =AG(B'xC'=xD"),

wobei der Kombinationsmodus jkl das kartesische Produkt von
drei Modi ist. Zur Berechnung der Faktormatrizen werden die
vier moglichen Skalarproduktmatrizen
L) '
i%5k1 1%k 0 5%ik1 Xik
Xewqg wXeaq 5 33X s 1 Kg a0
k®ijl k™ijl 17ijk 1%ijk

gebildet, deren Eigenvektoren die Spalten von A, B, C und D
sind. Da auch im viermodalen Fall die Faktormatrizen (spal-
tenweise) orthonormal sind, 148t sich die Kernmatrix in
folgender Weise bestimmen:

= _ = - - -
(22) G =A ixjkl (BxCxD) .

Die Generalisierung dieses Modells auf den n-modalen Fall
wurde 1986 von Kapteyn, Neudecker und Wansbeek formuliert,
wobei die Faktormatrizen aus weiteren Modi analog zu Glei-
chung (21) durch das Kroneckerprodukt verkniipft werden.

3.1.6. Interpretation der Kern-und Faktormatrizen des drei-
modalen Modells:

Die von Tucker (1966) diskutierte Interpretation des dreimo-
dalen Modells unterscheidet nicht nur unter formalen Ge-
sichtspunkten zwischen der Kern- und den Faktormatrizen,
sondern auch hinsichtlich des inhaltlichen Zugangs. Die in
jedem Modus extrahierten Faktoren werden als "idealisierte
Elemente" aufgefaBt (vgl. Abschnitt 1), die fiir den betrach-
teten Gegenstandsbereich fundamentalere Konzepte darstellen
als die erhobenen Einzelbeobachtungen (Tucker, 1966). Wurden
beispielsweise MeBwerte einer Reihe von Versuchspersonen auf
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mehreren Variablen in unterschiedlichen Untersuchungssitua-
tionen erhoben, so resultiert aus der Analyse jeweils eine
Faktormatrix fiir die Personen, die Variablen und die Situa-
tionen. Fiir die Faktoren der drei Modi wird angenommen, daf
sie als grundlegende Konstrukte idealisierte Personen, la-
tente Variablen bzw. prototypische Situationen definieren
(Kroonenberg, 1983b). Die Faktormatrizen sind implizite
Definitionen der idealisierten Konzepte (Lohmdller, 1979),
und die begriffliche Interpretation der Faktoren wird vorge-
nommen aufgrund der gemeinsamen inhaltlichen Bedeutung der
Elemente eines jeden Modus, die hohe Ladungen auf den Fakto-
ren aufweisen. Hinsichtlich der inhaltlichen Deutung der
Faktoren als latente Konstrukte stimmt diese Auffassung mit
der traditionellen faktorenanalytischen Sichtweise {iberein;
im Unterschied zu der klassischen Faktorenanalyse wird nicht
nur eine Menge latenter EinfluBgroBen identifiziert, sondern
jedem Modus wird eine andersgeartete latente Struktur unter-
legt (Snyder, Law & Hattie, 1984). Der Bezug zwischen den
idealisierten Konzepten wird in der Kernmatrix hergestellt,
die mindestens drei verschiedene Interpretationen zulédBt.
Die erste Form der inhaltlichen Deutung der Kermmatrix wurde
von Tucker (1964a, 1966) und Levin (1963, 1965) vorgeschla-
gen und hat sich weitgehend durchgesetzt (vgl. Lohméller,
1979; Kroonenberg, 1983b):

die Werte der Kermmatrix, auch als Kernrelationen bezeich-
net, als Faktorwerte der idealisierten EinfluBgréBen. Nach
dieser Auffassung zeigen die Kernrelationen die Ausprédgungen
der idealisierten Personen auf den latenten Variablen in
unterschiedlichen prototypischen Situationen an. Ein Bei-
spiel wire eine Aussage wie 'die idealtypische Person m
zeichnet sich aus durch hohe Werte auf dem Intelligenzfaktor
p in streBfreien Situationmen q". Dies impliziert allerdings
die vorhergehende Zuordnung von Begriffen zu den Faktoren
der drei Modi (Kroonenberg, 1983b). Werden jedoch die Fakto-
ren lediglich als ckonomische Zusammenfassungen der Einzel-
beobachtungen betrachtet, deren Ziel die Erfassung der
systematischen Variation in den Daten ist, so kann die
Interpretation der Zellen der Kermmatrix als Faktorwerte
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nicht aufrechterhalten werden. Auch Bartussek (1973) proble-
matisiert diesen inhaltlichen Zugang zu der Kernmatrix unter
der Perspektive, daB die Kernmatrix mit den Varianzbeitrigen
der Faktoren konfundiert ist. D.h. in der Kernmatrix sind
mehrere Informationen miteinander verkniipft, und ihre Zellen
sind in ihrer numerischen GriéBe untereinander nicht ver-
gleichbar. Durch die Normierung der Faktoren wire nach Bar-
tussek eine denkbare Interpretation des Modells reziprok zu
der gegenwdrtigen Vorgehensweise, indem die Faktormatrizen
nicht Faktorladungen, sondern Faktorwerte enthalten und vice
versa die Kermmatrix nicht Faktorwerte, sondern Faktorla-
dungen wiedergibt. Unter Bezugnahme auf Gleichung (8) wird
alternativ vorgeschlagen, die an der Gesamtvarianz der Daten
normierten Kernrelationen, d.h.
Empq2 / f § k xijk !

als Beitrag der Faktorkombination m, p, q an der Variabili-
tdt der Rohdaten zu interpretieren. In dieser Interpretation
reprédsentiert die Kernmatrix eine faktorspezifische Auftei-
lung der Varianzkomponenten in direkter Analogie zu der
Singuldrwert-Zerlegung. Ferner werden hierdurch zwar nume-
risch bedeutsame Faktorkombinationen hervorgehoben, iiber die
Art ihres Zusammenwirkens wird aber keine Aussage getroffen.

Eine dritte Mdglichkeit besteht in der inhaltlichen Deutung
der Kernrelationen als dreimodale Interaktionen. Neben der
relativen GroBe der Kernrelationen wird in dieser Interpre-
tation vor allem das Vorzeichen der Zellen der Kernmatrix
beachtet, wodurch die "Richtung" des Beziehungsgeflechtes
zwischen den Faktoren in den Vordergrund gestellt wird. So
fiihrt eine Kernrelation, die den Bezug zwischen einer ideal-
typischen Person m, einem Intelligenzfaktor p und einem
StreBfaktor q herstellt und mit einem positiven Vorzeichen
versehen ist, zu der SchluBfolgerung, daB die Person m auf
dem Intelligenzfaktor p hohe Werte aufweist, wenn sie sich
in einer streBbehafteten Situation q befindet. Dabei ist in
diesem Beispiel impliziert, daB die Faktorladungen der Ele-
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mente, die die Grundlage zur Benennung der Faktoren bilde-
ten, ebenfalls in jedem Modus positive Vorzeichen haben. Ist
diegleiche Konstellation gegeben, nur mit negativem Vorzei-
chen fiir eine andere idealtypische Person m', so bedeutet
dies, daB m' auf dem Intelligenzfaktor p geringe Werte
aufweist in einer mit StreB behafteten Situation gq. Aller-
dings konnen auch Vorzeichenkombinationen der Kernrelationen
und zugeordneten Faktorladungen auftreten wie (+,+,=,-), (-
y¥s=s=)y (+,-,+,-) usw. Die Interpretation solcher Kombina-
tionen ist wesentlich schwieriger, da abwechselnd die posi-
tiven bzw. negativen Ladungen der zu den Vorzeichen korre-
spondierenden Faktoren zu beachten sind. Der wesentliche
Unterschied zu der Auffassung der Kernrelationmen als Faktor-
werte besteht darin, daB hier Interaktionen zwischen Gruppen
von Faktorladungen herangezogen werden, wihrend im Konzept
der Faktorwerte die den Faktoren zugeordneten Begriffe die
Grundlage der Interpretation bilden (Kroonmenberg, 1983b).
SchlieBlich ergibt sich eine vierte Form der inhaltlichen
Deutung der Kernmatrix im Rahmen des dreimodalen MDS-Mo-
dells, die zuvor bereits dargestellt wurde: die Kernrelation
g?p'm als Kosinus des Winkels zwischen den Dimensionen p und
p .

Nach Kroonenberg (1984) ist die Wahl der spezifischen Inter-
pretation der Kernmatrix abhdngig vom untersuchten Gegen-
standsbereich, von der Interpretierbarkeit der Faktoren und
von der zugrunde liegenden Fragestellung. Durch das Tucker-
sche Modell selbst werden keine zusdtzlichen Kriterien im-
pliziert, die eine der vier Interpretationsméglichkeiten
zwingend erscheinen lassen. In einer Reihe von Anwendungen
wurden Schwierigkeiten in der Interpretation des Modells
deutlich, bedingt durch die abstrakten Kernrelationen
(Snyder, Law & Hattie, 1984). Um den Zugang zu der Kernma-
trix zu vereinfachen, wurde versucht, durch Rotationstrans-
formationen die Kernmatrix in eine einfacher strukturierte
Diagonalform zu iiberfithren. Dieser Ansatz ist allerdings an
sehr restriktive Bedingungen gebunden, und entsprechende
Algorithmen zur Auffindung angemessener Transformationen
sind noch in der Entwicklung befindlich.
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3.2. Das CANDECOMP/PARAFAC-Modell

3.2.1. Die Grundgleichungen des Modells:

Die folgende Darstellung des CANDECOMP-Modells (fiir CANoni-
cal DECOMPosition of N-way Tables) ist eng orientiert an
Carroll und Changs Publikation (1970). Im Gegensatz zum
Tuckerschen Modell, in dem die Verkniipfung der Faktoren aus
den verschiedenen Modi in der Kernmatrix vorgenommen wird,
wird in CANDECOMP auf eine komplexe Verflechtung der Faktor-
matrizen verzichtet. Algebraisch entspricht die Kernmatrix
in CANDECOMP dem dreimodalen Analogon einer Identitidtsmatrix
(Tucker, 1972; Kruskal, 1976; Harshman & Lundy, 1984), so
daB die Grundgleichung des Modells folgende Form hat:

(23) X::p = X

ijk T Xijk * ejjk  mit

(24)  Rjj =} &5 by Eyp -

In Matrizennotation:

(25) ixjk - in rIrr (jEr' 2 kCr.) = [K’E’E] !

wobei die kompakte Schreibweise [] Kruskals (1977)
Terminologie zur Darstellung des Tripelproduktes von Matri-
zen A, B, C entspricht. X ist der durch das Modell approxi-
mierte Anteil an den beobachteten Werten X und eijk kenn-
zeichnet einen Fehlerterm, der nicht niher spezifiziert ist
(Carroll & Pruzansky, 1984). Ein weiterer Unterschied zu dem
Tuckerschen Modell wird ebenso an. der CANDECOMP-Grundglei-
chung deutlich und bezieht sich auf die Anzahl der extra-
hierten Faktoren in den drei Modi; wdhrend das Tuckersche
Modell eine unterschiedliche Dimensionalitit in jedem Modus
zuldBt, ist CANDECOMP restriktiver, indem die Zahl der Fak-
toren r zwischen den Modi ilibereinstimmen muB. Wie auch im
Tuckerschen Modell ist eine exakte Zerlegung der Datenmatrix
X in zugrunde liegende CANDECOMP-Faktoren méglich (Kruskal,
1976, 1977)
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(26)  xj4 = F 8jp Byp Spe

die zu einer vollstidndigen Aufklérung der Varianz der Daten
fiihrt. Kruskal konnte hier zeigen, daB sich die Eigenschaf-
ten der Faktormatrizen A, B und C wesentlich von den Eigen-
schaften klassischer faktorenanalytischer Zerlegungen unter-
scheidet, die aus der Faktorisierung einer zweimodalen Ma-
trix nach dem Theorem von Eckart und Young (1936) resultie-
ren. Das wichtigste Charakteristikum des trilinearen Modells
ist die Elimination des Rotationsproblems, von Kruskal als
"intrinsic axis property' bezeichnet:

im Gegensatz zu den klassischen faktorenanalytischen Model-
len und dem Tuckerschen Modell ist die Orientierung der
Faktoren in CANDECOMP festgelegt, so daB keine zusdtzlichen
Faktorrotationen durchgefiihrt werden kénnen. Bezeichnen i, i
und k die Anzahl der Elemente in jedem der drei Modi, so
konnte Kruskal dariiberhinaus nachweisen, daB die bendtigte
zahl der Faktoren zur Reproduktion der Datenmatrix nicht
gleich min(i,j,k) ist, sondern max(i,j,k) libersteigt. Als
Konsequenz dieser Rangeigenschaft dreimodaler Matrizen kon-
nen sogar linear abhéngige Faktoren in jedem Modus auftre-
ten; die Orthogonalitit der Faktoren in den klassischen
Verfahren kann hier nicht aufrechterhalten werden.

Carroll und Chang (1970) heben vor allem die eindeutige
Orientierung der Referenzachsen als Desideratum ihres Mo-
dells hervor und ziehen aus dieser Eigenschaft die SchluB-
folgerung, daB den Faktoren eine unmittelbare psychologische
Bedeutung zukommt. Auch Harshman und Lundy (1984) sehen in
der "intrinsic axis property" ein besonders bedeutungsvolles
Spezifikum des Modells, das sie mit zwei Aspekten begriinden.
Einmal erfordert das trilineare Modell keine Annahmen zur
Auffindung einer Konfiguration, welche iiber die Modellglei-
chung hinausgehen. Die traditionelle Faktorenanalyse dagegen
wirft nach Harshman und Lundy das Problem auf, neben dem
Modell zur Faktorextraktion zusdtzliche Kriterien wie etwa
eine Einfachstruktur zu definieren, die keinen wesentlichen
Bezug zu den Modellparametern aufweisen. Zweitens Dbean-
sprucht CANDECOMP nicht die Allgemeingiiltigkeit traditionel-
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ler Verfahren, die immer zur Herleitung von Faktoren aus
beobachteten Variablen fiihren (Revenstorf, 1980). Vielmehr
kann nach Harshman und Lundy in empirischen Analysen abge-
schétzt werden, ob einem Datenkorper fixierte Achsen zugrun-
de liegen oder nicht, da bei Verletzung dieser Annahme eine
degenerierte Konfiguration erzeugt wird, die keinen kon-
sistenten interpretativen Zugang erméglicht und sich durch
sehr hohe Korrelationen zwischen den Faktoren innerhalb der
drei Modi auszeichnet.

Wéhrend Carroll und Chang das CANDECOMP-Modell eher zur
theoretischen Untermauerung ihres INDSCAL-Verfahrens konzi-
piert haben und daher eigentlich an Fragestellungen der
multidimensionalen Skalierung interessiert waren (Carroll &
Arabie, 1980), begriindet Harshman (1976; Harshman & Beren-
baum, 1981) die Entwicklung seines PARAFAC-Modells (fiir
PARAllel FACtors factor analysis) mit der angestrebten Uber-
windung des Rotationsproblems in der klassischen Faktoren-
analyse. Harshman ging dabei von Cattells "principle of
proportional profiles" zur Auswahl einer spezifischen Rota-
tionstransformation aus, welches er auf dreimodale Matrizen
Ubertrug. Obwohl beide Modelle unter einem unterschiedlichen
Rationale formuliert wurden, sind sie algebraisch vollig
dquivalent (Kruskal, 1984; Carroll & Pruzansky, 1984; Harsh-
man & Berenbaum, 1981) und verwenden identische Algorithmen
zur Faktorextraktion (Harshman & Lundy, 1984). Allerdings
sind in diesem Rahmen zwei Aspekte erwdhnenswert, die zu
einer Differenzierung der Verfahren filhren. Erstens wurde
PARAFAC spezifisch zur Analyse dreimodaler Datenkdrper kon-
zipiert, wéhrend CANDECOMP allgemeiner ist und eine Erweite-
rung fiir den n-modalen Fall enthdlt. Zweitens umfaBt Harsh-
mans Vorgehen zusdtzlich eine Reihe von Prozeduren zur ange-
messenen Normierung oder Standardisierung des Datenkorpers
vor der faktorenanalytischen Dekomposition der Daten. Diese
Prozeduren sind zwar nicht in PARAFAC selbst verankert und
kénnen direkt in der "preprocessing'-Phase aller Modelle
eingesetzt werden, sie werden aber allgemein als das wesent-
liche Charakteristikum von Harshmans Zugang betrachtet
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(Kruskal, 1984; Snyder, Law & Hattie, 1984).

CANDECOMP/PARAFAC zeichnet sich zwar durch die '"intrinsic
axis property' aus, jedoch bleibt neben mdglichen Permuta-
tionen der Faktoren eine Unterdeterminiertheit des Modells
hinsichtlich der Skalierung der Achsen bestehen (Kruskal,
1984). D.h. es ist immer moglich, die Achsen in ein oder
zwei Modi zu strecken oder zu stauchen, wenn im verbleiben-
den Modus die inverse Operation durchgefilhrt wird. Enthélt
Modus i etwa die Versuchspersonen, so werden allgemein die
Faktoren von Modus j und k auf die Linge eins normiert mit
der reziproken Skalierung der Faktoren in Modus i. Dieses
Vorgehen ist nicht zwingend, impliziert aber nach Harshman
und Lundy (1984) hinsichtlich der Interpretation der ska-
lierten Konfiguration wesentliche Vorteile, die in Abschnitt
3.2.5. aufgegriffen werden.

CANDECOMP/PARAFAC enthdlt in seiner allgemeinen Form nach
Gleichungen (24) bis (26) eine direkte Faktorisierung des
zugrunde liegenden Datenkorpers. Im Gegensatz zum Tucker-
schen Modell, in dem eine vorhergehende Bestimmung von Ska-
larproduktmatrizen erforderlich ist, erfolgt hier eine Zer-
legung der Datenmatrix ohne weitere Zwischenschritte. Dane-
ben existiert das symmetrische trilineare CANDECOMP/PARAFAC-
Modell als Sonderfall zur indirekten Faktorisierung von
Matrizen. Dieser Ansatz nimmt insofern eine indirekte Zerle-
gung vor, als eine Menge von Kovarianzmatrizen derselben
Variablen i, i' betrachtet wird, die jeweils unter verschie-
denen (experimentellen) Bedingungen k erhoben wurden. Die
Kovarianzen Xii'k werden iiber die Elemente des Modus j
gebildet, so daB ein '"three-way two-mode'-Datenkdrper ent-
steht. AnschlieBend wird die latente Faktorstruktur in den
Modi i und k bestimmt, die nach folgender Gleichung defi-
niert ist:

(27) X

ii'k

Die Werte air sind dabei Faktorladungen der Variablen i, und
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die Koeffizienten Ekr werden als Indikatoren fiir den EinfluB
des Faktors r auf die Bedingung k interpretiert. Das Modell
zur Analyse von Kovarianzmatrizen ist eng verkniipft mit der
INDSCAL-Methode der multidimensionalen Skalierung indivi-
dueller Differenzen, welche in Abschnitt 3.2.3. diskutiert
wird.

3.2.2. Der ALS-Algorithmus zum CANDECOMP/PARAFAC-Modell:

Der "Alternating-Least-Squares"-Ansatz, der bereits im Rah-
men des Algorithmus von Kroonenberg und De Leeuw skizziert
wurde, wird in CANDECOMP/PARAFAC zur Bestimmung des Minimums
der Funktion

T om e _ ~ _ ” g
(28) g(A,B!C) SPUr(ink lx_]k)(lx_]k 1XJk)

mit (X, = [4,5,C]
eingesetzt. Zundchst muB die Anzahl der gewiinschten Faktoren
r bestimmt werden. Unter Verwendung der Methode von Bauer-
Rutishauser werden folgende Schritte iterativ durchlaufen,
die in Abbildung 6 graphisch veranschaulicht sind:
(i)  fiir B und C sind zwei Startkonfigurationen B, und T
auszuwéhlen
(ii) nach 1 Iterationen:
Py = iXj (Bp x Cp)

K1+1 - B Ql-l ("A-Teilschritt")
(iii) py = jxik (K1+1 X El)

Ql = K1+1' K1+1 X Ell E1

El+1 - B Ql-l ("B-Teilschritt")

(Av) Py = \ Xy (Apy x Bpyy)
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Abb.6: Das CANDECOMP -Verfahren von Carroll & Chang (1970)
a) Datenmatrix Hiik
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1
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Qp = Ajyy" Apyg X Bryg' Bryg)

Clag =Pyt ("C-Teilschritt")

Dabei wird im Gegensatz zu dem Vorgehen von Kroonenberg und
De Leeuw hier nicht gefordert, daB die Matrizenm A, B und C
aus orthonormalen Spalten aufgebaut sein miissen. Auch der
CANDECOMP/PARAFAC-Algorithmus ist mit dem Problem behaftet,
daB moglicherweise nur ein lokales Optimum der Funktion (28)
aufgefunden wird, das mit dem globalen Optimum nicht {ber-
einstimmt. Carroll wund Pruzansky (1984, S. 379) bemerken

dazu: "

In practice, the method seems almost always to
converge to the global optimum solution. There is a mild
local minimum problem... This problem seems to be very
slight in comparison with that in non-metric two-way
MDS...". Borg (1981, S. 509) beurteilt hingegen die Optimie-
rungseigenschaften als undurchsichtig und stellt fest, daB
zusdtzlich keine rationale Startkonfiguration bisher defi-
niert wurde. Neben den unterschiedlichen Auffassungen zu der
Qualitdt des ALS-Algorithmus erscheint in diesem Zusammen-
hang erwdhnenswert, daB die Faktoren in allen Modi simultan
extrahiert werden. Im Unterschied zu den klassischen fakto-
renanalytischen Verfahren, die eine sukzessive Extraktion
vornehmen, mufl daher zum Vergleich von Konfigurationen un-
terschiedlicher Dimensionalitdt jeweils eine separate Ana-
lyse durchgefiihrt werden. Generell kann nicht davon ausge-
gangen werden, daB etwa die Faktoren einer vierdimensionalen
Losung sich unverdndert auch in der fiinfdimensionalen L&sung
wiederfinden (Harshman & Berenbaum, 1981; Harshman, Lade-
foged & Goldstein, 1977). Dies gilt in gleicher Weise fiir
den Algorithmus von Kroonenberg und De Leeuw, der zusidtz-
liche Kombinationsmoglichkeiten in der Wahl der Parameter m,
p und q fiir die Dimensionalitédt der Faktormatrizen erdffnet.
Aufgrund dieser Charakteristika der ALS-Methode wurden neue
Kriterien zur Beurteilung der Angemessenheit einer Konfigu-
ration erforderlich. Die wesentlichen Aspekte dieser Krite-
rien werden in Abschnitt 6 diskutiert.
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3.2.3. Multidimensionale Skalierung individueller Differen-
zen als Sonderfall von CANDECOMP/PARAFAC:

Der wohl am meisten angewendete Vertreter aus der Klasse der
Modelle individueller Differenzen ist die ebenfalls von
Carroll und Chang (1970) begriindete INDSCAL-Methode (fiir
INdividual Differences multidimensional SCALing). Die Ska-
larproduktform von INDSCAL ist identisch mit Gleichung (27)
zur Analyse von Kovarianzmatrizen. Diese Verkniipfung der MDS
mit dem faktorenanalytischen Ansatz wird, wie auch schon im
Tuckerschen Modell, ermdglicht durch Torgersons Prozedur zur
Herleitung von Skalarprodukten xjj'i aus den Distanz-
schiatzwerten d(j,j') fir jede Person i entsprechend Glei-
chung (17). INDSCAL umfaBt drei Arten von R&umen:

a) den Personenraum ('subject space'),

b) den Reizraum ("group stimulus space') und

¢) i individuelle Rdume ("private perceptual spaces").

In der Skalarproduktform des Modells

. =2Xb, b, &
ijul r le‘ b_)'r alr

reprisentiert A = (Eir) den Personenraum und B = (Ejr) den
Reizraum der beurteilten Objekte. Die Koeffizienten Eir
werden als personenspezifische Gewichte oder 'saliences"
interpretiert, die den r-dimensionalen Reizraum, der fir
alle Personen gemeinsam ist, in die individuellen R&ume
zjr,i transformiert:

(29) Ejr,i = Eirl/z Bjr (individueller Raum fiir Person i)
Die Orientierung der Referenzachsen in den interindividuell
unterscheidbaren subjektiven Reizrdumen ist durch B eindeu-
tig festgelegt, widhrend Unterschiede zwischen den Urteilssy-
stemen der Personen durch differentielle Streckungen/Stau-
chungen der Achsen erfaBt werden. Dabei werden die personen-
spezifischen Gewichte als Indikatoren der Bedeutsamkeit der
Dimensionen r fiir die Person i interpretiert und weisen bei
einer angemessenen Reprédsentation keine negativen Werte auf
(Carroll & Chang, 1970). Zwei Personen verfiigen nach dem
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INDSCAL-Ansatz iiber vollig verschiedene individuelle Ré&ume,
wenn die Koeffizienten einer Person auf den Dimensionen nahe
null sind, fiir die hohe Gewichte der anderen Person vorlie-
gen. Im Extremfall existieren fiir zwei oder mehrere Gruppen
von Personen keine gemeinsamen Referenzachsen, so daB der
iibergeordnete Reizraum, reprisentiert durch B, aus der Summe
der Dimensionen der individuellen Ridume besteht. Fiir den
allgemeinen Fall wird jedoch angenommen, daB die Personen i
zumindest teilweise Gemeinsamkeiten in ihren Wahrnehmungs-
rdumen aufweisen. Die Distanzschitzwerte fiir eine Person i,

d ergeben sich nach INDSCAL aus

ji'ie

(30)  di..; = (

- (T T 2y1/2
i5i s QA - BBV

Eair jr

die als 'weighted Euclidean distances" bezeichnet werden
(Young, 1987). Gegeniiber etwa der nonmetrischen MDS nach
Kruskal wird in INDSCAL nur die euklidische Metrik zugrunde
gelegt, und ferner wird angenommen, daB die erhobenen Reiz-
(un)&hnlichkeiten b'j" durch eine lineare Funktion f mit

i
den euklidischen Distanzschdtzwerten verkniipft sind:

(31)  £(5505) Tdiy

wobei generell fiir jede Person i eine separate Funktion f
postuliert wird.

Wie auch in CANDECOMP/PARAFAC werden die Dimensionen des
gemeinsamen Reizraumes auf die Linge eins normiert, so daB
nach Anwendung der inversen Operation auf den Personenraum
die Lange eines Vektors Ei, der die Koordinaten einer Person
i reprédsentiert, als MaB fiir die Varianzaufklarung der Daten
von Person i durch die INDSCAL-Konfiguration interpretiert
wird (Carroll & Pruzansky, 1984).

Wéhrend sich INDSCAL formal vom Tuckerschen Modell dadurch
unterscheidet, daB die Kernmatrix auf eine Diagonalform in
allen r Lagen eingeschrédnkt wird verkniipft mit der Unmog-
lichkeit von Faktorrotationen, 1&Bt das dritte von Carroll
und Chang konzipierte Modell - IDIOSCAL (Individual Diffe-
rences In Orientation SCALing, vgl. Carroll & Wish, 1974) -
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neben differentiellen Gewichtungen der Reizdimensionen auch
orthogonale Rotationen zu. Die Grundgleichung des Modells

(32) X; =BA; B ,

in der Xi die Skalarproduktmatrix fiir Person i und B den
Reizraum der beurteilten Objekte bezeichnet, wird weiter
zerlegt in:

x = '
(33) Ai = Ti Ci Ti .

T ist eine orthogonale Matrix, die idiosynkratische Rota-
tionen des Reizraums anzeigt; Ci ist diagonal und enthédlt
die individuellen Dimensionsgewichte. Gleichung (32) ent-
spricht formal dem Tuckerschen MDS-Modell bei Betrachtung
der erweiterten Kermmatrix. Allerdings ist Ki im Tuckerschen
Modell (vgl. Abschnitt 3.1.4) das Produkt aus einer (spal-
tenweise) orthogonalen Eigenvektormatrix und einer Kernma-
trix, die allgemein keine Orthogonalitétseigenschaften auf-
weist.

3.2.4. Die n-modale Erweiterung von CANDECOMP/PARAFAC:
Wihrend PARAFAC spezifisch zur Analyse dreimodaler Datenkor-
per entwickelt wurde (Harshman & Lundy, 1984), ist CANDECOMP
das Akronym fiir ein generelles multilineares Modell, welches
eine Analyse von Daten aus beliebig vielen Modi gestattet.
Werden die Modi mit 1, 2,..., n und ihre Elemente mit il,
i2,..., in bezeichnet, so ergibt sich die n-modale Grund-
gleichung (Carroll & Chang, 1970)

(34)

ees Aa. .

Req = ., =2 a, .
Xi1 i2...in £ %i1r qi2r inr

Kn ist die Faktormatrix des Modus n, und aus der Setzung 51:
=851, bjr = 8599 Cpp T 833 ergibt sich das dreimodale
Modell als Sonderfall des allgemeinen Ansatzes. Zur Berech-
nung der Faktormatrizen wird der ALS-Algorithmus verwendet,
wobei aus dem Produkt von n-1 Parametermatrizen die n-te

Matrix iterativ geschdtzt wird. Der Algorithmus wurde zur
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Analyse von maximal siebenmodalen Datenkdrpern implemen-
tiert. Bisherige Anwendungen des allgemeinen Modells umfas-
sen Least-Squares-Schédtzungen von Kontingenztafeln nach dem
"latent class model" von Lazarsfeld (Carroll & Pruzansy,
1984).

3.2.5. Interpretation des dreimodalen CANDECOMP/PARAFAC-
Modells:

Die Interpretation des CANDECOMP/PARAFAC-Modells unterschei-
det sich in mehreren Aspekten von der Interpretation des
Tuckerschen Modells und gestattet durch das Fehlen komplexer
intermodaler Faktorverkniipfungen einen direkten Zugang. Im
Gegensatz zum Tuckerschen Modell, das mit den formal unter-
scheidbaren Kern- und Faktormatrizen verschiedene Interpre-
tationen verbindet, besteht CANDECOMP/PARAFAC aus drei kon-
zeptuell gleichartigen Konfigurationen. Fiir jede Konfigura-
tion wird angenommen, daB ihre zugrunde liegenden Dimensio-
nen latente Konstrukte darstellen. Die Koeffizienten der
Faktormatrizen werden in jedem Modus als Faktorladungen
aufgefaBt, deren direktes Zusammenwirken die Einzelbeobach-
tungen bestimmt.

Wdhrend im Tuckerschen Modell jedem Modus eine andersgear-
tete latente Struktur unterlegt wird, stimmt CANDECOMP/PARA-
FAC mit der traditionellen faktorenanalytischen Sichtweise
insofern {iberein, als Faktoren identifiziert werden, die
zwischen den Modi einander zugeordnet sind und in denen sich
jeweils eine latente EinfluBgriiBe r manifestiert. D.h. zur
Beschreibung des Datenkdorpers wird jeweils ein Tripel von
Faktoren herangezogen, welches als eine EinfluBgrsBe be-
trachtet wird und eine Menge zusammengehdriger Konstrukte
definiert. Der Anteil einer Komponente r an der Varianz der
Daten ergibt sich aus der Multiplikation der zugeordneten
Faktorladungen. Ferner werden aufgrund dieser Grundform von
CANDECOMP/PARAFAC multiple Interaktionen der Faktoren aus
verschiedenen Modi ausgeschlossen, so daB inhaltliche Beziige
nur innerhalb eines Tripels hergeleitet werden konnen. Es
resultiere beispielsweise aus einer Untersuchung konnotati-
ver Begriffsbedeutungen die Struktur des semantischen Raumes
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mit den Referenzachsen "evaluation', '"activity" und "poten-
cy" im Skalenmodus, und es seien auf den zugeordneten Fakto-
ren im Personenmodus jeweils den gleichen Probanden hohe
Ladungen zugeordnet. Dann zeichnen sich nach CANDECOMP/PARA-
FAC fiir die auf den entsprechenden Personenfaktoren repré-
sentierten Probanden nur solche Begriffe durch evaluative
Komponenten aus, die hohe Faktorladungen in dem Faktortripel
aufweisen, welches die Bewertungsdimension umfafBt; alle
iibrigen Begriffe enthalten keine evaluativen Aspekte. Hierin
liegt ein wesentlicher Unterschied zum Tuckerschen Modell
(Harshman & Lundy, 1984), das durch das Konzept der Kernma-
trix Zusammenhinge mit anderen Begriffsdimensionen zulassen
wirde. Innerhalb eines Modus werden den CANDECOMP/PARAFAC-
Faktoren spezifische Interpretationen aufgrund der gemeinsa-
men inhaltlichen Bedeutung der Elemente mit hohen Faktorla-
dungen zugeordnet. Zur inhaltlichen Deutung des Zusammen-
hangs der Faktoren zwischen den Modi, d.h. der Faktortripel,
kann in Abhdngigkeit vom untersuchten Gegenstandsbereich
einer der Modi als bedeutungsdefinierend in den Vordergrund
gestellt werden - etwa der Skalenmodus, der Modus der Va-
riablen oder der Testitems (Harshman & De Sarbo, 1984).

Dieser allgemeine Zugang zur Interpretation des CANDE-
COMP/PARAFAC-Modells erfédhrt verschiedene Erweiterungen bzw.
Abwandlungen in Abhdngigkeit von der Normierung des Daten-
korpers und der Faktormatrizen. Wie bereits angemerkt wurde,
werden allgemein die Faktoren der Modi j und k auf die Lénge
eins normiert mit der inversen Skalierung in Modus i. Diese
Vorgehensweise impliziert zwei Moglichkeiten der Interpreta-
tion der normierten Konfiguration. Einmal konnen die Vari-
anzbeitridge der Faktoren in Modus i direkt als Anteil an der
Varianzaufklirung der Daten aufgefafit werden. Zum zweiten
stellen die Faktorladungen air spezifische Gewichte oder
"saliences" dar, d.h. sie sind Indikatoren der Bedeutsamkeit
der r-ten Faktorkombination fiir das i-te Element. Nach die-
ser Auffassung werden in Modus i einzelne Faktorladungen
herangezogen, die auf Variationen in der interindividuellen
Bedeutsamkeit hindeuten. Sind in Modus i z.B. die Faktorla-
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dungen unterschiedlicher Versuchsbedingungen angeordnet, so
zeigen die Koeffizienten air das AusmaB des Einflusses der
Kombination Br und Er auf die Bedingung i an (Carroll &
Pruzansky, 1984; Kroonenberg, 1983b).

Harshman und Lundy (1984) sehen in dieser Normierungskonven-
tion die direkte Erweiterung der Singuldrwert-Zerlegung und
fassen die standardisierten Koeffizienten der Modi j und k
als Faktorwerte auf. Verschiedene weitere Interpretations-
moglichkeiten werden von Harshman und Lundy fiir spezifische
Skalierungen der Datemmatrix und der Faktormatrix disku-
tiert. Beispielhaft sei folgende Konstellation herausgegrif-
fen:

die Datenmatrix sei iiber Modus j und k mittelwertszentriert
und iliber Modus i standardisiert. Werden zusidtzlich die Fak-
toren der Modi j und k standardisiert, so konnen die Koeffi-
zienten Bjr und Ekr als durchschnittliche Faktorwerte inter-
pretiert werden. Wie von Kroonenberg (1983b) hervorgehoben
wurde, existieren insgesamt 14 verschiedene Méglichkeiten
der Normierung (i-, j-, ij-, jk-Normierung usw.) und ebenso
viele Moglichkeiten der Standardisierung des Datenkdrpers,
verkniipft mit sieben alternativen Strategien der Normierung
der Faktormatrizen. Dementsprechend gestattet die Vorgehens-
weise von Harshman und Lundy sicherlich differenzierte in-
haltliche Aufschliisse, beinhaltet aber kein allgemeingiil-
tiges Konzept in der Interpretation dreimodaler Konfigura-
tionen.
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3.3. Das SUMMAX-Modell

3.3.1. Die Grundgleichungen des Modells:

Wihrend in den bisher dargestellten Ansdtzen eine Ubertra-
gung der "Eckart-Young-Decomposition' zweimodaler Matrizen
auf den dreimodalen Fall vorgenommen wurde, enthédlt das von
Oorlik (1980) begriindete SUMMAX-Verfahren eine Generalisie-
rung des Prinzips der Centroid-Analyse von Thurstone (1947).
Sowohl in CANDECOMP/PARAFAC als auch in SUMMAX besteht die
Grundgleichung aus der Approximation der beobachteten Werte
durch drei Faktormatrizen gleicher Spaltenordnung f:

(35) Xy = jAp glgg (3B’ x O = [AB,C)

in Summenschreibweise:

& )
(36)  Xy5 = f 23if Pyf Ckef

Im Unterschied zu CANDECOMP/PARAFAC wird in SUMMAX sukzes-
sive ein Tripel von Faktoren f', f'=1,...,f, bestimmt, so
daB gilt:

Iz = o=
(37)  § 3 % Zig' %y ke’ Fijket T Sgr T mAx .
Xijkf' sind die Elemente der Datenmatrix bei Extraktion des
ersten Tripels, d.h. f' = 1, und die Elemente der jeweiligen
Residualmatrix fiir £'> 1. Die Vektoren z

z Zyo in Analo-

i? B
gie zu dem Term Eigenvektor als "Eigenp;ttegn" bezeichnet,
enthalten Werte von +1 oder -1 und stellen die Grundlage zur
Definition der Faktormatrizen dar. Entsprechend dem Ratio-
nale der Centroid-Analyse sind die drei Eigenpattern als
Indikatoren der Elemente des Datenkdrpers interpretierbar,
die’ zu reflektieren sind, damit "die nggmﬁgmee aller Werte
der dreimodalen Matrix MAXimal wird" (Orlik, 1980, S. 192).
Wird nach diesem Maximierungsprinzip etwa die Gesamtsumme
deﬁ Werte xijk durch Vorzeichenumpolung des i-ten Elementes

erhoht, so enthdlt die i-te Zelle des Eigenpatterns z; . den
Wert -1; analog werden die Eigenpattern fiir j und k be-
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stimmt. Sind die Eigenpattern fiir zwei Modi nach Gleichung
(37) bestimmt worden, so definiert die Multiplikation der
Datenmatrix mit ihrem Kroneckerprodukt jeweils das Eigenpat-
tern fiir den dritten Modus. Dazu seien folgende Definitionen
betrachtet:

D) -
(38a) ik Z3E' ZkE' Xijke' T O Yif!

Tz -
(38b)  § § zigr zpg Xpyke' = Vi

DD -
(38c)  § 3 OFAEY ZHEY *ijkE' T Yke!

Die drei aus Gleichung (38) resultierenden Vektoren u, v und

w enthalten die Randsummen.der Datenmatrix nach Reflektion
der Elemente in je zwei Modi. Wie von Orlik (1980) gezeigt
wurde, gelten folgende Beziehungen, die den wechselseitigen

Zusammenhang zwischen u, v und w verdeutlichen:

(39a) E Zigr Ugpr = Sgo
) =

(39b) J ijl ijl Sfl
P =

(39c) K ZkE' Vg Sg

Aus (38) und (39) ergibt sich die Definition der Faktorla-
dungen fiir ein Tripel f':

(408)  agpr = ugp spe 23
(40B)  bypr = vipe sg -2/3
=273

(40C) Ckfl = kal va

Durch Subtraktion des Tripelproduktes aif"bjf"ckf' von
der Datenmatrix wird die Residualmatrix bestimmt, aus der
anschlieflend ein neues Faktortripel extrahiert wird. Die
sukzessive extrahierten Faktoren bilden die Spalten der
SUMMAX-Faktormatrizen A, B und C.
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Neben der Ubereinstimmung der Anzahl der Faktoren f in den

drei Modi teilt die Grundform des SUMMAX-Modells eine Reihe

von Eigenschaften mit CANDECOMP/PARAFAC, die an dieser Stel-
le nur erwihnt seien und erst in Abschnitt 4 systematisch
dargestellt werden:

a) das Verfahren gestattet eine direkte Faktorisierung des
Datenkérpers ohne vorhergehende Bestimmung von Skalarpro-
duktmatrizen

b) die Faktoren innerhalb eines Modus sind im allgemeinen
nicht orthogonal

¢) die Faktoren zeichnen sich durch die "intrinsic axis pro-
perty" aus.

Zur Kompensation der im Vergleich mit der Hauptachsentrans-

formation suboptimalen Eigenschaften der Faktormatrizen und

zur Vermeidung von Interpretationsproblemen durch Parameter-
restriktionen wie in CANDECOMP/PARAFAC wird die Grundform
des SUMMAX-Modells erweitert um eine Kernmatrix, die die

Méglichkeit von Faktorrotationen erdffnet. StandardmdBig

werden die Faktormatrizen fiir jeden Modus getrennt auf

Hauptachsen transformiert. Das Modell, im folgenden als

erweitertes SUMMAX-Modell bezeichnet, kann durch Gleichungen

(41) und (42) dargestellt werden:

- L ] - L] ]
(41)  §X54 = jAn nbpq (jBp' x 4Cq Y =AG (B' xC")

= o = '
(42) mqu me flff (pr X qu) T' I (W x H)
mit
1m

-l - 1/2
(43a) A A T Foa,

“ _ - 1/2
(43b) B ‘Bf 1% v 4g

P ]
c = - 1/2
(43¢) | = \Cg H = E 4¢

T, W und H sind die qgghggggglfgLRotationen, die die Fakto-

‘ \&(req\ der drei Modi auf Hauptachsen transformieren. 4 kenn-
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zeichnet drei Diagonalmatrizen, die die zugehdrigen Eigen-
werte enthalten, und F, V, E sind die auf Einheitslinge
normierten Hauptkomponenten. Existieren in den Faktormatri-
zen der Grundgleichung (35) linear abhingige Faktoren, so
resultieren aus diesem Vorgehen weniger Hauptachsen m, p, g
als unrotierte Faktoren f. Dabei impliziert das Modell nicht
nur die Moglichkeit der Rotation auf Hauptachsen, sondern
orthogonale wie auch oblique Rotationstransformationen etwa
nach Kriterien der Einfachstruktur oder Procrustes-Rotation-
en konnen in Abhédngigkeit von der zugrunde liegenden Frage-
stellung angewendet werden. Bei obliquen Rotationen sind in
der Definition der Kernmatrix die Transponierten der Trans-
formationsmatrizen durch die inversen Matrizen zu ersetzen.
Werden weitere Rotationen im AnschluB an die Hauptachsen-
transformation durchgefithrt, so ist die Darstellung des
vollsténdigen Modells formal identisch mit Gleichungen (9)
bis (11) des Tuckerschen Ansatzes, wobei die Regularitit der
Transformationsmatrizen vorausgesetzt wird.

Im Unterschied zum Tuckerschen Modell gehen die Eigenwerte
aus der Hauptachsentransformation in die rotierten Faktorma-
trizen iAmr ij und qu ein. Daher ist die SUMMAX-Kernmatrix
nicht mit den Varianzbeitrigen der Faktoren konfundiert;
vielmehr verkniipft die Kernmatrix die in den verschiedenen
Modi getrennt durchgefiihrten Rotationen (Orlik, 1980).
Weitere Unterschiede zwischen dem Konzept der Kernmatrix in
SUMMAX und im Tuckerschen Modell ergeben sich bei Betrach-
tung der Kernrelationen als Trilinearformen, die als Erwei-
terung einer allgemeinen Bilinearform dargestellt werden
konnen. Wird der Vektorraum R" betrachtet, so ist mit der
Abbildung
B: R"xR"™ > R ;
die in jedem Argument linear ist, eine Bilinearform gegeben.
Dieser bilinearen Funktion kann eine Matrix A zugeordnet
werden mit (vgl. Lamprecht, 1978, 1983; Betten, 1977)

B(x,y) = Aij SRE
Fiir den Sonderfall B(x,y) = x. y.

17
dukt, das hdufig als MaB fiir die Interrelation der Vektoren

erhdlt man das Skalarpro-
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x und y interpretiert wird. Die der bilinearen Funktion
entsprechende Trilinearform ist definiert als (Betten, 1977)
F(x,y,z) = Aijk Xj ¥y 2
Dieser Ausdruck entspricht der Darstellung der Tuckerschen
Kernmatrix nach Gleichung (7), wenn x, y und z jeweils als
eine Spalte der Faktormatrizen A, B und C aufgefaBt werden.
Damit sind die Kernrelationen im Tuckerschen Modell als
allgemeine Trilinearformen interpretierbar. Dagegen erhdlt
man die SUMMAX-Kernmatrix
Bnpq = *m ¥p Mg
als den Sonderfall der allgemeinen Trilinearform, der als
direkte Erweiterung des Skalarproduktes interpretierbar ist
(vgl. auch Kowalsky, 1970). Daher impliziert die Definition
der SUMMAX-Kernmatrix eine im Vergleich zum Tuckerschen
Modell spezifischere Interpretation als Indikator fir die
Interrelationen der Vektoren t, w und h.

3.3.2. Der SUMMAX-Algorithmus:

Wie auch der ALS-Algorithmus des CANDECOMP/PARAFAC-Modells
schitzt der SUMMAX-Algorithmus iterativ aus zwei Eigenpat-
tern die Vorzeichen fiir das Eigenpattern des dritten Modus.
In Gleichung (39) wurde bereits der zyklische Zusammenhang
zwischen den Eigenpattern der verschiedenen Modi (Orlik,
1980, S. 194) deutlich, der im SUMMAX-Verfahren zur Extrak-
tion der Faktoren eingesetzt wird:

die Datenmatrix wird im Wechsel mit je zwei Eigenpattern
multipliziert bis eine Stabilisierung aufeinander folgender
Approximationen eintritt. Im Unterschied zu der ALS-Methode
ist die vorhergehende Festsetzung der Anzahl der Faktoren in
SUMMAX nicht notwendig. Vielmehr wird jeweils sukzessive ein
Faktortripel extrahiert, und anschlieBend wird die Residual-
matrix errechnet, aus der ein neues Tripel bestimmt wird,
wie in Abbildung 7 graphisch veranschaulicht ist. Die Anzahl
substantieller Faktoren wird mittels des Scree-Tests festge-
legt; alternativ kann vor Durchfilhrung der Analyse der Pro-
zentsatz der gewiinschten Varianzaufkldrung bestimmt werden.
Wie in den klassischen faktorenanalytischen Verfahren blei-
ben die bereits extrahierten Faktoren bei der Gewinnung
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Abb.7: Schematische Darstellung der SUMMAX-Methode von Orlik (1980)

a) Faktorextraktion
Residualmatrix Xgp
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a4 ! 1 ag |
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weiterer Faktortripel konstant, so daB zum Vergleich von
Konfigurationen unterschiedlicher Dimensionalitét keine se-
paraten Analysen durchgefilhrt werden miissen. Im einzelnen
durchlduft der SUMMAX-Algorithmus iterativ folgende Schritte
zur Extraktion eines Tripels f' (Kohler, 1980):
(1) flir 2,4y und 25601 sind zwei Startkonfigura-

tionen auszuwédhlen
(ii) nach 1 Iterationen:

- 2 Z
4 %181 BF'1 ®a5kc’

2ker, 101~ k1 /| Sk
s D
(iii) $51 T i k Zif'l Zkf',141 ijkf!
2360141 = 5517|551

07 & >
(iv) si1 = 3k Zj€',141 2kE', 141 “ijke’

-

Zif' 141 Sil / |511

Die Iterationsfolge wird abgebrochen, wenn die Eigenpattern
aus zwei Zyklen 1 und 1+1 ﬁbereinstimmen, und die Faktorla-
dungen werden anschlieBend nach Gleichungen (39) und (40)
errechnet. Fiir die Auswahl einer Startkonfiguration g.s.l
wird aus allen i Teilmatrizen ij diejenige Matrix .Xk(li
bestimmt, deren Werte vom Betrage die grofite Summe ergeben.
Das Vorzeichen der Summe aller Werte aus dem Ausdruck

x 1) 4 x () N

J

J

J

ist dann das i-te Vorzeichen des Eigenpatterns z;.:;. Analog
wird das Eigenpattern zjf'l aus dem Ausdruck

(j1) (3) (j1) (3)
Zierg 1% 7 T*2ip01 1%k S EPVIPRF AT PRIV S

festgesetzt, wobei zur Bestimmung von jl das Maximum von

Iz
k i

2560 xijkl aufgesucht wird.
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Auch der SUMMAX-Algorithmus ist mit dem Problem behaftet,
daB moglicherweise nur ein lokales Maximum der Funktion (37)
aufgefunden wird; nach Orlik (1980) entsprechen die Konver-
genzeigenschaften des Verfahrens denen der klassischen Cen-
troid-Analyse; diese sind aber fiir die dreimodale Generali-
sierung bisher nicht bewiesen.

3.3.3. Multidimensionale Skalierung individueller Differen-
zen als Sonderfall von SUMMAX:

Analog dem CANDECOMP-Modell 1&Bt sich ein Ansatz zur multi-
dimensionalen Skalierung individueller Differenzen aus der
SUMMAX-Grundgleichung herleiten. Werden zwei der drei Modi
miteinander identifiziert, so ergibt sich zundchst die Ska-
larproduktform des Modells

(44) Xi30q " b
Wie auch im Tuckerschen Ansatz und in CANDECOMP wird die
Verkniipfung der MDS mit der dreimodalen Faktorenanalyse
hergestellt durch Torgersons Transformation der Distanz-
schiatzwerte d(j,j') in Skalarprodukte X404
i. Die Skalarproduktmatrizen lassen sich nach Gleichung (44)

fir jede Person

zerlegen in einen Reizraum B der beurteilten Objekte j und
einen Personenraum A. Die Koeffizienten a;¢ sind die perso-
nenspezifischen Gewichte, durch welche der gemeinsame Reiz-
raum B in die individuellen Reizridume

_ . 1/2
(45)  yje,5 = a6 byg

transformiert wird. Unter der Annahme, daB nur euklidische
Distanzschitzwerte d"'i betrachtet werden, die jeweils aus

den erhobenen Reizzun)éhnlichkeiten bjj'i einer Person i

durch eine lineare Funktion fi hervorgehen, ergibt sich das
Distanzmodell
2y1/2

= (2 -

Nach Einsetzen von (45) in (46) resultiert die "weighted

v
00,0

83 — onvt v{\/l..\wz oule

ol
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Euclidean Distance'-Sonderform von SUMMAX:

2y1/2
67)  dyjeg = (Fagglhye - by pHY

Die zundchst festgelegte Orientierung der Referenzachsen

wird aufgehoben im erweiterten Modell, dessen Skalarprodukt-

form nach Hauptachsentransformation von iAf und jBf gegeben

ist durch
3 Noia; s = , G s ' .B '
(48)  Xj50 = jAq nOpp (3Bp' X 3Bp")
3 = 1]
mit mGpp =T'" I (W x W).

Nach Vertauschung des ersten und dritten Modus, d.h. Xing=

ij pGpm (ij' X iAm'), kann die Skalarproduktmatrix
eine Person i dargestellt werden als

= 1
(49) X = ;B (3 &y, G) 3By

= B H, .B ' .

J’p 1 ]3P

In die Matrix Hy gehen die individuellen Gewichtungen
auch individuelle Rotationen des gemeinsamen Reizraums

fir

und

ein.

Da die Kernmatrix G das Skalarprodukt der normierten Trans-

formationsvektoren th und w_ enthdlt, zeigen die
auBerhalb der Diagonalen von Hy die Winkel zwischen

Werte

den

Reizachsen p und p' fiir Person i an, und die Diagonalelemen-

te von Hy sind als Indikatoren differentieller Streckungen/

Stauchungen der Reizdimensionen p interpretierbar.

3.3.4. Die n-modale Erweiterung des SUMMAX-Modells:

Die Grundgleichung des SUMMAX-Modells gestattet die Erweite-
rung zu einem generellen multilinearen Ansatz fiir die direk-

te Faktorisierung n-modaler Datenmatrizen. Dazu seien wie in
CANDECOMP/PARAFAC die Modi mit 1, 2,...,n und ihre Elemente
mit i1, i2,..., in bezeichnet. Das allgemeine Modell besteht

aus der Approximation der beobachteten Werte durch n Faktor-

matrizen (aijf)’ j=1,...,n
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i - 2
(50) %59 42...in = £ i1f 2i2f°°*3inf

Dabei werden sukzessive n-Tupel von Eigenpattern f' be-
stimmt, die nach Prd- und Postmultiplikation mit der Daten-
matrix die Gesamtsumme aller Werte aus X bzw. aus der Resi-
dualmatrix Xe maximieren. Werden die Randsummen der Daten-
matrix analog Gleichung (38) mit Ujjge bezeichnet

b 2 2 -
GL {1 5 4o Ziier Zij'e' Xil iz...inf' T Yigel o

j+j', so gilt fiir jeden Vektor UijEr j=1,...,n:

z =
(52) ij Zijfn uijf' Sf| .

Die Faktorladungen sind im allgemeinen Modell definiert als
(P. Orlik, persdnliche Mitteilung, 1989):

(53)  ajjgr = uypr S ~{otiin
Zur Berechnung der Faktormatrizen wird ein Zyklus (ii) bis
(iv) des SUMMAX-Algorithmus erweitert auf n Schritte. Dabei
wird im Wechsel aus der Prd- und Postmultiplikation der
Datenmatrix mit n-1 Eigenpattern das n-te Eigenpattern ge-
schitzt. Die Erweiterung des dreimodalen SUMMAX-Algorithmus
zur Analyse von Datenkdrpern beliebig vieler Modi ist bisher
nicht implementiert.

3.3.5. Die Interpretation des dreimodalen SUMMAX-Modells:

Wie bereits an den Grundgleichungen deutlich wurde, umfaBt
das SUMMAX-Modell zwei unterscheidbare Zugdnge zur Analyse
dreimodaler Daten. Wird von der Moglichkeit der Faktorrota-
tionen abgesehen, so werden die Faktormatrizen der drei Modi
direkt miteinander verkniipft, und das Modell weist formale
Beziige zu CANDECOMP/PARAFAC auf. Die Grundform des Modells
enthédlt die Annahme von drei konzeptuell gleichartigen Kon-
figurationen, durch deren Zusammenwirken die Einzelbeobach-
tungen beschrieben werden konnen. Im wesentlichen wird eine
Menge latenter EinfluBgrdBen f postuliert, die den Konfigu-
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rationen der drei Modi zugrunde liegt und jeweils ein Tripel
zusammengehoriger Konstrukte definiert. Multiple Inter-
aktionen der Konstrukte aus verschiedenen Modi werden in der
Grundform des SUMMAX-Modells ausgeschlossen. Daher existie-
ren Zusammenhinge zwischen den Konstrukten, operationali-
siert durch hohe Faktorladungen auf jeweils einer Referenz-
achse, nur innerhalb eines Faktortripels. Ferner besteht
analog CANDECOMP/PARAFAC die Moglichkeit, die Achsen in ein
oder zwei Modi zu strecken bzw. zu stauchen, wenn im ver-
bleibenden Modus die inverse Operation durchgefiihrt wird.
Dieser Transformation entspricht die Einfiihrung von drei
Diagonalmatrizen in Gleichung (35), aus deren Multiplikation
die Identitdtsmatrix resultiert. Werden die Faktoren der
Modi j und k auf die Lidnge eins normiert mit einer rezipro-
ken Skalierung in Modus i, so sind die Varianzbeitrédge der
Faktoren in Modus i als Anteil an der Varianzaufkldrung der
Daten interpretierbar. Dariiber hinaus stellen die Koeffi-
zienten a¢ in einer normierten Losung Indikatoren der indi-
viduellen Bedeutsamkeit der f-ten Faktorkombination fiir das
i-te Element dar.

Wéhrend die formale Identitdt der SUMMAX-Grundform und des
CANDECOMP-Modells eine direkte Ubertragung des interpretati-
ven Zugangs gestattet, gelten entsprechende inhaltliche
Zusammenhidnge fiir das erweiterte SUMMAX-Modell und Tuckers
Ansatz nur bedingt. Das erweiterte Modell enth&lt zundchst
in Ubereinstimmung mit der Tuckerschen Konzeption eine zu-
sdtzliche Kernmatrix, die die Moglichkeit von Faktorrota-
tionen eroffnet. Durch die standardmdBig durchgefiihrten
Hauptachsentransformationen in SUMMAX werden die in allen
Modi gleichartig wirksamen EinfluBgroBen der Grundform auf-
gegliedert in drei verschiedene latente Strukturen, die den
Modi unterlegt werden. Innerhalb eines Modus kénnen die in
den Faktormatrizen enthaltenen Konfigurationmen in Uberein-
stimmung mit der klassischen faktorenanalytischen Sichtweise
als "idealisierte Elemente" aufgefaBt werden. Aus einer
latenten ReferenzgroBe entstehen m idealtypische Personen, p
latente Variablen und q prototypische Situationen. Ferner
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ldBt die intermodale Verkniipfung der Faktoren in der Kernma-
trix multiple Zusammenhinge =zwischen den idealtypischen
Elementen der verschiedenen Modi zu. So kann beispielsweise
eine latente Variable enge Beziige zu mehreren prototypischen
Situationen aufweisen.

Obwohl das erweiterte SUMMAX-Modell und das Tuckersche Mo-
dell hinsichtlich der Implikationen fiir die Interpretation
der Faktormatrizen und der Méglichkeit komplexer Verflech-
tungen der Faktoren aus den drei Modi iibereinstimmen, sind
sie aufgrund der unterschiedlichen Definition der Kernmatrix
nicht &dquivalent. Zwei Kriterien, die zu einer Differenzie-
rung der Kernrelationen zwischen beiden Modellen fiihren,
wurden bereits genannt:

erstens gehen die Varianzbeitrige der SUMMAX-Faktoren in die
Faktormatrizen ein, wdhrend sie im Tuckerschen Modell mit
der Kernmatrix verkniipft werden. Daher stellt die Tuckersche
Kernmatrix ein Konglomerat aus verschiedenen Informationen
dar. Ferner ergibt sich durch die Tuckersche Konzeption der
Faktormatrizen als Eigenvektormatrizen die Notwendigkeit,
bereits bei der Faktorextraktion eine Kernmatrix einzufiih-
ren. Die Definition der Kernmatrix im SUMMAX-Modell stellt
sich in anderer Weise dar, da sie formal die Rotationstrans-
formationen aller Modi verbindet. Die Kernrelationen des
Tuckerschen Ansatzes konnen allgemein als Trilinearformen
aufgefaBt werden, wobei die trilineare Funktion F(x,y,z)
nicht in spezifischer Weise eingeschridnkt ist und vier ver-
schiedene inhaltliche Zugdnge zuldBt. Dagegen ist die der
trilinearen Funktion F(x,y,z) zugeordnete Matrix in SUMMAX
die dreimodale Identitdtsmatrix, so daB die Kernrelationen
das trilineare Analogon des Skalarproduktes darstellen und
als MaB fiir die Interrelation jeweils eines Tripels von
Faktoren aufgefaBt werden kdnnen. Damit die Kernrelationen
in ihrer numerischen GriéBe vergleichbar sind, fiihrt Orlik
(1980) folgende Normierungsvorschrift ein:

es seien die Modi i und j zu einem Kombinationsmodus zusam-
mengefallit. Dann ergeben sich die normierten Kernrelationen

g aus der Kernmatrix G nach

(54) g /G 2w Y2

mpq ~ &mpgq pf
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Die normierten Kernrelationen nehmen Werte zwischen -1 und
+1 an und geben nach Orlik (1980) die Interrelation zwischen
einem Faktor des Modus k und einem Kombinationsfaktor aus
Modus i und j wieder. Setzt sich der Kombinationsmodus aus
dem kartesischen Produkt von j, k oder i, k zusammen, so ist
der Nenner von (54) durch die zugeordneten Transformations-
vektoren zu ersetzen. Dabei ist in Abhdngigkeit vom unter-
suchten Gegenstandsbereich festzusetzen, aufgrund von wel-
chem Kombinationsmodus die Normierung durchgefiihrt werden
soll. Eine allgemeine Vorgehensweise besteht darin, dem
Modus, der die erhobenen Merkmale, Skalen oder Tests umfalt,
die Kombinationsfaktoren der beiden {ibrigen Modi gegeniiber-
zustellen (Orlik, 1980, S. 203). Die normierte Kermmatrix
enthdlt in diesem Fall etwa die Zusammenhinge zwischen den
latenten Merkmalen und den prototypischen Situationen fir
die verschiedenen idealtypischen Personen. Alternative Mog-
lichkeiten der Normierung der Kernrelationen werden von
orlik (1980, 1981) diskutiert, wenn die Beschreibung der
Konstrukte eines Modus aufgrund der Kombination der beiden
weiteren Modi im Mittelpunkt der Analyse steht. Insgesamt
impliziert die Definition der Kernmatrix im SUMMAX-Modell
unabhingig von der Wahl einer spezifischen Normierung die
Interpretation als multilineares Skalarprodukt.

Die Modelle der dreimodalen Faktorenanalyse, die in dem
vorliegenden Abschnitt dargestellt wurden, weisen zahlreiche
Beziige in ihren formalen Grundgleichungen und Interpreta-
tionsmoglichkeiten auf. Dagegen sind die Grundgleichungen
der Modelle mit unterschiedlichen algebraischen Eigenschaf-
ten verbunden. Wie im folgenden Abschnitt gezeigt wird,
lassen sich die Modelle zwei unterscheidbaren Klassen, der
Klasse der trilinearen und der quadrilinearen Ansidtze, zu-
ordnen. Mit dieser Klassifikation ist eine Abgrenzung der
Modelle hinsichtlich ihrer unterscheidbaren Eigenschaften

verkniipft.
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Formale Eigenschaften und Spezifika

der Modelle der dreimodalen Faktor-
enanalyse
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Die Modelle der dreimodalen Faktorenanalyse, die im vorange-
gangenen Abschnitt dargestellt wurden, konnen entsprechend
der Taxonomie multidimensionaler Methoden der Datenanalyse
von Carroll und Arabie (1980) nach der Anzahl der postulier-
ten Konfigurationen oder "Réume'" und ihrer Zusammenhénge,
nach dem Typus des zugrunde liegenden geometrischen Modells
(Distanzmodelle, Skalarproduktmodelle) und nach Restrik-
tionen der Modellparameter ("internal models", Restriktion
ausgewdhlter Parameter, 'external models"; in den "external
models" werden alle Parameter a priori festgelegt. Es wird
dann iberpriift, ob die Faktorladungen in allen Modi eine
lineare Funktion der festgesetzten Parameter sind. Restrik-
tionen ausgewidhlter Parameter betreffen nur eine Teilmenge
aller Parameter, und in den "internal models" wird keiner
der Modellparameter a priori festgelegt) klassifiziert wer-
den. Den Modellen ist gemeinsam, daB sie keine Restriktionen
der Parameter enthalten; sie sind als '"internal spatial
models" zu bezeichnen, die von Carroll und Arabie den Ska-
larproduktmodellen zugeordnet werden. Auf der Datenebene
werden nach der Taxonomie von Carroll und Arabie vollstén-
dige, metrische, monadische bzw. dyadische MeBwerte oder
Beobachtungen vorausgesetzt. Das Klassifikationskriterium
der Anzahl der Konfigurationen und ihrer Zusammenh&énge be-
zieht sich auf die im Modell angenommene Multilinearit&t und
fiihrt zu einer Unterteilung der Modelle in zwei Klassen:
a) trilineare Modelle:
es werden drei verschiedene Konfigurationen angenommen,
deren zugeordnete Faktormatrizen direkt miteinander
verkniipft werden. In diese Klasse gehdren das CANDECOMP-
Modell (Carroll & Chang, 1970), PARAFAC (Harshman, 1976)
und SUMMAX (Orlik, 1980)
b) quadrilineare Modelle:
die quadrilinearen Modelle enthalten neben den Faktorma-
trizen eine Kernmatrix, die den Zusammenhang zwischen
den drei Konfigurationen beschreibt. Dieser Klasse ge-
héren der von Tucker (1964a) entwickelte Ansatz und das
erweiterte SUMMAX-Modell (Orlik, 1980) an.
Das Summax-Modell kann beiden Klassen zugeordnet werden, da
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eine trilineare Zerlegung zur Faktorextraktion vorgenommen
wird, die durch die anschlieBende Einfiihrung einer Kernma-
trix und der damit verbundenen Méglichkeit der Faktorenrota-
tion in eine quadrilineare Grundgleichung iibergeht.

Mit der Klassifikation der dreimodalen Analyseverfahren in
trilineare und quadrilineare Modelle sind eine Reihe von
Eigenschaften verbunden, die beide Klassen voneinander un-
terscheiden und innerhalb einer Klasse allen Modellen ge-
meinsam sind. Grundlegend sind verschiedene Transformations-
eigenschaften der Faktoren, die Rotationstransformationen
nur innerhalb der quadrilinearen Modellklasse umfassen, und
verschiedene Eigenschaften der Riénge der Konfigurationen,
die orthogonale Faktoren fiir quadrilineare Zerlegungen zu-
lassen, jedoch schiefwinklige und als Sonderfall linear
abhéngige Faktoren fiir trilineare Zerlegungen implizieren.

4.1. Eigenschaften der trilinearen Modelle:

Carroll und Chang (1970) begriinden das CANDECOMP-Modell mit
der n-modalen Generalisierung des klassischen Theorems von
Eckart und Young (1936), dessen Gegenstand die Zerlegung
einer bimodalen Matrix in ihre Eigenwerte und Eigenvektoren
ist. Die "Eckart-Young-Zerlegung" fiihrt dabei zu einer
Least-Squares-Approximation der bimodalen Matrix X aus r
Faktoren mit r = min(I,J), wobei I die Anzahl der Zeilen und
J die Anzahl der Spalten von X ist. D.h. fiir die Analyse
bimodaler Matrizen ist immer gewdhrleistet, daB die Anzahl
der extrahierten Faktoren, die zur Reproduktion der Datenma-
trix bendtigt wird, héchstens gleich min(I,J) ist.

Eine analoge Aussage gilt weder fiir die Generalisierung der
"Eckart-Young-Zerlegung" auf den dreimodalen Fall im CANDE-
COMP-Modell noch fiir PARAFAC und SUMMAX. Eine Least-Squares-
Approximation einer dreimodalen Datenmatrix X bendtigt eine
Anzahl an Faktortripeln r, die die Anzahl der Zeilen I, der
Spalten J oder der Lagen K von X ibersteigt: r > min(I,J,K).
Kruskal (1976) weist auf fehlerfreie numerische Beispiele
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hin, in denen die Datenmatrix aus r > max(I,J,K) Faktortri-
peln aufgebaut ist. So wurden etwa zur Zerlegung einer
Matrix der Ordnung 8 x 8 x 8 mindestens 11 und héchstens 64
Faktortripel benotigt. Aus den trilinearen Analyseverfahren
resultieren "more factors than subjects, tests and treat-
ments" (Kruskal, 1976).

Ergebnisse zu den Rangeigenschaften dreimodaler Matrizen
derart, daB wesentlich mehr Faktoren extrahierbar sind als
es unter der konventionellen zweimodalen Perspektive mdglich
erscheint, wurden zundchst von Harshman (1976; vgl. Harshman
& Lundy, 1984) beschrieben. Auf dem Hintergrund dieser Spe-
zifika publizierte Kruskal (1976, 1977) die umfassendsten
Abhandlungen (Harshman & Lundy, 1984) zu den Eigenschaften
dreimodaler Matrizen. Die wichtigsten Theoreme Kruskals zu
den Réngen und zugelassenen Transformationen der Faktorma-
trizen, die fiir die Diskussion der trilinearen Modelle rele-
vant sind, werden im folgenden dargestellt. Dabei unter-
scheidet sich das von Kruskal diskutierte Rangkonzept bei
dreimodalen Matrizen von der Definition des Ranges einer
zweimodalen Matrix; wédhrend im zweimodalen Fall der Rang
einer Matrix gleich der Anzahl linear unabhidngiger Zeilen
bzw. Spalten ist, fiihrt Kruskal den Rang einer dreimodalen
Matrix auf die Anzahl der Faktortripel zuriick, die zur
Reproduktion der Matrix notwendig sind. Ferner ist der Rang
einer dreimodalen Matrix im Gegensatz zum zweimodalen Fall
keine eindeutig bestimmte GroBe.

Es sei eine dreimodale I x J x K -Matrix X mit der Grund-
gleichung der trilinearen Modelle

gegeben. Der Rang von X ist definiert als die minimale
Anzahl r von Faktortripeln, die bendtigt werden, damit die
Gleichung erfiillt ist (Kruskal, 1977). Wie im vorangegange-
nen Abschnitt wird X als Supermatrix aufgefaBt, die aus 1
nebeneinander geordneten Teilmatrizen ij besteht. Diese

Teilmatrizen seien mit Xi’ i = 1,...,1, bezeichnet. Die
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Dimensionalitit des Raumes, der durch die Gesamtheit der Xi
erzeugt wird, wird mit dim;(X) bezeichnet. Ist dim, (X)
gleich der Anzahl I der Teilmatrizen, so wird X l1-nondegene-
rate genannt (Kruskal, 1977).

Im Gegensatz zu dem bimodalen Fall kann der Rang einer
dreimodalen Matrix bisher nicht exakt bestimmt werden, viel-
mehr werden Grenzwerte zur Abschdtzung der RanggriBe spezi-
fiziert. Es gelten folgende Aussagen:

<

max Rang(Xi) = Rang(X) = i Rang(Xi) i
by

Rang(X) S JK

Der wuntere Grenzwert fiir den Rang von X wird weiter prédzi-
siert in folgendem Korollar:
es sei X l1-nondegenerate und es sei T = [u / u + 0] , wobei
u ein Vektor ist. Dann gilt:

Rang(X) = min Rang(uX) + dim;(X) -1 .
uin T

Wird beispielsweise eine dreimodale Matrix X der Ordnung I x
J x Kmit I<J<K betrachtet und besitzen alle Matrizen uX
vollen Rang, so ist X in mindestens J + I - 1 Faktortripel
und hochstens in JK Faktortripel zerlegbar. Wiirde diegleiche
Matrix X als zweimodale Anordnung mit I Zeilen und JK Spal-
ten aufgefalit, so wdren héchstens I Faktoren extrahierbar.

Unter Beachtung des Zusammenhangs zwischen uX und [A,B,C] :

uX = [uA,B,c] = B diag(uA) C'

kann ferner zur Abschidtzung des Ausdrucks min Rang(uX) das
Rang-Lemma von Kruskal (1976) eingesetzt werden:

es sei Rang(B) = Jo» Rang(C) = Ko+ Es seien alle Jo Spalten
von B linear unabhingig, alle KO Spalten von C linear
unabhidngig und Iy = min(JO, Kg» JO+K0-r). Fir eine beliebige
Diagonalmatrix D gilt:
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Rang(D) , wenn Rang(D) s I,
Rang(BDC')

[\%

I1 B sonst

Da der Rang einer dreimodalen Matrix aufgrund der Anzahl der
extrahierten Faktortripel definiert ist, enthalten die be-
schriebenen Rangeigenschaften unmittelbar Aussagen zu den
Charakteristika trilinearer Verfahren: trilineare Zerlegung-
en lassen Faktormatrizen A, B und C zu, die linear abhéngige
Faktoren enthalten. D.h. ein Faktor a_. in Modus i 1&Bt sich
als Linearkombination weiterer Faktoren aus A darstellen und
enthdlt damit Informationen, die vollsténdig aus den ibrigen
Faktoren abgeleitet werden konnen. Analog gilt die gleiche
Eigenschaft fiir die Faktormatrizen B und C. Als Sonderfall
folgt aus Kruskals Befunden, dal ein Faktor in allen drei
Modi gleichzeitig linear abhidngig sein kann (Harshman &
Lundy, 1984). Hierin unterscheiden sich die trilinearen
Ansitze wesentlich von den klassischen faktorenanalytischen
Verfahren, etwa der Hauptkomponentenanalyse, die die Ortho-
gonalitdt der extrahierten Faktoren gewdhrleisten. Erfiillen
die Faktoren aus den trilinearen Zerlegungen bereits das
Kriterium der linearen Unabhingigkeit nicht, so mufl im all-
gemeinen Fall die noch stdrkere Orthogonalitdtsbedingung
aufgegeben werden; es entstehen Konfigurationen mit obliquen
Referenzachsen. Jedoch geht mit der im Vergleich zu der
klassischen Hauptkomponentenanalyse suboptimalen Faktoren-
struktur (Orlik, 1980) der Vorteil der trilinearen Ansdtze
einher, daB eine gegebene Datenmatrix durch die Faktormatri-
zen vollstédndig zerlegt werden kann; es verbleibt bei ge-

" der

niigend hoher Anzahl an Faktortripeln keine "Restvarianz
Datenmatrix wie im Tuckerschen Modell, welches die gesamte

Varianz des Datenkdrpers durch die Kernmatrix erfaflit.

Neben den Rangeigenschaften ist das wichtigste Spezifikum,
das die trilinearen Modelle sowohl von den zweimodalen An-
sitzen als auch von den quadrilinearen Modellen unterschei-
det, die "intrinsic axis property': einzig in den trilinea-
ren Verfahren ist die Orientierung der Faktoren festgelegt,
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so daB keine zusdtzlichen Faktorrotationen durchgefiihrt
werden konnen. Carroll und Chang (1970) ziehen aus dieser
Eigenschaft die SchluBfolgerung, daB den Faktoren eine un-
mittelbare psychologische Bedeutung zukommt. Diese
SchluBfolgerung ist von mehreren Autoren in Frage gestellt
worden (vgl. Ahrens, 1974; Borg, 1981), denn es werden hier
aus den rein formalen Eigenschaften eines Verfahrens Aussa-
gen zu der empirischen Validitédt und Stabilitdt der Ergeb-
nisse abgeleitet. Ferner wird eingewendet (vgl. Harshman &
Lundy, 1984), daB auch klassische Anséitze bedeutsame Grund-
dimensionen liefern, wenn eine analytische oder hypothesen-
orientierte Rotation der Faktorenextraktion angeschlossen
wird. Harshman und Lundy (1984) diskutieren die begriffliche
Interpretation einer CANDECOMP/PARAFAC-Konfiguration zu-
nédchst als Arbeitshypothese zu dem untersuchten Gegenstands-
bereich; der Nachweis der Stabilitit der Ergebnisse ist
dabei gesondert zu erbringen, und erst die Replikation der
faktorenanalytischen Befunde in weiteren Untersuchungen
rechtfertigt die Annahme der Bedeutsamkeit der aufgefundenen
Strukturen.

Harshman und Lundy (1984) sehen die Elimination des klassi-
schen "Rotationsproblems" in der simultanen Analyse von I
verschiedenen Datenmatrizen der Ordnung J x K begriindet,
widhrend in den zweimodalen Verfahren nur eine einzige Matrix
betrachtet wird. Im Vergleich zu den quadrilinearen Modellen
enthalten die trilinearen Zerlegungen zusdtzliche Restrik-
tionen, indem die Kernmatrix auf das dreimodale Analogon der
Identitdtsmatrix eingeschrénkt wird, und aus diesen Restrik-
tionen folgen die spezifischen Charakteristika der trili-
nearen Modelle (Kruskal, 1976).

Zur Darstellung der unterschiedlichen Transformationsmég-
lichkeiten 1in den klassischen faktorenanalytischen Modellen
und in den trilinearen Modellen sei eine zweimodale Matrix X
der Ordnung I x J gegeben. Es sei X = AB' = AB' , wobei A,
A, B und B jeweils r Spalten enthalten, r = Rang(X). Dann
existiert eine reguldre r x r-Matrix T, so daB (Kruskal,
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A = AT und 5 =n8(r") ! .

Bei der Zerlegung einer zweimodalen Matrix besteht insofern
eine Unbestimmtheit, als eine beliebige regulédre Transforma-
tion der Losung AB' die Ausgangsdaten ebenso gut reprodu-
ziert. Durch T wird eine orthogonale oder oblique Rotation
der r Referenzachsen spezifiziert. Dabei wird fir praktische
Anwendungen zu der allgemeinen Bedingung der Regularitdt der
Rotationsmatrix T zusdtzlich gefordert, daB durch T eine
Einfachstruktur nach den Kriterien von Thurstone (vgl.
Revenstorf, 1980) erzeugt wird. Die Einfachstruktur als
Rotationskriterium soll eine sinnvolle Interpretation der
Faktoren gewdhrleisten (Pawlik, 1968).

Dagegen besteht in den trilinearen Modellen eine restrik-
tivere Form der Unbestimmtheit der Faktormatrizen A, B, C:
es sei X eine dreimodale Matrix der Ordnung I x J x K mit
x = [a,B,c] = [A,B,C].

Es enthalte B eine beliebige Menge von Spalten aus B, und ¢
enthalte die korrespondierenden Spalten aus C. Dann ist Hpce
definiert als (analog H,p, HAC):

HBC(b) = min (Rang(B) + Rang(C) -3 ).
card(B)=3

Theorem (Kruskal, 1977):
Es enthalte jede der sechs Matrizen A, B, C, A, B, Cr
Spalten. Es sei Rang(B) = Jo» Rang(C) = Ko mit

HAB(b) Z min( b, - Kyt 2)
HAC(a) Z min(3, r - Jo * 2)
Hpo(2) Z min( 3, 1).

Dann existiert eine Permutationsmatrix P und Diagonalmatri-
zen D, M, N so daB

A=APD, B=BPM, C=CPN und DMN = I.
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Das Theorem 14Bt beispielsweise eine Konfiguration zu, deren
Referenzachsen hinsichtlich ihrer Orientierung eindeutig
bestimmt sind und die einen Faktor enthédlt, der in allen
drei Modi aus einer Linearkombination von vier weiteren
Faktoren besteht (Harshman & Lundy, 1984).

Der wesentliche Unterschied zu dem zweimodalen Fall besteht
darin, daB die trilinearen Modelle nicht eine beliebige
reguldre Transformation zulassen, sondern nur eine Permuta-
tion der Faktortripel, und zusdtzlich kénnen die Referenz-
achsen eines Modus gestreckt oder gestaucht werden, wenn in
den beiden iibrigen Modi die inverse Skalierung vorgenommen
wird. Harshman und Lundy (1984) bezeichnen diese Form der
Unbestimmtheit als trivial, da sie nicht zu Unterschieden in
der Interpretation einer gegebenen Losung fiihrt.

Im vorangegangenen Abschnitt wurden bereits einige weitere

Spezifika der trilinearen Modelle diskutiert, die zu Impli-

kationen in der Interpretation der Faktormatrizen fihren.

AbschlieBlend seien die Eigenschaften, die die Modelle der

trilinearen Klasse gemeinsam haben und von den quadrilinea-

ren Verfahren unterscheiden, zusammengefaft:

a) die Zahl der extrahierten Faktoren stimmt zwischen den
Modi iiberein

b) es wird eine Menge latenter EinfluBgréBen r identifi-
ziert, die allen Modi zugrunde liegen und zusammengehdri-
ge Konstrukte definieren. Dabei stellen die Faktorla-
dungen eines ausgewdhlten Modus Indikatoren der Bedeut-
samkeit der latenten EinfluBgriéBen dar

c) multiple Interaktionen der Faktoren aus verschiedenen
Modi werden ausgeschlossen; Zusammenhdnge zwischen den
Modi konnen nur innerhalb eines Faktortripels hergeleitet
werden

d) trilineare Verfahren liefern schiefwinklige und linear ab-
hdngige Faktoren; die Zahl der extrahierbaren Faktoren
ist grofler als die Zahl der Entitéten eines Modus

e) die Orientierung der Faktoren ist in allen Modi festge-
legt, so daB keine zusdtzlichen Faktorrotationen durchge-
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filhrt werden konnen.

4.2. Eigenschaften der quadrilinearen Modelle:

Aus dem Einsatz der Hauptachsentransformation, im Tucker-
schen Ansatz zur Faktorextraktion und im erweiterten SUMMAX-
Modell zur Faktorrotation, ergeben sich Eigenschaften der
quadrilinearen Klasse, die enge Beziige zu den Charakteristi-
ka der klassischen zweimodalen Verfahren aufweisen. Wie im
vorangegangenen Abschnitt bereits dargestellt wurde, wird in
den Grundgleichungen des Tuckerschen Modells von den Skalar-
produktmatrizen des Datenkdrpers, ink ink', ink ink' und
kxij kxij" ausgegangen, deren Eigenvektoren die Faktoren
der drei Modi sind. Auch im erweiterten SUMMAX-Modell wird
standardmiBig die Hauptachsentransformation eingesetzt, in-
dem die Faktormatrizen der SUMMAX-Grundform in jedem Modus
auf Hauptkomponenten rotiert werden. Unabhédngig von der Wahl
der zugrunde liegenden Datenmatrizen teilen beide Modelle
Eigenschaften der "Eckart-Young-Zerlegung" bimodaler Daten-
sdtze: sie fiihren zu wechselseitig orthogonalen Faktoren,
und die Anzahl der Faktoren eines Modus iibersteigt die Zahl
der Entitdten des Modus nicht. Aus der Bestimmung der Ska-
larprodukte eines dreimodalen Datenkdrpers der Ordnung IxJxK
resultieren drei symmetrische Matrizen mit Rang(.X., :X..")
& = ci%jk i ik
=1, Rang(jxik jXik') = J und Rang(kXij kXij') = K. Da die
Anzahl der Eigenvektoren, deren Eigenwerte ungleich null
sind, in jedem Modus mit dem Rang der Skalarproduktmatrix
identisch ist, gilt fiir die Dimensionalitét der drei Konfi-
gurationen im Tuckerschen Modell:
dim(A) = m S 1, dim(B) = p S J und dim(C) = q = K.

Analog enthalten die Faktormatrizen des erweiterten SUMMAX-
Modells m, p und q Faktoren mit
dim(A) = m S min(I,f), dim(B) = p S min(J,f) und
dim(C) = q = min(K,f) ,
wobei f die Anzahl der unrotierten Faktortripel bezeichnet.
Umfassen die unrotierten Faktormatrizen nach SUMMAX linear
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abhédngige Faktoren, so fiihrt die Hauptachsentransformation
zu einer Reduktion der Anzahl der Referenzachsen. Die
schiefwinkligen bzw. linear abhédngigen Faktoren der SUMMAX-
Grundform werden durch orthogonale Bezugsachsen ersetzt, die
eine Okonomischere Beschreibung der Konfigurationen in den
drei Modi gestatten. Ebenso werden im Tuckerschen Modell die
"idealisierten Elemente" eines Modus durch wechselseitig
orthogonale Faktoren beschrieben. Im Unterschied zu SUMMAX
sind die Varianzbeitrédge der Faktoren nicht mit den Eigen-
werten der Skalarproduktmatrizen identisch, sondern werden
auf den Betrag eins normiert, wdhrend die Eigenwerte mit der
Kernmatrix verkniipft werden.

Obwohl beide quadrilinearen Verfahren in Ubereinstimmung mit
der "Eckart-Young-Zerlegung" gewdhrleisten, daB die Faktoren
ein orthogonales Bezugssystem in jedem Modus aufspannen und
ihre Anzahl nicht gréBer ist als die Zahl der Zeilen, Spal-
ten oder Lagen des zugrunde liegenden Datenkodrpers,
existiert keine den klassischen Verfahren entsprechende
Aussage zu der Gleichheit der Dimensionalitdt der drei Kon-
figurationen. Die quadrilinearen Modelle fiihren im allgemei-
nen nicht zu einer identischen Anzahl an Faktoren in allen
Modi. Vielmehr wird jedem Modus eine andere dimensionale
Struktur unterlegt, so daB eine latente EinfluBgroBe f der
SUMMAX-Grundform in m idealtypische Personen, p latente
Variablen und q prototypische Situationen aufgegliedert
wird. Dabei ist die Variation der Zahl der SUMMAX-Faktoren,
m, p und q, verknipft mit der Struktur der extrahierten
Faktormatrizen iAf’ jBf und ka. In der Grundform des Mo-
dells wird zwar fiir jeden Modus eine iibereinstimmende Zahl
an Referenzachsen vorausgesetzt, woraus jedoch keine Ent-
sprechungen in der Anzahl der unabhingigen Faktoren folgen.
D.h. ist ein Faktor in einem Modus darstellbar als Linear-
kombination weiterer Faktoren, so kann der gleiche Faktor in
den ibrigen Modi linear unabhdngig sein. Ferner gestattet
die Bestimmung des Ranges einer dreimodalen Matrix keine
Riickschliisse auf die Rénge der zugeordneten Skalarprodukte.
Wahrend der Ubergang von der Datenmatrix X zu den Skalarpro-
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duktmatrizen XX' und X'X in den zweimodalen Verfahren keine
Rangdnderungen induziert, weisen dreimodale Anordnungen
keine derartigen Invarianzeigenschaften auf.

Quadrilineare Modelle umfassen die Méglichkeit von Faktor-
rotationen und sind aufgrund dieser Eigenschaft als direkte
Erweiterung der "Eckart-Young-Zerlegung' interpretiert wor-
den (Kroonenberg, 1983b; Orlik, 1980). Zur Darstellung der
Analogie zwischen den klassischen Verfahren und den quadri-
linearen Zerlegungen sei eine zweimodale Matrix X mit X =
10 BTy = By
gegeben. Die inversen Transformationsmatrizen sind in der
Form G = (Tl)-1 (T?_')'1 darstellbar mit der Modellgleichung
X = A1 G B2'. In den quadrilinearen Modellen wird die zwei-

AB' und den rotierten Faktormatrizen AT, = A

modale Modellgleichung generalisiert durch drei rotierte
Matrizen der Form

ifm nTmi = ifm1> 38 pTp1 = 3Bp1 U kCq qTq1 T kCq1-

Aus der Verkniipfung der Rotationsmatrizen mit der Kernmatrix

- -1 (] -1 [] -1
mlcplql - (mel) mcpq ((prl ) ox (qqu )

ergibt sich eine der bimodalen Modellgleichung entsprechende
Reprédsentation mit

= |l ]
X = ;An1 m1%p1q1 (iBpr' * k%q1')-
Analog den zweimodalen Verfahren sind beliebige regulére
Transformationen T ., prl und qqu zugelassen, so daB
orthogonale wie auch oblique Rotationen der Faktormatrizen

durchgefiihrt werden konnen.

Insgesamt folgen aus der zusdtzlichen Definition der Kernma-
trix in den quadrilinearen Modellen eine Reihe von Eigen-
schaften , die sich von den Charakteristika trilinearer
Zerlegungen grundlegend unterscheiden. Insbesondere wird die
"intrinsic axis property" aufgehoben und linear abhédngige
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Faktoren werden eliminiert, w&dhrend die Anzahl der Faktoren
zwischen den Modi variiert und Faktorkombinationen der Form
ambpcq eingefiihrt werden. Dagegen sind die quadrilinearen
Modelle den trilinearen Verfahren dquivalent, wenn die Kern-
matrix auf das dreimodale Analogon einer Identitdtsmatrix
mit
=1 fir m=p =q %‘ ot
WY
8mpq oA
=0 sonst

eingeschridnkt werden kann bzw. wenn die Kernmatrix in allen
q Lagen simultan diagonalisierbar ist, d.h. 8mpg 0 fir m $
p (Carroll & Chang, 1970; Harshman & Lundy, 1984). Daher
wurde zur Analyse des Zusammenhangs beider Modellklassen
versucht, unter Anwendung des ALS-Algorithmus die Kernmatrix
des Tuckerschen Modells in eine Diagonalform zu transfor-
mieren.

Allerdings gestattet diese Vorgehensweise keine allgemeinen
Aussagen zu den Beziigen der verschiedenen dreimodalen Model-
le, denn es werden sehr restriktive Bedingungen beziiglich
der Eigenschaften der Datemmatrix vorausgesetzt. Harshman
und Lundy (1984) interpretieren eine Konfiguration nach dem
Tuckerschen Modell bereits dann als eine ndherungsweise
CANDECOMP/PARAFAC-Reprisentation, wenn die Kernrelationen
auBerhalb der Diagonalen im Vergleich zu den Diagonalzellen
der Kernmatrix relativ gering sind. Dabei konnte in einer
Reihe empirischer Datenanalysen keine nur approximative
Diagonalisierung der Kermmatrix erreicht werden (Kroonen-
berg, 1983b). Die Schwierigkeiten und Restriktionen, die mit
den Verfahren zur Diagonalisierung der Kernmmatrix verkniipft
sind, werden in der Diskussion erdrtert.

Obgleich die Anwendungen verschiedener ALS-Verfahren auf das
Tuckersche Modell nicht sehr erfolgreich waren, hat sich
diese Vorgehensweise zur Herleitung des Zusammenhangs zwi-
schen den dargestellten Modellen und zur besseren Interpre-
tierbarkeit der abstrakten Kernrelationen durchgesetzt (vgl.
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Kroonenberg, 1983b; Harshman & Lundy, 1984). So bemerkt
Tucker (1972, S. 26) zu seinem Modell: "while ... the models
used by Carroll and Chang (1970) appear to be special cases
of the present model, the precise relations deserve further
study". Hinsichtlich der Problematik, die mit der Anwendung
der ALS-Algorithmen auf quadrilineare Modelle einhergeht,
sind die pridzisen Relationen bisher nicht aufgezeigt worden.
Lagegen existieren allgemeine Zusammenh&nge, die keine spe-
zifischen Annahmen zu der Struktur der Kernmatrix implizie-
ren, auf der Grundlage des SUMMAX-Modells. Diese generellen
Beziige, die die Ableitung der quadrilinearen Ansdtze aus den
trilinearen Modellen ohne notwendige Restriktionen der Kern-
matrizen umfassen, sind im folgenden Abschnitt dargestellt.



d.

[usammenhénge und theoretische Be-
zlige zwischen den Modellen der drei-
modalen Faktorenanalyse
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Gegenstand des vorliegenden Abschnitts ist die Analyse der
Zusammenhinge zwischen den Modellen der dreimodalen Fakto-
renanalyse. Obwohl sich die trilinearen Modelle von den
quadrilinearen in ihren Eigenschaften grundlegend unter-
scheiden und daher enge Verbindungen nicht offensichtlich
sind, konnen allgemeine Beziige der beiden Klassen auf der
Grundlage des SUMMAX-Modells abgeleitet werden. Es gibt
bislang zwar kein iibergeordnetes Modell, welches durch Re-
striktion spezifischer Parameter die betrachteten Verfahren
als Sonderfidlle umfaBt. Jedoch ergeben sich unter bestimmten
Transformationen sowohl CANDECOMP/PARAFAC als auch der
Tuckersche Ansatz aus den beiden Grundformen des SUMMAX-
Modells. Wie im folgenden gezeigt wird, ist SUMMAX mit den
iibrigen Verfahren der trilinearen Klasse durch Permutationen
und Reskalierungen der Faktoren verkniipft. Dariiber hinaus
gestattet die Betrachtung orthogonaler Rotationstransforma-
tionen der Faktormatrizen bzw. der Kernmatrix die Uberfiih-
rung des erweiterten SUMMAX-Modells in die Tuckersche drei-
modale Hauptkomponentenanalyse.

5.1. Der Bezug des SUMMAX-Modells zu CANDECOMP/PARAFAC:

Im folgenden wird von der CANDECOMP/PARAFAC-Modellgleichung

- X ' el = ~
ixjk = ifr rler (jBr X Cr ) = [&,8,c]

und dem trilinearen SUMMAX-Modell mit

iXjc = 1Ae elee (3Bg' x (') = [AB,C]

ausgegangen. Es wird eine dreimodale Matrix X zugrunde
gelegt, die nicht gleich der Nullmatrix ist, und es wird
vorausgesetzt, daf diml(X):>1 und diml(Xf.) >1.

Die Reprédsentation X = [K,E,E] besitze einen minimalen Rang
r, so daB r = Rang(X).
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" r N
Theorem 1: | Due Suwiwmox wao ok

I

Es sei X = [Z,E,E] das Tripelprodukt aus K, B und E, das ' ¢
einen minimalen Rang besitzt, so daB r = Rang(X). Dann gilt)"’

fiir den Zusammenhang zwischen [K,E,E] und [A,B,C] 3
r =f, und es existieren drei Permutationsmatrizen PA,
P, und nicht-singuldre Diagonalmatrizen D, M, N, so daB

(57) A=A P,D, B=B8 PpM, CT=c Po N mit

(58) [Py D, P M, P N] =1

wobei I die Identitétsmatrix bezeichnet.

D.h. die Faktormatrizen eines jeden Modus haben die gleichen
Spalten bis auf eine Permutation und Multiplikation mit
Skalaren ungleich null. Die Anzahl der Faktoren stimmt iiber-
ein, und die Wirkungen der Permutations- und Diagonalmatri-
zen heben sich wechselseitig auf.

5.1.1. Beweis des Zusammenhangs zwischen SUMMAX und CANDE-
COMP/PARAFAC:

Es sei Rang(A) = Iops Rang(A) = TO‘ Es bezeichne w(y) die
Anzahl der Komponenten eines beliebigen Vektors vy, die
ungleich null sind. Es sei col(A) der lineare Teilraum des
I-dimensionalen Vektorraums RI, der durch die Spalten von A
aufgespannt wird. Das orthogonale Komplement von col(A) sei
mit Kern(A) bezeichnet.

Grundlegend fiir den Beweis des Zusammenhangs zwischen SUMMAX
und CANDECOMP/PARAFAC ist das Permutationslemma (Kruskal,
1977, $.133), das folgende Aussage enthidlt:

es seien zwei Matrizen A und A der Ordnung I x r , I x T mit
r2% gegeben. A enthalte keine Spalten, die vollstidndig aus
Nullen bestehen. Fiir einen Vektor x mit

w(xA) =T - Rang(A) + 1
gelte:
w(xA) = w(xA)
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Dann folgt:
r =T, und es existiert eine Permutationsmatrix PA und eine
nicht-singuldre Diagonalmatrix, so dal

(59) A=AP,D.

Ist zusdtzlich jedes Paar von Spalten aus A linear unab-
héngig, so sind Py und D eindeutig bestimmt.

Es wird gezeigt, daB die Voraussetzungen des Permutations-
lemmas erfiillt sind, so dal A, A bzw. B, B und C, C durch
Permutationen und Multiplikationen mit Skalaren auseinander
hervorgehen.

Nach Voraussetzung besitzt die Repradsentation [A,B,C] einen
minimalen Rang r. Da f nicht kleiner als r sein kann und r
die Anzahl der Spalten in A ist, ist f£2r.

Es enthalte A eine Spalte 8,61y die vollstdndig aus Nullen
besteht. Aus

-2/3 _ 0

(61) aif. - Uifl Sfl

-Gk ij'zkf"‘ijkf')(iz ik zif'zjf'zkf'xijkf')’Z/B
und der Definition der Vektoren Zigns zjf" Zygt folgt:

die Elemente Xijkf' sind bis auf ihr Vorzeichen identisch
oder X ist die Nullmatrix. Die Nullmatrix ist nach Voraus-
setzung ausgeschlossen, und aus diml(X);>1 folgt, daB es
mindestens zwei linear unabhidngige Xy und Xi geben mub.
Also enthdlt A keine Spalten, die vollstidndig aus Nullen
bestehen.

Um zu zeigen, daB auch die dritte Bedingung des Permuta-
tionslemmas erfiillt ist, wird von der Zerlegung des Vektor-
raums RY in col(A) und Kern(A) ausgegangen. Fir diese
Zerlegung gelten folgende Aussagen (Lamprecht, 1980, Kapitel

I; Koecher, 1985, Kapitel 1, Paragraph 8):
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der Vektorraum RI mit der Dimension I ist die direkte Summe
aus col(A) und Kern(A) mit I = dim Kern(A) + dim col(A).

Mit der analogen Zerlegung in col(A) und Kern(A) ist zu
zeigen, daB alle Spalten von A und ihre Linearkombinationen
in col(A) enthalten sind.

Fir den (trivialen) Fall, daB Kern(A) = Kern(A) = 0, folgt
sofort:

wenn x ¢ Kern(A), dann w(xA) = w(xA) = 0. In diesem Fall
stimmen col(A) und col(A) iiberein mit dim col(A) = dim
col(A) = I, wund es sind alle Spalten aus A und ihre Linear-
kombinationen in col(A) enthalten.

Fir den (nicht trivialen) Fall sei dim col(A)<I und dim
col(A) < I. Daraus folgt fiir die orthogonalen Komplemente,
daB dim Kern(A) = I - io:>0 und dim Kern(A) = I - I, > o.
D.h. es gibt mindestens einen Vektor x aus Kern(A) mit x # 0
und mindestens einen Vektor y aus Kern(A) mit y ¥+ 0. Ohne
Beschrénkung der Allgemeinheit kann vorausgesetzt werden,
daB nicht alle Spalten aus A und A wechselseitig orthogonal
zueinander sind. Denn sonst kann eine beliebige Spalte ay
aus A gewdhlt werden, so daB

[a;4,B,C] = B diag(a;A) C' = a;X $ 0 und
a;x = [aiK,E,E] =B diag(aiK) ¢'=0 |,

was einen Widerspruch erzeugt. Daher muB mindestens eine
Spalte a; aus A existieren, die zu mindestens einer Spalte
a8, aus A nicht orthogonal ist. Dann aber folgt, daB

a;A + 0. D.h. a; ist nicht in Kern(A) enthalten, also muB

a; ein Element aus col(A) sein. Die Schnittmenge von col(A)

und col(A) ist nicht leer und dim (col(A) n col(A)) 2 1, da
a; nicht der Nullvektor ist.
In diesem Fall gilt fiir den Orthogonalraum der Schnittmenge:
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(62) dim (col(A) n col(f\))l <1 und
(63) (col(A) n col(K))l = Kern(A) + Kern(A) .

Ist die Schnittmenge von Kern(A) und Kern(A) der Nullraum,
dann folgt (Lamprecht, 1978, Satz 5.16, S. 108):

(64) dim (col(A) N col(A))* = dim Kern(A) + dim Kern(A)
- 21 - (I, + 1)
und I, +1;,>1 «

D.h. der gesamte Vektorraum RI kann nicht die direkte Summe
aus Kern(A) und Kern(A) sein, und Kern(A) muB mindestens
einen Vektor x, + 0 enthalten, der auch in Kern(A) enthalten
ist. Damit sind mindestens zwei Vektoren, X und der
Nullvektor O gefunden, die Elemente von beiden orthogonalen
Komplementen sind.

Aus der Basis von Kern(A) koénnen I - TO Vektoren x; gewidhlt
werden, die nach Hinzufiigen eines (I - TO + 1) - ten Vektors
aus Kern(A) den Nullvektor erzeugen mit

(65) 0= i dj X4 » d; 0, i=1,...,I- I, + 1.
Diese Linearkombination ist auch in Kern(A) enthalten, wobei
(Lamprecht, 1978, S.117, II.6.3b - II.6.3d) nach Einsetzen
von (65):

= (2 = 2 = 2
(66) 0A (i dixi) A=§ dyx; A= 7 dy (xiA)

Entweder existieren auch Linearkombinationen der Ausdriicke
x4A mit xiA %+ 0, die den Nullvektor erzeugen, oder fir
alle XA gilt, daB X A = 0. Im =zweiten Fall folgt wegen
XA = 0, daB alle Vektoren X4 in Kern(A) enthalten sind.
Dann sind auch die I - TO Basisvektoren in Kern(A) enthalten
sowie alle Linearkombinationen der Basisvektoren, und es
folgt:
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(67) Kern(A) © Kern(A) ,
(68) col(A) c col(A) und I =1 .

D.h. in diesem Fall sind alle Spalten von A und ihre Linear-
kombinationen in col(A) enthalten.

Wenn aber XA + 0 gilt, dann enthidlt die Losungsmenge von
E di z; = 0 sicherlich die bereits gefundene Losung
d = (dl’dZ""’di"")’ und die Basisvektoren x; aus Kern(A)
sind in col(A) enthalten. Hieraus folgt fiir den Vektor X
aus der Schnittmenge von Kern(A) und Kern(A):

entweder X ist selbst Basisvektor. Dann muB einer der
Vektoren x; aus Kern(A), die in col(A) enthalten sind,
identisch mit Xg sein. Wegen der Abgeschlossenheit der
linearen Teilrdume Kern(A) und col(A) ist dann x, in col(A)
enthalten, wodurch ein Widerspruch erzeugt wird.

Ist X kein Basisvektor, dann muB X0 eine Linearkombination
der Basisvektoren x; aus Kern(A) sein, die in col(A) enthal-

ten sind. In diesem Fall gibt es Skalare m;, SO daB
{ m X3 = Xge Wegen der Abgeschlossenheit von Kern(A) wund

col(A) muB xo auch in diesem Fall Element von col(A) sein.
Es ergibt sich erneut ein Widerspruch. Also folgt fiir die
Basisvektoren x; aus Kern(A), daB sie auch in Kern(A)
enthalten sind. Dann sind aber auch alle Linearkombinationen

der x; in Kern(A), und es gilt wie in (67) und (68):

Kern(A) < Kern(A)

IA

col(A) c col(A) und I, I

0°
D.h. fiir einen beliebigen Vektor x mit xA = 0 und w(xA) = 0
folgt:

(69) xA = 0 und w(xA) = 0.

Wegen dim col(A) = TO gibt es TO Spalten aus A, die eine
Basis von col(A) bilden. Unter Beachtung, daB col(A) €
col(A), ist jede Spalte a; aus A, j=1,...,f, darstellbar
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als Linearkombination

=2z a
(70) aj = jm &

wobei mg + 0 Skalare sind. Ist eine Spalte a. aus A eine
Linearkombination aus Ei mit x Ei = 0, dann folgt sofort:

(71) x a. = 0.

Existiert ein beliebiges a. mit x aj + 0, dann folgt wegen
- p) a .
x a; x({ my &) f 0:

x ist nicht aus Kern(A), also ist x aus col(A). Dann muB es
aber zu einem a; mindestens ein &, geben mit x a; + 0. D.h.

(72) Rang diag(xA) Z Rang diag(xA).
Wegen Rang diag(xA) = w(xA) (Kruskal, 1977) folgt:
w(xA) 2 w(xA).

Damit sind alle Voraussetzungen des Permutationslemmas er-
fillt, und es gilt die Aussage des Lemmas in Gleichung (59):

f=r , A=A Py D ,

wobei PA eine Permutationsmatrix und D eine nicht-singulire
Diagonalmatrix bezeichnet. In analoger Weise konnen die
beiden iibrigen Aussagen in Theorem 1 gezeigt werden:

(57") B=2B Py M und C=2¢C P, N.

Aus X = [A,B,C] = [K,E,E]und Einsetzen von (59) und (57') folgt:

<
n

AP, DI ((MP'"B') x (NP, C'))

A PA DI (Mx N)(PB' X PC')(B' x C')

AI (B'"xcC')
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Also folgt der in Theorem 1 behauptete Zusammenhang:

(58) P, DI (MxN)(Pg' xP:') = [PA D, Py M, P N] =1 .

5.1.2. Implikationen des Bezuges des SUMMAX-Modells zu CAN-
DECOMP/PARAFAC:

CANDECOMP/PARAFAC teilt nicht nur eine Reihe von formalen
Eigenschaften mit SUMMAX, sondern ist dem trilinearemn SUM-
MAX-Modell direkt #dquivalent; werden die nach der Grundform
des SUMMAX-Modells extrahierten Faktoren entsprechend dem
CANDECOMP/PARAFAC-Rationale skaliert bzw. angeordnet, so
resultieren identische Konfigurationen in jedem Modus. Die-
ser enge Zusammenhang impliziert fermer, daB auch das IND-
SCAL-Modell aus der SUMMAX-Grundgleichung zur multidimen-
sionalen Skalierung individueller Differenzen ableitbar ist.

\ﬁjwk ‘Werden zusidtzlich personenspezifische Rotationstransforma-

he
A

tionen des Objektraums aus INDSCAL einbezogen, so umfafit der
UMMAX-Ansatz zusdtzlich das IDIOSCAL-Modell. Damit konnen
die Modelle, die trilineare Zerlegungen der zugrunde liegen-
den "two-mode three-way" bzw. 'three-mode three-way'" Daten-
korper vornehmen, als eine konzeptuell und formal einheit-
liche Klasse angesehen werden. Aus den Konfigurationen nach
dem SUMMAX-Modell ergibt sich CANDECOMP/PARAFAC, indem drei
Permutationsmatrizen PA, PB’ PC der Ordnung r x r und drei
Diagonalmatrizen D, M, N gleicher Ordnung eingefiihrt werden.
Zur Ableitung des INDSCAL- und IDIOSCAL-Modells geniigen
jeweils zwei Diagonal- und Permutationsmatrizen. CANDE-
COMP/PARAFAC 148t sich in folgender Weise dem SUMMAX-Modell

zuordnen:

KCr = kS Fc N :

Damit besitzen beide Konfigurationen die gleiche Anzahl an
Faktortripeln, und die Faktoren eines jeden Modus stimmen
iiberein bis auf eine Permutation ihrer Abfolge und einer
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Multiplikation mit Skalaren ungleich null. Die Permutations-
und Diagonalmatrizen weisen folgende Relation zueinander
auf:

[PAD,PBM,PCN]=I .

D.h. die Wirkungen der Permutationen und Skalierungen der
Varianz der Bezugsachsen heben sich wechselseitig auf. Die
Bestimmung der Diagonalmatrizen kann analog der allgemein
iiblichen Vorgehensweise in CANDECOMP/PARAFAC vorgenommen
werden, indem die Varianzaufklédrungen der Faktoren in zwei

Modi auf den Betrag eins normiert werden mit der inversen

. Skalierung im iibrigen Modus.

. Unter der Perspektive des erweiterten SUMMAX-Modells, das

durch die Einfiihrung einer Kernmatrix zusdtzliche Rotations-
transformationen der Faktormatrizen gestattet, erscheint
CANDECOMP/PARAFAC als ein Sonderfall von SUMMAX, welcher
durch zwei definierte Klassen von Transformationen aus der
allgemeinen trilinearen Grundgleichung hervorgeht. Werden
diese Transformationen auf orthogonale Rotationen der Fak-
tormatrizen erweitert, so ist das Tuckersche Modell aus der
quadrilinearen Zerlegung nach SUMMAX ableitbar, wie im
folgenden gezeigt wird.

5.2. Der Bezug von SUMMAX zu dem Tuckerschen Modell:

Zur Darstellung des Zusammenhangs zwischen SUMMAX und dem
Tuckerschen Modell wird von Tuckers Konzeption der dreimo-
dalen Faktorenanalyse in der in Abschnitt 3 beschriebenen
Form ausgegangen (Numerierung der Gleichungen wie in Ab-
schnitt 3):

=AG (B'xC") mit
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i
=

R T o

ol
=

' =

(5e) X5 KXy
Ferner wird die quadrilineare SUMMAX-Modellgleichung zu-
grunde gelegt

= ] L]
(41) ink AG (B'xcC'),
deren Faktormatrizen A, B und C aus der Hauptachsentransfor-
mation der trilinearen Zerlegung hervorgehen:

= = 1/2
(43a) A jAg T=F 4

- _ 1/2
(43b) B jBf W=V JB

= = 1/2
(43c) ¢ ka H E AC N

Dabei bezeichnen dps 4p und 4c drei Diagonalmatrizen, deren
Diagonalen die Eigenwerte der Faktormatrizen aus den drei
Modi enthalten, und die Spalten von F, Vund E sind die
zugeordneten Eigenvektoren.

Zwischen SUMMAX und dem Tuckerschen Modell k&nnen zwei Be-
ziige aufgezeigt werden. Im allgemeinen Fall ist eine Zerle-
gung der mit den Varianzen der Faktoren verkniipften SUMMAX-
Kernmatrix in Eigenvektoren notwendig, um das Tuckersche
Modell abzuleiten. Dabei wird angenommen, daB die dreimodale
Matrix X nicht gleich der Nullmatrix ist. Die zweite Ver-
kniipfung beider Modelle griindet auf der zusétzlichen Voraus-
setzung, daB die SUMMAX-Kernmatrix eine Struktur analog den
Thurstoneschen Kriterien der Einfachstruktur in allen q
Lagen aufweist. In diesem Fall ist keine interponierte Ana-
lyse der SUMMAX-Kernmatrix notwendig, und das Tuckersche
Modell ergibt sich direkt aus den Konfigurationen nach SUM-
MAX. Theorem 2 spezifiziert den allgemeinen Zusammenhang
zwischen beiden Modellen, und Theorem 3 enthédlt den Sonder-
fall des Bezuges der Modelle bei Einfachstruktur der SUMMAX-



114

Kernmatrix.

Thecrem 2:

Es sei , /
1/2 v /2 '
(73a) 4,7 " 1Gpq (1p % 4¢) oCpq’ ‘A Up ¥y Uy
1/2 v 1/2 '
(73b) dp meq (4, x AC) meq 4 Up ¥, Up
1/2 ' 1/2 _ '
(73c) e qup (4, x AB) qup e Uo ¥3 Ug ,

wobei Vis Vo Vg drei Diagonalmatrizen und UA’ UB’ UC drei
orthonormale Matrizen bezeichnen. Dann folgt:

(74) A =FU,, B=VU C=EU, und

(75)  o8pq = (Up' 1,74 e (g2 up) x M2

D.h. werden die Kernrelationen gmpq mit den Eigenwerten der
Faktoren aus A, B, C gewichtet, so sind die spaltenweise
angeordneten Eigenvektoren der gewichteten Kernmatrix die
Transformationsmatrizen, die die SUMMAX-Faktoren in die
Tuckerschen Faktoren iiberfiilhren. Die Tuckersche Kernmatrix
ergibt sich dann aus der Multiplikation der gewichteten

Matrix mqu mit den Transformationsmatrizen.

Theorem 3:
Wenn fiir beliebige 8ijk + 0 zusdtzlich gilt:

(76)  gyrjryr = 0 , &' =1,...,i-1,i41,...,m ,
it = 1,..0,3°1,5t,..5P

K' = 1,...,k=-1,k+1,...,9 ,
dann folgt:

(77) A=F, B=V, C=E und

a8) & =4, 6 (ayxad? .
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In diesem Fall haben die Faktormatrizen eines jeden Modus
die gleichen Spalten bis auf eine Multiplikation mit Ska-
laren ungleich null, welche die Faktoren aus A, B und C auf
die Lénge eins normiert. Dariiber hinaus resultiert die
Tuckersche Kernmatrix aus der Gewichtung der Kernrelationen

g mit den Eigenwerten der Faktoren aus A, B und C.

mpq

5.2.1. Beweis des Zusammenhangs zwischen SUMMAX und dem
Tuckerschen Modell:

Der Beweis des Bezuges beider Modelle ist in zwei Teile
untergliedert. Im ersten Teil werden Aussagen iiber den Zu-
sammenhang der Eigenwerte abgeleitet. Die entsprechenden
Aussagen werden eingesetzt, um A, B, C in A, B, C zu trans-
formieren und den Zusamuenhang der Matrizen mG und map
aufzuzeigen. AbschlieBend wird Theorem 3 als Sonderfall der
vorhergehenden Aussagen aufgezeigt. Im folgenden wird die
Indizierung der Kernmatrix mG nur dann eingesetzt, wenn
dies aus Griinden der Eindeutigkeit erforderlich ist. An-
sonsten bezeichnet die alternative Darstellung G immer die
Anordnung mqu.

Nach Gleichung (41) gilt fiir die Skalarproduktmatrix von X:

(79) = AG (B'BxC'C) G" A' s

L}
%5k %5k
Einsetzen der rechten Seite der Gleichungen (43a) bis (43c)
in Gleichung (79) ergibt:

" 1/2 1/24 1/2 1724 1/2v00 , 1/20
ixjk ink FAA G(AB A" VJB X AC E EJC )G AA F

1/2

=F 4 A

A1/2 G (AB X AC) G' 4 F* '

da V und E orthonormal sind. Das charakteristische Polynom
der Skalarproduktmatrix ist:
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(80) (o) = %5k ixjk' -oI| =0
= (U- @Al)(c- ¢A2)---(U‘ iPAm) .

Wegen F'F = I folgt dann (Lamprecht, 1978, Korollar 8.10,
S§.172 und Lemma 11.3, S.234) fiir das charakteristische Poly-
nom in (80):

(o= 4q)Co= $o)eeclo- dp) =

1/2

A F' - ol

1/2 ’ ' -
‘F 4 G (JB X AC) G' 4

A

1/2 v 1/2
’AA G (JB X AC) G' 4y - ol

Dann aber stimmen die Eigenwerte der Skalarproduktmatrix und
der gewichteten Kernmatrix G iiberein. Werden die Eigenwerte

nach abfallender GréBe in den Diagonalen von V¥, und V

A 1

angeordnet, so folgt:

(81a) iy, = Wy
und analog gilt:

(81b) Vg = Yy
(81c) We = W3 -

D.h. die Eigenwerte eines jeden Modus im Tuckerschen Modell
sind identisch mit den Eigenwerten der Kernmatrix in SUMMAX,
die mit den Varianzen der Faktoren gewichtet wurde.

Ist F nicht zeilenweise orthonormal, so kdnnen F und F'
zyklisch vertauscht werden (Grébner, 1966, Satz 4, S5.169),
so daB der Ausdruck

4 1/2 G (JB X AC) 6! 4 /2 prp - o1

A A

resultiert, und hieraus folgt das gleiche Ergebnis fiir alle
Eigenwerte ungleich null.

Es seien die Eigenvektoren Upi mit

1/2 .o 1/2 .
(AA G (JB X JC) G' 4, Pai 1) Uy = 0
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als Spalten in UA angeordnet. Dann folgt fiir die Skalarpro-
; ',
duktmatrix ixjk ink 5

1/2

' =
A F F U

(83) F 4,12 6 (s x 40) 6* 1

A
=AY
= Y L]
Av A
i [
(FUy) vy (Fu)' .

Hieraus folgt (Rao & Mitra, 1971, Complement 1, S.17) die in
Gleichung (74) aus Theorem 2 behauptete Aussage:

(74a) A=FU

und analog gilt nach Vertauschung der Zeilen, Spalten und
L i G_:

agen in Pq _
(74b) B=VU

(74c) C=EU

D.h. die als Spalten angeordneten Eigenvektoren der gewich-
teten SUMMAX-Kernmatrix spezifizieren die Transformation,
welche die normierten Hauptkomponenten aus A, B und C auf
die Tuckerschen Eigenvektoren in A, B und C abbildet.

Gleichung (41) des SUMMAX-Modells kann mit A = F Up»
B=v Up und C = E Uc in folgender Form dargestellt werden:

- 1/2 1/2 1/2 ' '
ixjk Fd, G (AB x 4 (V' x E')

= F UAUA'AA1/2 G (45 x AC)1/2 ((V UgUg")" x (E UUL")")

- v, 1/2 1/2 i wpd o
F U,U, " 4, G (AB X AC) (UB X UC)(UB V' x U.' E )

R,'4Y%6 (45 x 40)1/2 (Ug x UZ)) (B' x T')
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Aus G = A' ink (B x C) folgt die Aussage (75) in Theorem 2:

g = A'K (U, 1,1 2%y x 52U x UI(E' x TH(E x T)

- ' 1/2 1/2 1/2
' 4 ) G (4p Ug x 4 Uue ) -

D.h. die Tuckersche Kernmatrix ergibt sich aus der Ver-
kniipfung der SUMMAX-Kernmatrix mit den Eigenwerten der SUM-
MAX-Faktoren und den Transformationsmatrizen UA’ UB und UC'
Sind fiir die Kernmatrix G speziell die Voraussetzungen von
Theorem 3 erfiillt, dann gilt:

(84) X g

z Z =0 fir m+ m'.

mpq ®m'pq
D.h. GG' ist selbst eine Diagonalmatrix. Da nach Voraus-
setzung jeder einzelne Term gmpqgm'pq gleich null ist, folgt
ferner:

I 2 =0
(83) 5 § Bupq Bn'pa “pa
fiir beliebige Skalare Hpq* Dann ist aber auch G(AB X AC)G'
und AAG(AB X AC)G' diagonal. Es folgt (Lamprecht, 1978,
Paragraph 11, S.230ff):

ein Eigenwert von 4 1/2

A G (45 x 4c) G 4y
einem Diagonalelement des Ausdrucks iiberein. Daher ist

1/2 stimmt mit

2
(86) YAm 5Am é é BBp BCq gmpq

Eigenwert von ixjk ixjk . Bei entsprechender Anordnung der

Eigenwerte in WA:

_ . 1/2 ' 1/2
(87) Wy = 4y G (AB X AC) G' 4, .

A A

Aus Xy iXa' = AW A' =F v, F' folgt die in Gleichung
(77), Theorem 3, behauptete Identitédt:

(77a) A =F.



Analog gilt: B=V und C =E.

Und hieraus folgt sofort:
(78)

(2]]

-, 1/2 1/2
4, G (AB X AC) .

5.2.2. Implikationen des Bezuges zwischen SUMMAX und dem
Tuckerschen Modell:

In Analogie zu dem Bezug zwischen CANDECOMP/PARAFAC und
SUMMAX geht das Tuckersche Modell aus der quadrilinearen
Zerlegung nach SUMMAX durch zwei Klassen von Transformation-
en, Reskalierung der SUMMAX-Konfiguration und anschlieBende
orthogonale Rotationen, hervor. Dabei folgt die Reskalierung
der SUMMAX-Konfiguration dem Tuckerschen Rationale, indem
normierte Faktoren in den drei Modi zugrunde gelegt werden
und die Kernmatrix mit den Eigenwerten der zugeordneten
Faktoren gewichtet wird. Die Extraktion der Eigenvektoren
der gewichteten Kernmatrix liefert die orthogonalen Trans-
formationen, welche die normierten Hauptkomponenten aus
SUMMAX in die Tuckerschen Faktoren iiberfilhren. Wdhrend die
Faktormatrizen in CANDECOMP/PARAFAC und SUMMAX bis auf eine
Multiplikation mit Skalaren und eine Permutation {iberein-
stimmen, resultieren aus dem quadrilinearen SUMMAX-Modell
und dem Tuckerschen Ansatz Bezugsachsen, die in jedem Modus
durch eine orthogonale Rotation aufeinander abgebildet wer-
den konnen:

o -1/2

K=aud, U,
B=38 AB-1/2 Ug und
= -1/2

C C AC UC .

Dariiber hinaus sind die Transformationsmatrizen UA’ UB und
UC eindeutig bestimmt. Die Spalten von UA ergeben sich aus
der Hauptachsentransformation der gewichteten SUMMAX-Kernma-
trix, verkniipft mit ihrer Transponierten. Wie auch im Rahmen
der Reskalierung der Faktoren wird hier im wesentlichen das
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Grundprinzip der Tuckerschen Methode angewendet, wobei die
Skalarproduktmatrix des Datenkdrpers, ixjk ink', durch die
Skalarprodukte der Kernrelationen ersetzt wird. In gleicher
Weise werden UB und UC aus der gewichteten Kernmatrix nach
SUMMAX abgeleitet, indem die beiden iibrigen "derivational
types" in der Kernmatrix jeweils als Zeilen angeordnet wer-
den und nach Vertauschung der Zeilen, Spalten und Lagen von
mqu erneut die Eigenvektoren bestimmt werden. D.h. die
Transformationsmatrizen UB und U. ergeben sich aus der
Hauptachsentransformation von meq und qup’ die zuvor mit
den Eigenwerten der Faktoren aus A, B und C gewichtet wur-
den. Ferner geht die Kernmatrix des SUMMAX-Modells in die
Tuckersche Kernmatrix iiber, wenn die gewichtete Matrix mqu
mit den Transformationsmatrizen multipliziert wird:

~ = ) 1/2
G (UA N ) oS

wCoq (g2 up) x a2

Pa
Diese Verkniipfung ist &quivalent zu einer orthogonalen Rota-
tion der Kernmatrix, die entgegengesetzt zu der Transforma-
tion der Faktormatrizen gerichtet ist.

Wihrend im allgemeinen Fall eine Konfiguration nach SUMMAX
in die entsprechende Losung des Tuckerschen Modells iiber-
fihrt werden kann, ist der RiickschluB in umgekehrter Rich-
tung nicht moéglich; die Tuckerschen Eigenwerte und Eigenvek-
toren enthalten keine Informationen, aus denen die zugeord-
neten Eigenwerte in AA’ AB und dc abgeleitet werden kdnnen,
und damit sind die SUMMAX-Faktoren in A, B und C nicht

rekonstruierbar.

Neben diesem generellen Bezug des SUMMAX-Modells zu dem
Tuckerschen Verfahren existieren weitere Zusammenhédnge, die
auf direktem Wege abgeleitet werden kdnnen unter der Voraus-
setzung, daB die SUMMAX-Kermmatrix den in Theorem 3 formu-
lierten Bedingungen geniigt. In diesem speziellen Fall wird
angenommen, daB mGp simultan in allen q Lagen analog den
Thurstoneschen Kriterien der Einfachstruktur aufgebaut ist.
Dabei wird das Prinzip der Einfachstruktur innerhalb jeder

Teilmatrix mGp als auch zwischen allen q Anordnungen mGp
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zugrunde gelegt. Die geforderte Restriktion entspricht einer
Invertierung der Kriterien der Diagonalisierungsverfahren,
die im vorangegangenen Abschnitt angesprochen wurden. Wih-
rend in den ALS-Verfahren zur Diagonalisierung einer Kernma-
trix identische Strukturen in jeder der q Lagen von mqu
angestrebt werden, fiihrt die Anwendung des Thurstoneschen

Prinzips zu Teilmatrizen G_, die zwischen den q Lagen keine

m
gemeinsamen hohen Werte aufweisen. Hierdurch werden multiple
Interaktionen der Faktoren eliminiert, so daB jeweils eine

einzige Kombination der Form g t wp hq ungleich null

mpq ~ ‘m
existiert. Ist diese Voraussetzung erfiillt, so stimmen die
Faktoren aus SUMMAX und dem Tuckerschen Modell bis auf eine
Multiplikation mit Skalaren iiberein:
g -1/2
A A AA

wi

= B AB-I/Z und

= -1/2
C C AC

Die Skalare sind in diesem Fall mit den Varianzaufkldrungen
der SUMMAX-Faktoren identisch, und die Gewichtung der SUM-
MAX-Kernmatrix entsprechend dem Tuckerschen Vorgehen erzeugt
die Tuckerschen Kernrelationen:

= 1/2 1/2
mqu AA mqu (AB X Ac) .
Die Reskalierung der SUMMAX-Konfiguration iiberfiihrt die
Kern- und Faktormatrizen bereits in das Tuckersche Modell,
so daB eine zusdtzliche Analyse der SUMMAX-Kernmatrix ent-
fallt.

5.3. Die Rekonstruktion der dreimodalen Modelle aus SUMMAX:
Obwohl sich die trilinearen und quadrilinearen Modelle in

ihren Eigenschaften grundlegend unterscheiden, existieren
allgemeine  Zusammenhidnge zwischen beiden Modellklassen.
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Dabei kann die Verbindung zwischen den verschiedenen dreimo-
dalen Verfahren durch das SUMMAX-Modell hergestellt werden
unter Betrachtung von drei Transformationen: Reskalierungen,
Permutationen und orthogonale Rotationen. Innerhalb der
trilinearen Klasse wurde gezeigt, daB das CANDECOMP/PARAFAC-
Modell zu Konfiguratiomen fithrt, die aus der trilinearen
Zerlegung nach SUMMAX rekonstruierbar sind. Werden die
Grunddimensionen nach SUMMAX entsprechend dem CANDECOMP/PA-
RAFAC-Rationale reskaliert, bzw. werden die Bezugsachsen
permutiert, so resultieren identische LOsungen. Aus dieser
direkten Aquivalenz der trilinearen Verfahren folgt dariiber
hinaus, daB auch das INDSCAL- und IDIOSCAL-Modell aus der
SUMMAX-Grundgleichung zur multidimensionalen Skalierung in-
dividueller Differenzen ableitbar ist. Der Ubergang zu den
quadrilinearen Modellen erfolgt aufgrund der Hauptachsen-
transformation der trilinearen Konfigurationen und der zu-
geordneten Definition der Kernmatrix. In der Hauptachsenform
der extrahierten Faktortripel sind sowohl die grundsdtzlich
anderen Eigenschaften der quadrilinearen Modelle als auch
die Verbindungen zum Tuckerschen Modell begriindet. Wird die
quadrilineare SUMMAX-Konfiguration in jedem Modus orthogonal
rotiert, so ergibt sich das Tuckersche Modell, wobei die
zugeordneten Transformationsmatrizen eindeutig bestimmt sind
und aus der SUMMAX-Kernmatrix direkt abgeleitet werden Kkon-
nen. Allerdings muB der Ubergang von den trilinearen Verfah-
ren zum Tuckerschen Ansatz iiber das SUMMAX-Modell vollzogen
werden. Durch die feste Skalierung der Faktoremn auf Ein-
heitsldnge in jeweils zwei Modi gestattet CANDECOMP/PARAFAC
keinen analogen RiickschluB; wie in Abschnitt 5.2.1. gezeigt
wurde, ist nach Durchfiihrung der Hauptachsentransformation
eine Gewichtung der Kernmatrix in Form von
4,26 (ay xa)?

notwendig zur Ableitung des Tuckerschen Modells. Diese spe-
zielle Gewichtung kann aber nicht erreicht werden, wenn
bereits vor der Rotation auf Hauptkomponenten die Varianz-
aufkldrungen in 2zwei Modi normiert wurden. Daher kann im
allgemeinen Fall nicht von der skalierten CANDECOMP/PARAFAC-
Konfiguration auf das Tuckersche Modell geschlossen werden.
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Abbildung 7.1: Schematische Darstellung des Bezuges von SUM-

MAX zu dem Tuckerschen Modell, CANDECOMP/PA-
RAFAC, INDSCAL UND IDIOSCAL



124

Nach den Ergebnissen des vorliegenden Abschnitts sind die
betrachteten Modelle der dreimodalen Faktorenanalyse durch
einfache Transformationen aus SUMMAX analytisch ableitbar;
aus der Kenntnis der SUMMAX-Konfiguration konnen die
Konfigurationen nach CANDECOMP/PRARFAC und dem Tuckerschen
Modell rekonstruiert werden. Zur Begriindung der modelltheo-
retischen Zusammenhinge wurden keine Bedingungen vorausge-
setzt, die zu einer wesentlichen Einschrédnkung der Aussagen
filhren. Auf der Datenebene wurde eine dreimodale Matrix
zugrunde gelegt, die nicht mit der Nullmatrix identisch ist
und die mehr als eine linear unabhdngige Teilmatrix Xy
enthdlt. Im Rahmen empirischer Datenanalysen ist die erste
Voraussetzung trivial erfiillt, und eine Verletzung der zwei-
ten Annahme impliziert einen Datenkdrper, dessen Faktoren
mittels klassischer zweimodaler Verfahren extrahierbar sind.
Beziiglich der Modelle wurde vorausgesetzt, dafl die CANDE-
COMP-Reprisentation X = [2,B,C] einen minimalen Rang r be-
sitzt mit r = Rang(X) und die Tuckerschen Faktormatrizen in
jedem Modus den Rang der korrespondierenden Skalarproduktma-
trizen aufweisen. Entsprechend der in Abschnitt 3 und 4
dargestellten Eigenschaften der Verfahren gewédhrleisten
beide Modelle, daB diese Annahmen bei geniigend hoher Anzahl
an Faktoren erfiillt sind. Da ferner den dreimodalen Konfigu-
rationen keine spezifischen Bedingungen unterlegt wurden,
sind die gezeigten modelltheoretischen Zusammenhinge allge-
mein giiltig. In Abschnitt 8 werden die diskutierten Beziige
exemplarisch an einem Datensatz aus dem Bereich der Farb-
wahrnehmung dargestellt.



6.

Anwendungen der Modelle der dreimo-
dalen Faktorenanalyse: Vorbemerkungen
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Der empirische Teil der vorliegenden Arbeit enthélt eine
Modelluntersuchung der betrachteten Modelle der dreimodalen
Faktorenanalyse und Multidimensionalen Skalierung indivi-
dueller Differenzen. Um einen Vergleich der Gemeinsamkeiten
oder Unterschiede der Verfahren im Rahmen empirischer Daten-
analysen zu ermdglichen, erschien es sinnvoll, Datensétze
aus Methodenexperimenten auszuwéhlen, deren Struktur bereits
bekannt ist und mithilfe anderer Verfahren analysiert wurde
(vgl. Orlik, 1967; Borg, 1981). In den folgenden Abschnitten
werden die Daten aus vier Untersuchungen analysiert, deren
zugrunde liegender Versuchsaufbau jeweils eine Vorhersage
der relevanten faktorenanalytischen Befunde gestattet. Dabei
fiilhrten die zugeordneten experimentellen Bedingungen zu
deutlichen Unterschieden in den Beziehungen der korrespon-
dierenden Stimuli, Personen und Variablen. Die Hypothesen,
die aus den Konfigurationen der verschiedenen Verfahren
resultieren, werden hinsichtlich der Reproduktion der be-
kannten Struktureigenschaften der Daten diskutiert.

Ein wesentlicher Unterschied zwischen den modelltheoreti-
schen Betrachtungen und Anwendungen der Verfahren im Rahmen
empirischer Datenanalysen ist bedingt durch die Konvergenz-
eigenschaften der Algorithmen. Wie in Abschnitt 3 ausgefiihrt
wurde, enthilt CANDECOMP/PARAFAC, der ALS-Ansatz von
Kroonenberg und De Leeuw und SUMMAX jeweils eine Parameter-
funktion, deren globales Optimum iterativ zu bestimmen ist.
Dabei ist jedoch eine Konvergenz in ein lokales Maximum bzw.
Minimum nicht ausgeschlossen, und fiir eine spezifische
Losung ist daher nicht gesichert, daB sie den geforderten
Kriterien eines Verfahrens auch entspricht. Im Rahmen der
"Alternating-Least-Squares''-Ansétze ist ferner die a priori
zu bestimmende Dimensionalitdt kritisch; Konfigurationen
unterschiedlicher Dimensionalitét kénnen erhebliche Unter-
schiede in den Faktorladungen aufweisen und zu divergieren-
den Strukturhypothesen fiihren. Auch unabhéngig von den Ei-
genschaften der Algorithmen implizieren die engen algebra-
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