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CHAPITRE I - INTRODUCTION

L'objectif de ce travail est d'étendre 1'Analyse en Composantes Principales
a 1'étude des tableaux & n entrées. Plusieurs travaux ont été publiés dans
ce sens. Ils ont traité le sujet du point de vue de la factorisation d'une
matrice multi-dimensionnelle. Nous considérons les données comme définissant
une forme n-Tinéaire que nous essayons d'approcher par une forme n-linéaire
de rang plus petit. Cette approche nous permet d'introduire des métriques
autres que Ta métrique unité et d'obtenir des interprétatiorssimples des
représentations graphiques et des résultats obtenus.

Ce premier chapitre introductif précise la portée de notre &tude, le
situe par rapport aux travaux publiés sur le sujet et met en place quelques

notations préliminaires employées dans la suite.

On définit tout d'abord les concepts de n-hypercube de données et de
matrice multidimensionnelle et 1'on introduit la notion de représentation
matricielle d'un n-hypercube de données. On précise ensuite la significa-
tion de ce que nous appelons n-Analyse en Composantes Principales, et
finalement on décrit d'une maniére trés succinte le contenu des chapitres
de cette thése.

1.1 - PREMIERES DEFINITIONS

1.1.1 - Définition de n-hypercube de données

Soit n un entier supérieur ou égal & 1. On note [n] 1'ensemble des n
premiers entiers positifs. Lorsqu'il n'y a pas possibilité de confusion
on pourra écrire n d la place de [n].

Soient {pi}i . p une famille de n entiers positifs et P = {[pﬁ]}i e 1

la famille des ensembles non vides [p;] associée a la famille Ipildy e B
Notons C le produit cartésien des éléments de P :



n
C=(pql x [polxeexlppd = X Ipgl =+
le cardinal de C est :
n
card(C) = T p, =:p

On appelle n-hypercube de données associé & la famille {pi}i . toute

application x de C dans R

;(IC > R
(11,12,...,1n) - x(11,12,...,in) =% X

iliz...in'

Puisque en aénéral on n'exige pas pour tous iet J que pj soit égal a P;

i1 serait plus exact de parler d'hyper-parallélépipéde de données, néanmoins
cette imprécision ne conduisant pas a des ambigiiités on préfére par simpli-
citéd utiliser le mot cube. De méme on utilise indistinctement les mots

cube et hypercube lorsqu'il n'y a pas de confusion possible.

La matrice réelle n-dimensionnelle de terme générique

. —e
M

S—

o 6
N
m

[pl]
[p2]

% € [pn]

est, elle aussi,appelée n-hypercube de données.
On dit que le cube de données x est constitué de n modes, le i-éme mode

ayant D. éléments.

Exemple : Un 3-cube de notes :

Dix individus participent & chacune des 5 épreuves d'une compétition,
chaque participation est notée par 4 juges. La fonction qui & tout triplet
formé par un individu, une épreuve et un juge assigne la note correspondante
est un 3-cube de données. Le premier mode de ce cube est constitué par les



10 individus ; le deuxiéme par les 5 épreuves et le troisiéme par les

4 juges. Si i e [10], J e [5], gt k « [4] alors Xij Qésigne la note

eme éme éeme

attribuée par le k Juge au i individu dans le J épreuve.

1.1.2 - Représentations d'un n-hypercube

Soit A un ensemble fini non vide de cardinal n et soit 0 une relation

d'ordre total sur A. Si i< [n] on désigne paro (i) le iéme élément de

A selon 1'ordreo. Si a est le i*™® s1ément de 1'ensemble A selon 1'ordre
0 , c'est-a-dire sio (i) = a, on écrit ‘§l(a) = i ou bien pos(a) = 1.

pos(a) indique le rang de 1'é@lément a dans 1'ensemble ordonné A.

Soient y et C définis au paragraphe précédent, et o une relation
d'ordre totale sur C. On dit que le n-uple ordonné.

constitue la 0-représentation du cube de données .

I1 est clair qu'a chaque relation d'ordre O définie sur C correspond une
seule représentation de y. Deux relations d'ordre sur C sont privilégiées
dans ce travail pour représenter un cube de données : 1'ordre lexicogra-
phique et 1'ordre o-Texicographique :

Soient ¢ = (11,12,...,in) et ¢' = (jl,jz,...,jn) deux éléments de C. Si
pour tout k € [n] 1k = jk onac=c'. S ceci n'est pas Te cas il existe

un unique k ¢ [n] tel que

(1k # Jk) et (kl < k => 1kx = Jkn)

alors si 1k < jk on pose ¢ < ¢' sinon c' < c.

On montre que la relation < ainsi construite est une relation d'ordre total
sur 1'ensemble C, appelée ordre lexicographique.

Les éléments de C ordonnés lexicographiquement sont :

(Telsomssl) & LsTsenns] = [Lalsvne sB) Sess 4(Lplyanch]
& (lallyees 3Bl < wus® (P sPos <3 o aBp s
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cet ordre est caractérisé par le fait qu'une composante varie d'autant
plus vite qu'elle est placée plus a droite du n-uple.
La <-représentation du cube x est alors :

(X X s X 3o o 3X X 3 003X 909X
1l:0.17%01 . .52, .. 3 ll...Pn 11...21 ll...an Plpz...Dr\

]/

Soit o une permutation de 1'ensemble [n] = {1,2,..., n}. o est une
bijection de [n] dans [n], qui permet de définir sur C la relation d'ordre
< suivante :

Soient ¢ = (11,12,...,1n) et ¢c' = (JI,JZ,...,J
si c #c' il existe un unique k ¢ [n] tel que

n) deux éléments de C ;

poo
v

Uy # o) 8 (k< k= gy = g iy

.. . : ,
alors si 10(k) < Jj(k) on pose ¢ <_ ¢’ ; et on pose ¢ <, € dans le cas
contraire.

On montre qu'en effet o est une relation d'ordre sur C et on 1'appelle

1'ordre o-lexicographique. La représentation de y selon 1'ordre <_est appelée

9]

la o-représentation de y.

Exemple : Soient n=3, p1=3, P2, F§=2- On définit le 3-cube de données
par :
x ¢ 11,2,3} x {1,2} x{1,2} > R

(3,1,2) >X31p = 10
(2s28yd) Xoon = 8
(2,1,1) X017 = 9
(25241 ) Xpn1 = 7
(1,2,1) X191 = 3
(1s141) X111 = L
(3252} X300 = 12
(3,2,1) Xqp1 = 11
(Syksl] X317 = @
(2,1,2) Xo1p = 8
(1s2s2) X1p9 = 4
(1,1,2) X115 = /2



La représentation de x selon 1'ordre lexicographique est :
(1,¥2,35%,5:6457:58,9:10,11,12).
Si o est la permutation o(é f g) les éléments de C écrits par ordre

croissant sont :

(Talsl)s (1:250) 5 [2sksl)s (2525105 (3sdsl)s (3s25l)s (Lelel)s (122},
(2,1,2), (2,2,2), (3,1,2), (3,2,2) ; et la o-représentation du cube x est
(1,3,5,7,9,11, v/2,4,6,8,10,12) ; dans cette représentation 1'indice qui
varie le plus vite est ledeuxiéme et le troisiéme est le plus lent.

1.1.3 -Représentation matricielle d'un n-hypercube de données.

Soit A un ensemble de cardinal supérieur a 2. On appelle bi-partition de
A toute partition de A en deux classes. Si 1'on dote chacune de ces deux
classes d'un ordre total on parle de bipartition ordonnée.

Toute bipartition ordonnée de [n] permet de définir une permutation sur
cet ensemble : soitns= {nl,nz} une bipartition ordonnée de [n]. Notons
n = card(nlj et n, = card(nz). Evidemment :

N+, =n ;3 npn N, = 0 ; ngun, = [n].

Soient 01 et 0o les ordres définis sur N1 et No respectivement. On définit

la permutation o par :

1 2 wna Mg s W 1 2 asy M ni+l v AN
(o(1) o(2) o(ni) s(n)’

et on dit que o est la permutation associée a n.
Réciproquement la donnée d'une permutation o de [n] et d'un entier Ny

(1 < ny < n) permet de définir uneunique bipartition ordonnée de [n].
L'entier ny sert d "couper" la permutation.



Soient alors y un cube de données associé a la famille {Di} » N une

ien
bipartition ordonnée de [n] et o la permutation associée d n . Soient C1 et

C2 les produits cartésiens des familles {[pc(i)]}i . [nl] et {[pq(n1+i)]f in[nz]

respectivement et considérons C1 et C2 ordonnés lexicographiquement. Soient

j j i .Eme 574
(qg(l), JU(Z),-.-,JO(HI)) le i el;zent de Cl et
(Jo(n1+1)’ J'g(n1+2)’---’ig(n>) le = élément de C, c'est-a-dire

pOS((jg(l), jG(Z)".',jU(nl))) = 1

pos((jo(n1+l>""’jc(n))) = J.

Définition :

La matrice (tableau croisé) ; de terme générique
n
&k A T
est dite la représentation matricielle du cube ¥ correspondant a la biparti-
tion ordonnée n . On dit aussi que X est la n-représentation matricielle

dex
n nl 1
Le nombre de lignes de X est : T Py(qy = P
i=l  °
"2 2
et le nombre de colonnes : O Ps(n1+i)=: p
i=1
5 1 2
alors X e MR (p sp ).

n

La matrice X}est formée d'autant de Tignes qu'il y a d'éléments dans
1'ensemble Cl’ car elle associe une Tigne a chaque nl-upTe d'éléments appar-
tenant aux modes T({), 7(2),...,3(n1) de Ta premiére classe " de la bipar-
tition n . De méme X a autant de colonnes qu'il y a d'éléments dans le
produit cartésien C2 puisqu'elle associe une colonne a chaque nz-upie

d'éléments des modes =(n,+1), s(ny+2),...,5(n) correspondants a la deuxiéme
\ 1 / 1 / / '

\

~ r’
5 (
classe de la bipartition »n . La matrice X est donc un tableau de réels ou




1'on croise d'une part le croisement des modes (1), 3(2),...,g(n1)
so(n). ETle est inter-

avec d'autre part le croisement des modes a(n1+1),...
prétée dans la suite comme une matrice dont 1'indice de ligne parcourt par
ordre lexicographique 1'ensemble Cl et 1'indice de colonne 1'ensemble C2.
Un n-hypercube de données peut avoir (n-1)n! représentations matricielles
associées a des bipartitions ordonnées. n! étant le nombre de permutations
et (n-1) le nombre defacons différentes de couper une permutation de [n].

Exemple : Si n=3 on peut donner la représentation graphique suivante du

cube 1’?'7,
@
P
by
| |
L], | mode 2
, '
A=t =+ = Figaly fs k.
// /,
yid 4
L —
é )
2
) B

On indique 1'élément 11 du premier mode sur 1'axe x, 1'élément 12 du
deuxiéme mode sur 1'axe y et 1'élément i3 du troisiéme mode sur 1'axe z.
Alors, Te 3-cube de données de 1'exemple précédent peut se représenter par :




Sin=({3,1},{2}} la n-représentation matricielle de x est la matrice
formée en écrivant les sections horizontales les unes au dessous des autres :

12
(r,1) | 1 3
(2,1) | vZ ¢
(1,2) | 5 7
(2,2) | 6 8
(1,3) | 9 11
(2,3) | 10 12

Notons que si n = ({2}, {3,1}} 1a n-représentation matricielle de y est
la matrice transposée de la précédente. La représentation correspondante
é 0 = {{3}3 {1a2}} est :

(1,1) (1,2)  (2,1) (2,2) (3,1) (3:2]
1 3 5 7 9 11
/2 4 6 8 10 12

1
!
.
I

|

qui consiste & écrire en ligne les sections frontales développées ligne
par ligne.

De fagon conventionnelle on considére que la n-représentation matricielle
du cube x exprime en ligne les coordonnées des "individus" de C1 dans 1'espace
des "variables" de C2. [1 est clair que 1'on peut construire un nombre
trés élevé de matrices 4 partir d'un cube de données. La plupart d'entre
elles sont probablement dépourvues de signification, cependant les matrices
construites a partir des bipartitions ordonnées, par contre, nous renseignent
sur le comportement d'un mode (ou d'un croisement de modes) par rapport au
croisement des modes restants. Bien que ces matrices ne contiennent pas
toute 1'information portée par le cube x car elles ne respectent pas la
structure initiale, du fait de Jeur interprétation simple on est amené 3

les utiliser lors de 1'analyse d'un n-hypercube de données.




1.2 - LA GENERALISATION DU MODELE TUCKER 3

En 1966 L.R. Tucker proposa parmi d'autres problémes la décomposition
algébrique d'un 3-cube de données. Le probléme traité est le suivant :

Etant donné le 3-cube x associé a la famille {pi}i , trouver :

e [3]

- une famille Qs

i .3 00 Yie 31 gy =g

- un 3-cube h associé a la famille {qi} ; et

- trois matrices Ui (i e [31) & colonnes orthonormées tels que pour tout

g g 9 2 3

IO S AR R H S
R £ B S A R I 2

Jp=l Jp=l 3=l

(1)

-k p . .em
ou uij représente le reéel en i -

Cette décomposition est toujours réalisable et elle est analogue de la décom-

position spectrale d'une matrice. Tucker montre qu'une solution & ce probléme

ligne et jéme colonne de Uk'

peut étre obtenue en réalisant les analyses en composantes principales

(avec des métriques unité) de trois représentations matricielles particu-
liéres du cube de données y . Lorsque la famille {95} est une donnée du

, probléme on ne peut plus garantir 1'existence d'une décomposition de x selon
1'expression (1). I1 s'agit alors de chercher la meilleure décomposition
approchée possible au sens des moindres carrés, et donc de construire

- un 3-cube h associé a la famille donnée {qi}i , et

e [31]
- les 3 matrices Ui (i € [31) & colonnes orthonormées tels que la quantiteé

Py Py P 9 9% 9 '
Dooe D 0Giato3 a3 Mg Mgty )’
A1 T N RN NS B B P I S AR EFLE

J1 Jo J3=

(2)

soit aussi petite que possible.
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Le modéle défini par ce probléme est appelé TUCKER3. On montre qu'il
est équivalent 3 1'optimisation de :

min 1X-(Y, 8 UM, || 2
Uy U, .U H 2”3
| R At
o X est la représentation matricielle de x correspondante a la bipartition
ordonnée n = {{2,3},{1}}; © dénote le produit de Kroonecker de deux

£ (a;.:)2.

matrices, et |[/A = 2 (8

-

Tucker propose une solution approchée de ce probléme obtenue par

"coupure" de la solution du probléme de décomposition du 3-cube de données
IT montre qu'en général cette solution n'est pas optimale au sens des
moindres carrés.

En 1980 Pieter M. Kroonenberq et Jean de Leeuw présentérent un algori-
thme itératif nommé TUCKALS3 permettant de construire un quadruple
(Ul’ U2’ U3,H) solution du modéle TUCKER3 ; 1'algorithme est initialise
d 1'aide de 1'approximation proposée par Tucker. Ils proposent des repré-
sentations graphiques pour les trois modes et donnent des régles d'inter-
prétation des matrices Ul’ UZ’ U3 ainsi comme du cube de données h.

J.L. Lastovicka discute en 1981 une extension directe du modéle TUCKER?
pour le cas des données a quatre dimensions et propose une solution appro-
ximative équivalente & celle proposée par Tucker pour le modéle TUCKER3.
En 1984 A. Kapteyn, H. Neudecker et T. Wansbeek &tendent le modéle i un
nombre arbitraire de modes. On appelle TUCKERN ce modéle général et
TUCKALSN son algorithme pour construire une solution car ils constituent
une extension du travail de Kroonenberg et de Leeuw au cas de plus de 3
dimensions. L'utilisation du langage tensoriel permet a Kapteyn et al.
d'écrire le modéle et ses résultats d'une forme particuliérement simple.
[Ts montrent que le modéle n-dimensionnel est équivalent & la recherche
d'une matrice U pouvant s'écrire U = U, 8U,86...8 U, et d'un vecteur h
tels que le produit Uh soit aussi proche que possible du vecteur de données

X. 11 s'agit donc d'obtenir Te minimum :

min x-Uh' <
U,h

X
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Notre travail, entrepris en 1983, part du travail de Kroonenberg et de
Leeuw sur le modé&le TUCKER3. Nous construisons aussi une généralisation de
ce modéle et 1'algorithme que nous proposons est une généralisation de
1'algorithme TUCKAL3 de ces deux auteurs. Nous présentons cependant une
approche différente a notre avis plus générale que celle de Kapteyn,
Neudecker et Wansbeek. Naturellement on retrouve Teurs résultats et notre
notation rejoint en grande partie les notations qu'ils utilisent.

La premiére voie de généralisation qui consiste en 1'extension du modéle
a n modes est réalisée en considérant le n-hypercube de données y associé
a la famille {Piiy . p comme le jeu des coordonnées d'une forme n-linéaire
X appartenant & 1'espace vectoriel EF =: Ln(El x E2 X L. 0X En ; R) des
formes n-linéaires sur E1 x E2 K\ pak En ol, chaque Ei est un espace vectoriel
réel de dimension ;. L'espace E* est muni de la métrique unité. Nous défi-
nissons le concept de rang d'une forme n-linéaire et nous appelons r le
sous-ensemble de E¥ constitué par les formes n-Tinéaires de rang donné
iqi}i g Nous posons alors le probléme de la recherche d'un &lément R de
meilleure approximation de x au sens de la métrique unité. I1 s'agit

donc de trouver X optimisant :

min x-y|| 2 (3)

Nous montrons que si y «r alors y appartient a un sous-espace de E* construit
d partir de n espaces F; 5 chague Fj sous-espace du correspondant Ei' Ce
sous-espace de E* qu 'on note <{F1}> est isomorphe au produit tensoriel

F* = FI 9 F; 8...9 F;. L'expression (3) est donc équivalente & la recherche
de n espaces F; qui réalisent le :
. T § !2
min I|X'Pr0J<{F‘_}>(X)II (4)
S ——- i
1272 n

ol bien a la recherche de n matrices Ui a P; lignes et 9; colonnes (colonnes
orthonormées) qui optimisent les quantités :

min Ix-( 8 UTuOxlZs o omin o xe
i=1 u

Ul’UZ""’Un i 10

n 20>
s

uphliz. (s)

i=1



On montre que les sous-espaces vectoriels Fi sont engendrés par Tles

vecteurs définis par les colonnes des matrices Ui et que quand n=3 Tles
problémes définis par (3), (4) et (5) coincident avec celui défini par
(2). Le modéle défini par (3) est donc une généralisation de TUCKER3. I1
coTncide aussi avec la généralisation de TUCKER3 proposé par Kapteyn,
Neudecker et Wansbeek. Lorsque n=2 nous montrons qu'il rejoint 1'Analyse
en Composantes Principales du tableau X dans des métriques unité. En par-
ticulier X = Proj<{F.}>(x) coincide avec la matrice X obtenue & 1'aide de
la "formule de reconstitution" de 1'ACP.

Une deuxiéme voie de généralisation consiste & introduire une métrique
différente de 1a métrique unité sur 1'espace E* des formes n-linéaires.

-

Cette métrique est construite & partir des métriques définies sur chacun

des @odes de 1'hypercube de données : nous considérons que les P; éléments

du i*™® mode du cube, qu'on appelle é&léments réels du s mode, consti-
tuent une base ' de l'espacg vectoriel Ei qu'on munit d'un produit scalaire
de matrice Mi dans la base 2'. A partir des Ei on construit une base £ de
1'espace E = EI ® E; 8 ... 0 E; des formes n-linéaires sur E1 x E2 B, 5 En.
Nous dotons cet espace vectoriel d'une métrique dont la matrice dans la

base £ est N =_§ M}l. Nous considérons & nouveau 1'hypercube de données
¥ comme le jeu ééé coordonnées dans la base £ d'une forme x de E*, et nous
cherchons la forme n-linéaire x de rang {qi}ien la plus proche de x au

sens de la métrique N. Appelons :

9(y) = lIx-yll* (6)

i1 s'agit donc de minimiser la fonction g sur 1'ensemble r des formes

n-linéaires de rang {qi}ien g

- - 2
min g(y) = min [|x-yi. (7)
yeT yeT

Par analogie au cas précédent nous montrons que ce probléme d'optimisation
est équivalent & la recherche de n sous-espaces Fi de Ei qui réalisent
T'optimum de



ol Bl

Min ﬁx-N.Proj,AF

FI’FZ""’Fn I

ROl (8)

ou <{F1;> est un sous-espace vectoriel de E* construit i partir des F

et N.Proj@F .. est le projecteur N- orthogonal sur ce sous- espace ;
L 1' J

ou bien, de facon équivalente, & la recherche de n matrices U ,» a colonnes
M. -orthonormees, et d'un vecteur h tels que la quantité

Ix-( 8 MUl 2 (9)

S0it minimisée.

>

L'utilisation d'une métrique du type N = @ Ni sur £F répond a deux

objectifs fondamentaux : i=1

1- Elle permet de passer des expressions (7) et (8) & 1'expression (9)
qui peut étre résolue grice i une généralisation directe de 1'algorithme
TUCKALS3de Kroonenberg et de Leeuw au cas n dimensionnel.

2- Elle permet des interprétations simples des matrices Uj et h, des espaces F
et de la forme n-Tinéaire x que nous obtenons lors de 1a reso]ut1on des
problémes (7), (8) et (9). Ces interprétations sont fondées sur le fait
que le vecteur h définit une forme n-Tinéaire h sur F1 X F2 X ...x F3
telle que si (al,az,...,an) € E1 x E2 X maa N En alors

-

x(al,az,...,an) = h(Pl(al), PZ(aZ)""’Pn(an>) (10)
ou Pi est le projecteur Mi-orthogonal sur le sous-espace Fi de Ei'

Puisque X et h coincident sur F1 x F2 XX Fn il résulte que X est une

extension de h & E1 x E2 QR En. En reprenant la dénomination classique
nous appelons "&lément idéal" du mode k chacun des vecteurs de la base Mk-
orthonormée de Fk définie par les colonnes de 1a matrice Uk L 'expression

(10) veut dire, alors,que la forme n-linéaire x est complétement déterminée
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par les valeurs prises par . h sur les n-uples d'éléments jdéaux des
différents modes. A 1'aide des &léments idéaux on construit une base du
sous-espace <{F }> qui est de dimension 9y X Gy X ... X 9 Puisque x,
solution du mode]e TUCKERN, appartient & cet espace il est donc possible

de Te repérer avec 9y X Gy x ... X a9, coordonnées seulement : le changement
de base approprié permet donc de condenser les coordonnées de x en un cube

de dimensions réduites : ql,qz,...,qn au lijeu de Py> p2,...,pn.

Evidemment lorsque la métrique affectée 3 chaque espace vectoriel E
est la métrique unité Ta matrice N devient la matrice identité et le
modéle posé par 1'expression (7) permet de retrouver celui posé par (3).
Dés Tors le modéle posé par (7) est une généralisation du modéle TUCKERN
de Kapteyn, Neudecker et Wansbeek et du modéle TUCKER3 de L.R. Tucker,
dont 1'Analyse en Composante Principales (avec des métriques unité) est un
cas particulier.

On adopte alors la définition suivante :

Soitx un hypercube de données de dimensions zPi - {N1 jon une famille
de n matrices symétriques définies positives d' ordres respect fs p ,

et {q1 jen une famille d'entiers positifs tels que q; < Pj. Faire 1a n-ACP
du couple (, 8 N, ) consiste a résoudre le probléme defini par 1]'expression

(7)  (ou ses équiva]ents).

La possibilité de doter les espaces E des métriques M et donc 1'espace
E* de 1a métrique N, donne 3 la n-ACP une souplesse et une capacité d'adap-
tation aux données dont ne disposent pas, en général, les différentes
techniques d'analyse des données multidimensionnelles. L'utilisation des
métriques identités conduit ces méthodes a fournir dans la plupart des
cas des résultats fort semblables. De la méme fagon que le choix d'une
métrique particuliére transforme 1'Analyse en Composantes Principales
en analyse des correspondances le choix des différentes métriques
peut transformer de facon radicale les résultats de la n-ACP ot donc Teurs
interprétations. Le choix des métriques devient alors fondamental Tors de

1'utilisation de la n-ACP pour 1'étude d'un hypercube de données déterminé.
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La généralisation du modéle de Tucker que nous présentons consiste
donc 3 :

1- Etendre le modéle & n dimensions
2- Introduire des métriques autres que la métrique unité.

Si la N-distance entre x et % est petite on dit que la qualité de 1la
représentation globale de x par X est bonne. Puisque X est la projection
de x sur le sous-espace<{F1}> on mesure leur proximité par le cosinus
de T'angle formé par ces deux vecteurs.

I1 est clair qu'a chaque élément d'un mode correspond une section du
cube x et la section homologue du cube ¢. On mesure la qualité de la repré-
sentation d'un élément d'un mode par le degré de précision avec lequel
la forme n-linéaire "calculée" X reproduit Ta section correspondante du
Cube des données y. Cette précision est aussi mesurée en termes d'un
cosinus ; il s'agit du cosinus de 1'angle entre le vecteur des "scores"
réels et le vecteur des "scores" predits correspondants a cet é&lément.

La n-ACP considére 1'information contenue dans 1'hypercube de données
X comme un tout, son but est de construire un autre cube de données 2
provenant d'une forme n-linéaire h de rang prédéterminé fq } en aussi
proche que possible de y. Le fait que 1'on puisse condenser 1e cube g,
de dimensions fp }s dans un autre de dimensions plus petites, {q }s peut
faciliter 1 ana]yse des relations entre les &léments des divers modes du

cube.

Une autre possibilité d'analyser 1'information contenue dans 1'hyper-
cube de données x consiste 3 réorganiser ses entrées afin d'obtenir des
tableaux qu'on soumet ensuite & des analyses bi-dimensionnelles. Ainsi
par exemple si n est une bipartition ordonnée de [n] on peut construire
la n-représentation matricielle de X, le tableau Q » et lui appliquer
des différentes techniques. Si § est proche de x 11 peut étre alors
Justifié d'analyser une représentation matricielle de ¢ et de considérer
que Tes conclusions que 1'cn tire de cette analyse sont aussi applicables
d 1'analyse de la représentation matricielle correspondante de y. Nous
montrons que quand i1 s'agit de 1'ACP cette opération est justifiée par
le fait qu'une fois réalisée la n-ACP de x 1'analyse en composantes princi-
pales de n'importe quelle n-représentation matricielle de  peut étre
obtenue d'une facon peu colteuse.
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1.3 - BREVE DESCRIPTION PAR CHAPITRE

Le chapitre II, qui est aussi unchapitre introductif, montre que
1'Analyse en Composantes Principales traditionnelle est une n-ACP particu-
1iére (n=2). Ce chapitre met en place les notations et présente des résul-
tats fondamentaux qui sont utilisés dans la suite de ce travail.

Au chapitre III on établit le modéle général de la n-ACP et nous présen-
tons un algorithme itératif qui construit une solution du modéle ; nous
1'appelons aussi TUCKALSN car il est une généralisation de TUCKALS3 a
n modes munis des métriques générales. Ce chapitre discute la convergence
et la pertinence de 1'algorithme. En termes généraux on suit la démarche
de Kroonenberg et de Leuw, mais nos démonstrations sont plus détaillées.
Nous montrons avec précision la portée de 1'algorithme TUCKALSN qui

conduit presque toujours & un point stationnaire non max imum, de la fonction

g sur 1'ensemble r (cf. 6).

Au chapitre IV nous introduisons le concept de matrice des n-composantes
principales d'un n-hypercube de données de facon a ce que les composantes
principales d'une ACP soient un cas particulier. On fait une synthése des
propriétés essentielles d'optimalité des composantes principales d'une ACP
traditionnelle et on montre que certaines de ces propriétés admettent des
versions généralisées qui sont aussi vérifiées par les ,-composantes prin-
cipales issues de la n-ACP d'un cube de données.

La premiére partie du chapitre V est consacrée a 1'interprétation des
produits directs de la n-ACP ; & savoir, les n matrices Ui (Mi-orthonormées),
le cube central h et aussi les matrices des n-composantes principales.

Dans cette interprétation le concept d'élément idéal d'un mode joue un rodle
prépondérant. Nous construisons des représentations graphiques des éléments

réels et idéaux de tous les modes et on discute de leurs qualités et de

leurs contributions. Dans une deuxiéme partie nous montrons comment réaliser

d moindres frais 1'analyse en composantes nrincinales de n'importe quelle
nFreprésentation matricielle du cube ¢ . Si la qualité de 1a représen-

tation de la n-ACP est proche de 1, cette ACP doit &tre considérée comme une bonne
approximation de 1'ACP de la n-représentation matricielle du cube de données

«. Ces ACP nous permettent en plus de montrer que, sous certaines conditions,

les représentations graphiques décrites dans 1la premiére partie vérifient

des propriétés d'optimalité.
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CHAPITR

m

IT ¢ UNE INTERPRETATION DE L"ACP COMME UNE PROJECTION

* *

DANS E 8 F

L'objectif de ce chapitre est double : d'une part préciser des notations
et des concepts qui seront utilisés tout au long de ce travail et d'autre
part, présenter un cas particulier du probléme traité au chapitre III.

On ne considére ici que des hypercubes de dimension 2, c'est-a-dire,

des tableaux de données.

On considére que le tableau de données X définit les coordonnées d'un
élément x de 1'espace tensoriel E* & F™, 1'espace des formes bilinéaires

sur £ x F.

On définit un sous-ensemble de £ @ F* dont les &léments vérifient une
condition de rang, et on recherche dans ce sous-ensemble de 1'espace
euclidien (E* 9 F*,2) la forme X la plus proche de x.

On peut montrer de facon directe que dans le cas particulier d'un tableau,
le probléme ainsi posé admet au moins une solution et que 1'on peut en
obtenir une d partir de 1'Analyse en Composantes Principales (A.C.P.) de X.
On préfére cependant faire un détour de facon & préparer la méthode que
1'on utilisera dans le cas général, ol 1'A.C.P. de X n'est pas suffisante
pour trouver une solution du probléme. Le détour consiste d construire
un systéme d'équations linéaires qu'une solution du probléme doit obliga-
toirement satisfaire. Au chapitre III on présente un algorithme itératif
de construction d'une solution générale du systéme. Dans le présent chapitre
on montre qu'une solution du systéme est fournie par 1'A.C.P. du tableau
X et que cette ACP de X nous fournit aussi une solution de notre probléme

d 'approximation.

Avant de définir avec précision notre probléme on présente quelques
notations et on rappelle quelgues résultats bien connus sur les vecteurs
et valeurs propres d'une matrice carrée, auxquels nous feront souvent

référence par la suite.

T
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2.1 - NOTATIONS ET LEMMES

a)

On note an(m,n) 1'ensemble des matrices réelles a m lignes et n
colonnes.

S et S; dénotent Tes sous-ensembles de R (m,m) constitués par les
matrices symétriques et symétriques définies positives respectivement.

Soit P ¢ S; (on dit parfois de fagon abusive que P est une métrique).
On note 0E51'ensemb1e de matrices dont les colonnes sont P-orthonormées.

(r,s) | “apa =13,

P— 18
Os-{AeM .

r R

Soient E un espace vectoriel de dimension n, ¢ = (e1.)1.En une base

de E et A une matrice appartenant & an(n,n'). On note <A>E le
sous-espace de E engendré par les n' vecteurs dont les coordonnées

par rapport a la base £ de E sont définies par les colonnes de la
matrice A. S'il n'y a pas risque de confusion on écrit simplement <As.

Soit A s?ﬂR (n,n) une matrice dont Tes valeurs pronres sont toutes
réelles. Ecrites par ordre décroissant et avec leurs multiplicités
soient Ap 2 Ay ze.. 2 A ces valeurs propres. On dit que A oest la

n
M€ yaleur propre de A et on la note :

Soient M ¢ M}z(n,n) une matrice symétrique définie positive,
A < M}a(n,n) une matrice M-symétrique (c'est-a-dire telle que
MA =  Y(MA)) et q < n. On écrit :

AU = Ux
si A est la matrice des q premiéres valeurs propres de A &crites nar

ordre décroissant et U = an(n,q) 1a matrice dont les colonnes cons-
tituent Tes vecteurs propres M-normées correspondants de A. On vérifie




.19.

que tUMU = Iq, c'est & dire que U « qu.
On dit que U est la matrice des q premiers vecteurs propres de A.
(On rappelle que les valeurs propres d'une matrice M-symétrique sont

toutes réelles).

Soient A et B deux éléments de an(m,n), alors AtB et T ont Tes

mémes valeurs propres.

Soient A et M deux matrices symétriques d'ordre n. A semi définie
positive de rang r < n, et M définie positive. Alors, les valeurs
propres de AM sont positives ou nulles. Compte tenu de leur ordre
de multiplicité il y en a exactement n-r valeurs propres nulles,
et on peut construire une base M-orthonormée de R" 3 1'aide des
vecteurs propres de AM.

Soit A une matrice M-symétrique d'ordre n. Si les r premiéres

valeurs propres de A sont distinctes 1'expression
AU = Ux, o0 U ¢ Mﬂz(n,r) (1)

admet une solution unique. Si les r premiéres valeurs propres de A
ne sont pas toutes différentes (1) n'a pas une solution unique et
si V est une autre solution de (1) elle doit étre de la forme

V = US ol S est une matrice orthogonale d'ordre r (tSS = StS = Ir).

Soit A une matrice M-symétrique d'ordre n. Alors si r < n la

M

quantité tr(tUMAU) est maximisée dans O,y Par la matrice U « OM

= nr
qui vérifie 1'expression AU = UA.
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Le maximum vaut tr(A) ol A est la matrice diagonale des q premiéres
valeurs propres de A. Si B ¢ Oﬂr est telle que

tr(*8MAB) = tr(tUMAU) = tr(n)

alors B doit étre de la forme B = US ol S est une matrice orthogonale
d'ordre r. (La premiére partie de ce lemme peut étre déduite pres-
que immédiatement de [12;331] (proposition ii.3) ; la deuxiéme
découle de [11;675] (lemme 2.6)).

Sojent M « s: et Acs . Sirs<nalors:

a) La quantite tr(tUAU) est maximisée dans ogr par la matrice U = M_lv,

oG V est Ta matrice des r premiers vecteurs propres M"l-normées de
mL (c'est-a-dire que V vérifie 1'expression

1 1

AM™V = VA, qui est équivalente & AM™"MJ = MOx) (2)
M

b) Si B ¢ O

est telle que
tr(Y0AU) = tr(%BAB)

alors B doit &tre de la forme B = US od S est une matrice orthogonale

d'ordre r.
Démonstration
tr(tuAu) = tr(tummTam ) (3)
Appelons V la matrice V1= MU.
On remarque que V « Oﬂ; car si U « Ogr on a
tomly = v = fuwy = 1




'![

ned

Alors
* t e ] =
max  tr(UAU) = max, tr(fvtloaly) (4)
LY. A +
U,—‘.J' V»’fqld
Tnr nr

puisque AM-1 est Mnl-symétrique on sait par le lemme 4 que 1'optimum est
atteint par la matrice V solution de

1 1

AMTV = M7V,
Alors U = M-IV optimise la partie droite de (4).
La deuxiéme partie de cette proposition se déduit aussi de la deuxiéme

partie du lemme 4.

2.2 - L'ESPACE £* @ F* = Ly(E x F,R)

On commence ce paragraphe en précisant quelques concepts.
Soient E et F deux espaces vectoriels réels de dimensions respectives m et
n. On désigne par L,(E x F,R) 1'ensemble des formes bilinéaires sur E x F.

On note E° e dual de E et F* le dual de F. SiEg = (eﬁiem est une base

Fo= ' r* = (e%). 7= (Y)Y,
de E et 7 = (fj)jgn est unf Dase*de F, alors £ (e1)]€m et 7 (fJ)Jen
sont les bases duales de E” et F" respectivement.

On rappelle que e? est la forme Tinéaire sur E telle que :
e? t E > R
m . .
L aTei % 3
i=1
c'est-a-dire qu'elle fait correspondre & chaque a < E sa i*M® coordonnée

dans la base 7 de E. f} est défini de facon semblable.

On note souvent e' & la place de e: et £J a Ta place de fg.
SigeE etheF" onnote g @ h 1'application-de E x F dans R définie par :

g ;ﬁ.ﬂ‘%‘i’m



g@h:ExF->R
(a,b) -~ g(a)h(b)

Cette application appelée produit tensoriel de g et h est une forme
linéaire sur E x F : g ® h ¢ L2(E x F,R).

Les mn produits tensoriels des éléments ei de £° et fJ de 7 consti-
tuent une base de 1'espace vectoriel LZ(E x F,R). On la note e 7

*

i=l..m

*x i J
QF =(e 8Ff )J 1. n

&y

et 1'on considére qu'elle est ordonnée lexicographiquement en fonction des
indices i et j ; ainsi, e' ® fJ est le [(i-1)n+jléme élément de cette base.

Si he LZ(E x F,R), h s'écrit de facon unique de la forme :
n

m E .
h= 1 1 hij(e1@fJ) (6)
.i

ou les réels hij sont les coordonnées de h par rapport d la base z* 8 7~
de LZ(E x F,R).

.i

Si a = ? ae; etb=r: bej sont des vecteurs de E et F, i1
résulte de (6 ) que : J
h(a,b) = (£ = h,.(e' ® f)))(a,b) =1 T h,, e'(a) fI(b) =
. - 1) . 1]
1) LI
= £ zh,,abd
i M
En particulier h(ei,fj? = hyj- (7)

Ceci montre étant donné z* @ 7~ , que h est complétement déterminé par

les valeurs prises par h sur les mn éléments du produit Zx 7 qui constituent

0 _ *
en fait ses coordonnées dans la base 9 7 .
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L'espace ;Z(E < F,R) est le produit tensoriel des espaces E* et F

Ly(Ex F,R) =E" @ F",
L'application ¥ de E* @ F* sur 7(F*,E) qui associe 4 he E* @ F*

1'homomorphisme v (h) défini par :

v(h) : F* > E (8)

est un isomorphisme d'espaces vectoriels.

Définition

Soient 7 et 7 bases de £ et F et h un élément de E¥ @ F~.
On appelle rang de h le rang de 1'application v(h). La matrice H de
1'application 1inéaire ¥(h) par rapport aux bases z et " est appelée la

matrice de h relative aux bases & et 7.

Le terme générique de cette matrice est hi" H = (hij) € M}z(m,n).

Si a et b sont les matrices unicolonnes des coordonnées de a et
b rapportées aux bases ©Z de E et 7 de F respectivement, on constate que :

h(a,b) =z za h..bt = taHb (9)
i F 1J — =
T
Réciproquement, si X est un tableau & m lignes et n colonnes, ol
X;; est le réel appartenant 3 la jeme ligne et a la jeme colonne, on peut

iJ
considérer qu'il représente la matrice d'une application x de L(F*,E)
rapportée aux bases £ et 7 . On dit que x = W'l(x) est le tenseur associé

au tableau X.

X =35 IX..(e 0fJ).
id "

I1 existe donc un isomorphisme d'espace vectoriel entre E* 8 F~ etM]R (myn),

que 1'on notera aussi avec le symbole v .
(10)
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Dotons maintenant E et F des structures d'espaces euclidiens, pour
cela, soient ¥ et v des formes bilinéaires symétriques définies positives
sur E et F respectivement. ¥ « LZ(E x E,R), NV e LZ(F x F,R).

Soient M la matrice de M par rapport & la base £ , et N la matrice

de N rapportée a 7 . M ¢ MIQ(m,m) et N ¢ M]Q(n,n) sont symétriques, définies

1

positives, et donc inversibles. Les matrices M~ et N'1 sont aussi symétri-

ques et positives.

M1

de méme que N'1 et 7 font de F* un espace euclidien.

et la base z° permettent de définir un produit scalaire sur E

-1 1 1 1

9N et N 7)) (11)
est, elle aussi, symétrique définie positive (voir par exemple [16,284-2857).

La matrice Q = M (1e produit de Kroonecker de M~

On peut alors considérer Q comme la matrice d'un produit scalaire @
* =%

défini sur E° @ F* dans la base 29 =", (E* @ F*,)est alors un espace

vectoriel euclidien.

La suite de ce paragraphe présente sans démonstration quatre
résultats fondamentaux. Les preuves du premier et du troisiéme résultats
sont données en [6;22]; on déduit le second d'une propriété de la norme
de Hilbert-Schmidt présentée en [2;30], et une démonstration du dernier
résultat est présentée par [14;46].

Soient M et N deux matrices réelles symétriques positives d'ordre

m et n respectivement.

Si A et B sont deux éléments de Mﬁz(m,n) alors QMN(A,B) = tr(tAMBN)
définit sur Mﬁz(m,n) un produit scalaire. On le note aussi <A’B>W \
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Si c est une matrice appartenant a MR (n,1) alors

1Acly < 1Al wllc ]y

Si Aj dénote la jeme colonne de A on déduit sans difficulté que :

n 2 2
jil HAJHM = tr(N)-HNIM,N-

Etant fixées les bases ¥ de E et 7 de F 1'application v définie en
(10) est un isomorphisme d'espaces euclidiens entre (E* @ F*, M 8 N)
et (MR(m,n),¢M ). En particulier si x et y appartiennent a E* @ F*
et si X = ¥(x) et Y = v(y) sont Teurs matrices associées on a :

t
a) <x,y>M anN <X’Y>M,N = tr( "XMYN)

by  |IK|2 = Il y = tr (BXMXN) = tr(XNEXM)

A

Soient A et B deux matrices réelles & m et n colonnes respectivement.
x la matrice unicolonne des coordonnées de x « E* @ F* par rapport
d la base £ @ F*, et X « Mﬁz(m,n) la matrice associée a x (X=¥(x)).
Alors la matrice associée au tenseur y de coordonnées (A @ B)x est

v(y) = axts.

LES SOUS-ESPACES <E',F's de E* @ F*

Considérons maintenant deux sous-espaces vectoriels E' de E et F'

de F de dimensions respectives m' et n'.

De méme que précédemment (E')* ® (F')™ est un espace vectoriel de

dimension m'n'. I1 est 1'espace de toutes les formes bilinéaires définies

sur E'

X Fl.
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E'* © F'" n'est pas en général un sous-espace vectoriel de E* @ F*
car, si h appartient au premier ensemble elle est une application dont le
domaine de définition est E' x F' . E' x F' &tant en général différent
de E x F, h n'‘est pas définie dans tout E x F et donc elle n'appartient
pas & E* 8 F*. I1 existe cependant une infinité d'extensions de H a ExF
appartenant a E* & F”.

Etant donné que E et F sont dotés de structures d'espaces eucli-
diens i1 semble naturel de considérer 1'extension h de h définie de 1a
fagon suivante :

h(a,b) = hierojz.(a), Projei(b)) ((a.b)e E x F) (12)

ou projE. désigne le projecteur M-orthogonal sur E', et projF. désigne
le projecteur nN-orthogonal sur le sous-espace F' de F.

On peut constater que h ainsi définie est une forme bilinéaire sur
ExF:heE"9F". Ondit que h est 1'extension canonique de h. Au
chapitre III, et dans un cadre plus général, on justifie cette affir-

mation et celles qu'on fait par la suite relatives aux extensions canoniques.

L'application ¢ de E'* @ F'* dans E* @ F* qui fait correspondre
a H son extension canonique est évidemment injective. I1 existe donc une
bijection entre £'" @ F'* et son image o(E'* @ F'*).

Par simplicité on écrira <E',F'> au lieu de o(E'™ @ F'™).

Puisque ¢ est une application linéaire 1'ensemble <E',F's> est un
sous-espace vectoriel de E* @ F*. On dit qu'il est 1'extension canonique
de E'F 9 F'",

ST U = (u)) . est une base de E', et si ¥ = (Vq)Qen' est une base

p’/pem 5
de F' alors on sait que la famille des m'n' vecteurs de E'* @ F'* .

pem'
p q - T hot
(U8 v >qen' = U8V

constitue une base de E'* ® F'". En conséquence la famille des m'n'

vecteurs de <E',F'> :

pem’ pem'

) .

eEPev®) =P
gen qsn

=%

constitue une base du sous-espace <E',F'> de £© @ .
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Définition

Soient U et v bases de E' et F' respectivement. Si h e <E',F'>
on appelle matrice centrale de h et on la note H, la matrice

associée a la forme bilinéaire h = ®-1(h)
— =] [
H=v (¢ “(h)) « an(m ,n')
R AU,V ) = h(u L) =h =H . 3
emarque h(up vq) h(up vq) hpq bq (13)

La matrice centrale H de h est définie par les valeurs prises par h sur
les élémentsdes bases U et v .

[T est clair que h < <E',F'> est complétement déterminée par
la donnée des valeurs prises sur les m'n' éléments du produit cartésien
U x 7 . Réciproquement la donnée des m'n' réels hpq (p=1l...m" ; g=1...n")
nous permet de caractériser un élément unique h de <E',F's. C'est dire
qu'il suffit de m'n' réels pour caractériser complétement une forme
bilinéaire appartenant & <E',F'>, tandis que dans le cas général on a

besoin de mn réels pour déterminer un &lément de E* @ F*.

Cette propriété des éléments de <E',F'> nous conduit & proposer
d'approcher x « E* @ F* par un des éléments de <E',F'> ; 1'intérét de cette
opération étant de simplifier 1'étude de x en analysant & sa place un
élément de <E',F'> qui ne différe pas trop de x.

Concrétement on se pose le probléme suivant :

Soient (E,u), (F,7) et (E" @ F*,9) les espaces eucliciens décrits
au paragraphe 2.2; E' un sous-espace de E et F' un sous-espace de F.
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PROBLEME P1

Etant donné x < E* @ F* trouver x e<E',F's tel que la quantitél[x-i{b
soit minimale.

Puisque <E',F'> est un sous-espace vectoriel de E* @ F* on sait qu'il
existe une solution unique & ce probléme :

-

X = proj<E.’F.>(x).

Dans le probléme P1, les sous-espaces E' et F' sont fixés i priori.Fixer
un sous-espace vectoriel est équivalent & fixer une base de cet espace.
Soient donc v =(up)pem une base de E', et V = (Vq)qen une base de F'.
Soit U Ta matrice de U par rapport & 7 , c'est-d-dire U est la matrice
dont les colonnes définissent les coordonnées des vecteurs de la base

de E' en fonction de la base # de E ; et soit V la matrice de 7 par

rapport a F
' o - N !
U e an(m,m oz V“4R (n,n')
Pour simplifier on considére que 7 et v sont des bases et v
orthonormées respectivement. Cela implique que :

M . N
UsOmm. : Ve o

en d'autres termes :

t _ . t -

UMU = Im. . VNV = In'

ol, M et N sont Tes matrices des produits scalaires v et N par rapport aux
bases £ et 7 respectivement.

Puisque <U>, = E' et <V>_ = F' on sait [1;316] que les matrices des
projecteurs ¥ et ¥ orthogonaux sur les sous-espaces E' de E et F' de F
sont respectivement :




B

, -1
Proj., = U(tumu)ttum = utum (14)

il
]

E 1

]

VN

1]

Proje viun (15)

Considérons maintenant le (pq)éme élément de la base £ de <E',F'> :
@(up °) vq). Cet €lément est une forme bilinéaire sur E x F et il résulte
de (12) que

i) (18)

il

«_b(up ® vq)(e.,f.)

: ] (Up o} Vq)(PrOjE|<e1')9 ?rOan(f

i)

p : 3 [ Pr——
u (pPOJE.(ei)).V (‘POJF.(f

Puisque U et V définissent les bases 7 et v de E' et F' les expres-
sions (14) et (15) nous permettent de constater que :

upc?rojg-(ei)) = (M)

vqc:rojF.(fj)) = (W)

Alors (16) devient :

s(uP 8 v (e, ,f,) = (MU)

g ip(W) 5q = MU 8 NV

q (i) (pq)”

Par (7) [MU 8 NV]( ) (pq) est la coordonnée de gpq = q:(up ® vq) par
éme ) \Pq

1J
rapport au (ij) élément de la base £° @ 7 de E* @ F*. En conséquence

la matrice de la base ¢ de <E',F'> par rapport & la base £° @ 7" est :
B =MU @ NV (17)

ce qui signifie que les colonnes de B donnent les coordonnées des &léments
de la base ¢ , rapportés i la base 2" @ 7 de E* @ F*.

La matrice B étant de plein rang on sait que la matrice du projecteur
g-orthogonal sur le sous-espace <E',F'>, agt -

Proj g g1, = B('808) T30
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En utilisant les propriétés bien connues du produit de Kronecker et

en se rappelant par (11) que Q = M-1 8 N-l, on obtient :

Proj g1 gy = (MU 8 W) (Su e wvyomu 8wyt Fmu e o =

= mu e w)((Ctum Iy e (unv Iy tuml ety
= e w)((tumuy o (Pvwy) it e )
= mu e w)(tue tyy = mutu o nvly

Proj g1 g1y = mutu @ nvly, (18)

La solution du probléme Pl est ; = Proj(E,,F.>(x) ; par suite, si
x est la matrice unicolonne des coordonnées de x par rapport a la base
£* @ FF de E* @ F*, alors on déduit la matrice unicolonne des coordonnées
de R par rapport a la méme base de 1'expression (18) :

toe wiyx . (19)

x = (MU

Le lemme 8 nous montre que les matrices X = v(x) et X = ¥(R)
associées respectivement & x et R vérifient :

X = Mutuxviun, (20)

La définition de U implique que les coordonnées du peme

e

vecteur

de la base U de E' sont définies par la pem colonne de U, de méme que la
qeme colonne de V définit les coordonnées du vecteur Vg Les expressions

(20) et (9) permettent donc d'écrire

t £

K(u_,v_)

e P
U_(MUTUXV SUN)Y = MU “UXV
0*Vq p(HU Wq = LU

VN)Y
W

tA
uxv
[ ]Dq

-t A
U XV
P q
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ce qui implique par (13) que la matrice centrale de X relative aux bases
U etV est:

X = fuxv (22)

Si 1'on remplace (22) dans (20) on obtient :

X = MU X Cyn (23)

-

On remarque que X « an(m‘,n').

2.4 - LA RECHERCHE DU SOUS-ESPACE DE LA FORME <E',F's PLUS PROCHE DE
X e E¥ @ F~.

Dans le paragraphe précédent les sous espaces E' et F' &taient fixes.
Nous supprimons maintenant cette restriction et nous nous proposons de
trouver un sous espace E' de E et un sous espace F' de E tels que Ta
quantité
HX‘?V0J<E|’ﬁ«> (x) ]
sojt aussi petite que possible.
Introduisons d'abord gquelques notations :

a) On note ro(m’,n') 1'ensemble de tous les couples (E',F') ol E' est
un sous-espace de E de dimension m', et F' est un sous-espace de F

de dimension n'

™

ro(m',n') = {((E',F') [ E' ¢ E, F' < F, dim(E') =m', dim(F")

b) On note rl(m;n') le produit cartésien de Ogm. et Oﬁn'
- M N
rp(m*,n') = ((UsV) [ U eo s Veo i}

S"il n'y a pas risque de confusion on note ces ensembles par Ts et Fl
respectivement. -
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On se pose le probléme suivant :

PROBLEME P2

Etant donné x <« E* © F* trouver (E',F") ¢ Py et x ¢ <E',F'>
tels que la quantité

Hx-iHQ soit minimale. (24)

Au paragraphe 2.4.3 on présente une solution du probléme P2, pour
1'instant on suppose que P2 admet une solution.

Compte tenu de la nature vectorielle de <E',F'>, P2 peut étre énoncé
de la fagon équivalente : Trouver (E',F') < r, qui optimise 1'expression :

(Emip ) HX1PPOJ<E. (X))
1 s ) € I—« b

(25)
0

et puisqu 'il1 s'agit d'une projection g-orthogonale (25) est éguivaiente & :

) g { '
(ETa?n) €T lerod g prs (1]

) (26)

0

On sait que tout sous-espace est parfaitement caractérisé par la donnée
d'une base. L'expression (19) du dernier paragraphe nous montre que (26)
peut s'écrire :

max utu e WX, (27)
e =4
(U,V) « Ty
o0 x est Ta matrice unicolonne des coordonnées de x par rapport a EX Q7.
Si 0 et V optimisent (27), E' = <U>_ et F' = <V>_ sont les sous-espaces

i

qui optimisent (25) (26) et P2.
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Si X est la matrice associée & x par rapport aux bases £ et 7 ,
d'aprés (20)1a matrice associée & Pr0j<<U>‘<v>>
L'isomorphisme v entre E¥ @ F* et Mg (m,n) décrit en (10)nous permet de

vérifier 3 1'aide du lemme 7 que (27) est équivalente & :

2
max motuxvieng D
(U,V) € I‘l M 9N

et donc & :

(28)

min HX-MUtUXVtVNI]_l i
MTLN

(U ,V)efl

2.4.2 - Une propriété de la solution

sy (x) est MUUXVEVN ¢ My (m.n).

Nous allons montrer que les solutions de (28) sont aussi solutions

d'un systéme d'équations aux valeurs propres.

2.4.2.1. - Le systéme

La partie b) du lemme 7 assure que :

I fuxv iy £r (F o uxy S muFuxvivg ey
M

N7
= tr(wSvEutuxvtyy =
= tr(Whutuxy) =
= tr (vt i)
Alors (27) est équivalente & :
max tr (S xutuxy) (29)
(U,V) ¢ Ty
ou encore a :
max tr( tuxv v i), (30)
(U,V) ¢ Iy
Appelons Tu a la matrice symétrique
Tu = Sxutux (31)
et Tv d la matrice symétrique :
Tv = xviv (32)
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Puisque Tu et Tv peuvent s'exprimer comme le produit d'une matrice par
sa transposée Tu et Tv sont semi-définies positives.

Si 1'on considére U fixe, et égale & U, d'aprés la proposition 1,
1'expression

max  tr(VEOMOXV) (= max  tr(BvTEV)) (33)
N N
VEOnn| VGOnnl

est optimisée par la matrice V qui satisfait a 1'équation :

Ta NTINT = NTA
c'est-a-dire que V doit é&tre telle que NV soit la matrice des n' premiers
vecteurs propres N™l-normés de Tan™!

. : g . AN ! . ———_—
Remarque : Puisque NV = jnn’ on a bien que V « T *
De méme, si 1'on fixe V = V, 1'expression
max tr(tUXrtVtXU) (= max tr(tUTQU))
oM M
L'€Orm1| U‘Ccmml

est optimisée par la matrice U qui satisfait & 1'équation :

TV M7 M = MO,
et 1'on constate aussi que U = Gﬁm,.

I1 est clair alors que tout couple (TU,V) < I constituant une solution de
(27) doit satisfaire simultanément les deux équations du systéme :

( Tun" 1Ny = nvs

1

1

S1

1

TVM™ MU

MU .
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2.4.2.2 - Une solution du systéme

Nous allons montrer qu'une solution de ce systéme est fournie
par les matrices des vecteurs propres de O et txmIxnl,

=1 Byl Tyn-1

Notons R = XN ™t et s = G Ixnl (34)
On constate sans difficulté que rang(R) = rang(S) = rang(X) ([1;245]).
Alors, si 1'on appelle r cette valeur commune, le lemme I, (33) et le
lemme 2 nous permettent d'affirmer que R et S ont les mémes valeurs
propres, que ces valeurs propres sont toutes non négatives et que si
T'on tient compte de leur ordre de multiplicité i1 y a exactement r

valeurs propres non nulles.

Supposons vérifiées les deux conditions suivantes :

a) m'=n'<r
b) les s (s =m' =n') premiéres valeurs propres de R et S sont toutes
différentes.

-1 -1
Soient U ¢ Oms et Ve 025 les matrices définies par :

1

w1y = yy (35)

XN

=1

XM 1

b vy = vy (36)
c'est-d-dire A est la matrice diagonale des s plus grandes valeurs

propres de R et S écrites par ordre décroissant ; U et V sont les matrices
des s premiers vecteurs propres normés de R et S respectivement.

Dans ces conditions les deux équations suivantes, que 1'on appelle
“formules de transition" sont vérifiges :
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U= xNLyym1/2 (37)
v = G lyytl/2 (38)
“1,,-1/2 N
En effet, d'une part XN “Va ¢ Opg Car par (36)

to a2 Lol m 2y o pm 12ty Tty 12

AVt l2 o

-1y,~1/2

et d'autre part XN VA~

correspondants a Acar par (36)

est Ta matrice des vecteurs propres de R

NIy o tyatl/2y ooty tl/2

= (v lvatl/2y,

Alors puisque les s premiéres valeurs propres sont toutes diffé-
rentes le Temme 3 et (35) nous montrent que U est égale & XN~ V* 1/2
On obtient la formule (37) de facon strictement symétrique.

PROPOSITION_2

Si R et S sont définies comme en (34), si les conditions a) et b)
précédentes sont vérifiées et si les matrices U et V sont définies
selon (35) et (36), alors

v M~ 1md

1"
=
=

Sl
Tu N'IN Vo= NV
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Démonstration

En remplacant U par MU et 7 par N1V dans 1a partie gauche de (40)
on obtient :

X 57 tm ™ ug (42)

qui par (37) et (36) devient :

XTSI = v v T Ly = o vt e bty 172
= XN BNyt 2 ooty t e
= Un = MMTu = MOp
On a donc : TM™IMD = MOs,

ce qui implique que les s premiéres valeurs propres de R et S sont aussi
des valeurs propres de TQM'l ; on en déduit que A est la matrice des s
premiéres valeurs propres de T\7M'1 car :

1

rang(TW ~) < s < r = rang(R) = rang(S)

On peut donc écrire

i -

TVWM™ 0

i
=
S

Cela prouve (40). De facon similaire on montre (41) et on constate

d'ailleurs que Ay = Ay = A

On verra immédiatement que la définition de U et V selon (35) et (26)

nous permet d‘'affirmer que 1'Analyse en Composantes Principales du triplet
(X,M'l,N'l) fournit une solution du systéme S1. Avant de définir avec
précision la notion de "solution d'une ACP", nous constatons que les
diverses applications et matrices rencontrées répondent au diagramme

commutatif suivant :
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Définition
Soient X ¢ MFz(m,n) et M et N deux métriques d'ordre m et n respec-
tivement. Soient r = rang(X) et s < r,  Soient les matrices
Ue Oms’ Ve Ops €t A une matrice diagonale d'ordre s.
On dit que Te triplet (UsV,n) est une solution d'ordre s de 1'ACP
de (X,M,N) si U, V et & vérifient Tes quatre conditions suivantes :

XNSMU = (43)
- )

XMXNV = v (44)
U = xnvp~l/2 (45)
v = Bxwmuatl/e, (46)

Remarque 1

Ces quatre conditions peuvent se réduire a deux car :
(43) et (46) sont équivalentes & (44) et (45).

En effet, on déduit de (43) et (46) :

a) v = Boen a2 2oty 1/2 Ly,
b)  xwaTH2 -ty tyual -y
Remarque 2

Si les s premiéres valeurs propres ne sont pas toutes différentes,
T'ACP de (X,M,N) n'a pas de solution unique, car le lemme 3 nous assure

que (43) et (44)admettent plusieurs solutions.
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On présente dans la suite un résultat bien connu relatif a 1'ACP. On
fera la démonstration d'une version plus générale de ce lemme au chapitre IV.

Lemme 9

‘Soient m' < m, n' < nets =min(rang(X), m',n").
Si (U,V,r) est une solution d'ordre s de 1'ACP du triplet (X,M,N)
alors pour tous A e Mlz(m,m'), B ¢ M}z(n,n') et He Mﬂz(m',n’)

on a :
- 12t
1X=AHBy = [ X-Un / Vly (47)
et
2 rang(X)
min [1X-AHTBly y = Ix-UnM/Z0py = o (o) (g8
A,H,B ’ N i=s+l

En résumé la proposition 2 et la derniére définition permettent d'affirmer
que si Tes conditions a) et b) sont réunies la solution unique de 1'ACP

d'ordre s du triplet (X,M'l,N'l) fournit une solution du systéme S1 :

Si (U,V,1) est 1a solution de 1'ACP de (X,M™1,N"1), alors
0 =M1 et 7 =nN1v constituent une solution de SI.

La condition b) a été utilisée pour valider les expressions (37) et
(38), or la définition adoptée exige la vérification de ces deux expres-
sions, la condition b) n'est plus nécessaire. On peut donc conclure que :
sim' =n' = s toute solution d'ordre s de 1'ACP du triplet (X,M-laN-l)
fournit une solution du systéme SI.

l,N'l)nous permet

Nous allons montrer maintenant que 1'ACP de (XM~
aussi de construire directement une solution du probléme P2 et que ceci
est valable dans tous les cas, c'est-a-dire méme quand la condition a)

n'est pas satisfaite.

2.4.3 - La solution du probléme P2

Considérons sans perte de généralité, que n' <m', et notons

r = rang(X) et s = min(r,m',n"). (49)
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Trois cas peuvent se présenter :

= n'"=m' =r (=5)

2- m'#En' 3 n' <r (s=n')
- m #n' yn'>r(s=r)
Cas 1

S0it (U,V,4) une solution d'ordre s de 1'ACP du triplet (X, ,N"L),

alors les matrices 0 = M1y et 7 = N“Ly sont une solution de (28).

Démonstration
Supposons qu'il existe A « Oms et B ¢ Oﬁs telles que :
Hx-MAtAXBtBNH_1 _q < [Ix-MOtOxP N . (50)
M *,N M TUN
Mais,
HX-MUtUXVtVN?J_l _p = {Ix=utum-tv v By P
M "N M= N
=;;x-uAtv5g_1 o
M =N
Alors on devrait avoir
Hx-MAtAXBtBNM_l o< xeuatvy
M TN M N
ce qui, par le lemme 9 n'est pas possible. L'inégalité (50) étant donc
fausse U et V constituent une solution de (28) et elles définissent

bien une solution du probléme 2.

Cas 2
- -
Soit (U,V,A) une solution d'ordre s de 1'ACP du triplet (X,M ~,N 1).
Soit U une matrice obtenue en complétant U avec (m'-s) colonnes choisies
A= 1

de facon a ce que U - jﬁn‘ et soient

0=wm1

v

1
<=
2
—
(S2]
Y
~

b

alors, U et V constituent une solution de (28).




A1,

Démonstration

[ x-mM0toxvt

VI =

~ 4~ _1 _
= 1x-0tm Lyt
1 -

WL,
M TON M

1-1

-0t T = (par Ta definition de U)

M 7,N
N 12k,
=/ X-Un Il _
M 1,N 1

C'est dire que :

1/2t

| X-MT XV SN o = ety
M N M 7,N

. =t -tv t ~ 1 1 1
Puisque MU-0XV™VN est de la forme AH"B, od A « Mﬂa(m,m )y, He MR (m',n'),
B ¢ Mﬂq(n,n') et puisque U « ng. et V ¢ Oﬁﬂ., le Temme 9 nous permet
d'affirmer pour tous les U = Omm &t Ve Onn’

1}X-MUtUXVtVN!§_1 _1 < lx-muTuxvEun| q g
M TUN M TN

Le couple (U,V) est donc une solution de (28).

Cas 3

1

(m">n' > r; c'est-d-dire s =r).
Comme précédemment soit (U,V,A) une solution d'ordre s de 1'ACP du
triplet (X,M'1 -1 obtenue en complétant V avec

,N 7). Soient V une matm’c_e1
(n'-r) colonnes de facon & ce que V « ON , et U une Tatrice obtenue

n,n'

en complétant U avec (m'-r) colonnes telles que U « Om-m" et soient
0=m;7=nN.
= M 7 N - .
Alors U « Ot » V€ Onnt » (UsV) est une solution de (28) et

le minimum vaut zéro.

Démonstration

Les matrices U et V peuvent s'écrire de la forme :

U = WGl Vo=V,

0

TR
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Les vecteurs définis par les colonnes de Vo appartiennent au sous-
1,-1

espace de F engendré par les vecteurs propres de tXM' XN © correspondants

a des valeurs propres nulles, car dans ce cas le nombre de colonnes de

Vest s =r = rang(tXM'1XN-1).

On sait alors :

tym=Lxn lv

]
(e»]
m

= Mp (n,n'-s) (52)

et de méme :

XN‘ltXM'lu0 =0

m

Mg (m,m'=s). (53)

La matrice GM-lXN-ltﬁ peut s'écrire sous la forme :

t
S L RS (54)
0

-1, | L1

f tm~ vty | tom Ly v,

o i Lyl ty wele-ly |
| 0 o |

. ; M
Mais, puisque U « jm,r et

XNy = yal/e

les expressions (52 ) et (52 ) nous montrent que cette matrice devient :

Q2 | o |
— j (56)
o | o0 |
Aussi a t'on par (56 ) et par les constructions de U et V
D-MOSXTSING = =0 by WMty o
M LN M LN
ﬂ;"X-UAl/ tV ! -1 -1 (57)




.43,

Ceci montre de la méme fagon que dans le cas précédent, que (U,V) est
une solution de (28). De plus puisque on inclut dans A toutes les valeurs
propres non nulles, on sait par (48) que (57) est égale a zéro.

On cl1dt ce paragraphe en rassemblant les trois cas dans une propo-
sition qui garantit que 1'on peut toujours obtenir une solution du

probléme P2 par 1'ACP de (X,M 1,N71) :

PROPOSITION 3

Soient s = min(rang(X),m',n"') ;
(U,V,A)]yne solution d'ordre s de 1'ACP du triplet (X,M-I,N'l) :

U e Opmt  Une matrice obtenue en complétant U avec (m'-s) colonnes
~ =]
Ve Oﬁn‘ une matrice obtenue en complétant V avec (n'-s) colonnes
0 =M1 et =nly
Alors
1- (0,V) - ", optimise 1'expression (23) qui prend la valeur

S

z Ai(tXM'IXN'l)

i=1

2- Si % est 1'élément de E* @ F* dont samatrice par rapport aux
bases = de E et 7 de F est X = MOOXVEUN, alors (<U>E,<V>ﬁ e T,
et X constituent une solution du probléme P2.

2.4.4 - Un cas particulier : le meilleur sous-espace de la forme <E,F's.

La proposition 3 nous montre que si m' > s la valeur optimale de
1'expression (26) est indépendante de m'. Cela signifie que si 1'on change

"

m' par unm" tel que s <m" <m la quantité exprimée par (26) reste

inchangée et égale a

(Bt (58)

I o1 wnw

i=1
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de méme, la quantité exprimée par (25) demeure égale &

)

rang(X) (t 1

L As
i=s+l

XM™IXNTT) (59)

ou s = min(rang(X),n").
Cela veut dire que si 1'on note :

To(pq) = ((E'SF') [ E' < E5 F' = F 5 dim(E') = p; dim(F') = o

alors :
min Ix-Proj o, -, (x = min Ix=Proj o, -, (x
(El F')g[‘ L J<E 3F >( )HQ (E| F')Er' ” J<E ,F >< )1),;)
b} O(ml,nl) b ‘O(m”,n')
et
max Proj_cv oo (x)]] . = max IProj v cv (x) I,
(E'sF')er , . _, ELE N (B sF" el you g g e e
o(m',n') ; o(m",n")
En particulier si m' =m, c'est-a-dire si E' = E ona que la quantite

max || 2roj e
2 llzrod g pos (M)l

vaut tr(a), ol A est Ta matrice diagonale issue de 1'ACP d'ordre s du
triplet (X,M'I,N-l).
Naturellement on a aussi

~
L

max |[zroj g, o (4} = tr(s)
El 3
car (58) et (59) sont aussi indépendantes de n'. De plus, sim' > n'
et si (E', F') réalise 1'optimum de
max Prod g gy (x) ]
(E',F )iro(m’,n')

|
alors F réalise 1'optimum de :

max | >roj v (x)
o '.JE,F 2 o

F
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L'objectif du paragraphe suivant est de dégager quelques propriétés
de x. Pour cela on recherche une caractérisation de 1'ensemble dont les
éléments appartiennent i un sous-espace de la forme <E',F's,

2.5 - UNE CARACTERISATION DE L'ENSEMBLE r

Le probléme dont on vient de donner une solution consiste & trouver
E' sous-espace de E et F' sous-espace de F de fagcon & ce que pour un
X ¢ E* @ F* donné la quantité

min (. min  [x-x]| ) (60)
(EI’FI)EFO i€<EI:F|> J

s0it aussi petite que possible.

Appelons I a la réunion de tous les ensembles de la forme <E',F's,
c'es-a-dire

r = u <E',F'> (61)
(E',F')ero
On remarque que si I est un sous-ensemble de E* @ F* rien ne garantit

que T soit un sous-espace vectoriel de E¥ @ F*.

La définition de T permet d'énoncer le probléme P2 d'une facon
nouvelle : Trouver X appartenant a r tel que Hx-iHé)soit aussi petite
que possible. I1 s'agit donc d'obtenir le : )

min [|x-x|| (62)

XeTl ?

La signification de 1'ensemble T est &tudige dans la suite :

S -
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Soit h « E @ F", et h la matrice unicolonne des coordonnées de
h par rapport & la base " @ #*. S'il existe A « Mp (mm'),
B ¢ MR (nyn') et v e MR (m'n' ,1) telles que

h=(A8 B)X (63)
alors h ¢ T.

Démonstration

Soient A, B et v ainsi définies et h = (A8 B)v.

On montre d'abord qu'étant donnée A - M}Q(m,m') on peut trouver U appartenant
a Omm' et R appartenant a M}z(m',m') telles que A = MUR.

On sait en effet qu'étant donnée A i1 existe U « cMé}m. telle que

<A> < <U>. I1 existe donc R = MR (m',m') telle que A = UR. Posons :

U =M1g
On a

A = MUR (64)
et par suite

fomu = Tomt g < tgutlp - g
c'est-a-dire

UFOM

T mom!

De méme, si B « MR (n,n') elle peut &tre exprimée sous la forme

B = NVS . (65)
ol
Veol | ets e (n,n)
* 7 nn' - R ’ '

Alors, h peut s'écrire :

h

(A8 B)y = (MUR 8 WS)v = (MU NV)(R 8 S)y (66)

ho= (MU 8 NV)v'. (67)

On déduit de (17) que h - <<U>_,<V>_> , donc h < r.
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La proposition réciproque est aussi vraie car si h e«r il doit

5 . M N :
exister U « O+ 8t V ¢ mn’ telles que h appartienne au sous-espace

<MU @ NV>5* 0 il doit donc exister un v < M}z(m'n',l) unique tel que :
h = (MU @ NV)v (68)

Ceci montre que h est bien de la forme (A @ B)v.
On résume Tes deux résultats dans la proposition :

PROPOSITION :

Si h, A,B et v sont définis comme- dans la nroposition précédente
alors

r=theE @F | h=(AQB)v). (69)
Mettons (69) sous forme matricielle. Pour cela soit V la matrice
dont Te terme générique Vij est le (ij)éme élément de la matrice
unicolonne v, et soitH la matrice associée 4 la forme bilinéaire
h (par rapport aux bases Z et 7 ).
On constate en développant que
(A8 B)v = h <=> AVtB = H (70)
Alors (69) assure que
P= theE*0F | H=ats (71)
ol H est la matrice de h,et A,V et B sont trois matrices telles que
A« MR(mmr); B « MR(nuﬂ); V < MR(mUn') (72)
En d'autres termes, r est 1'ensemble de toutes les formes bilinéaires sur
E x F dont la matrice associée peut se décomposer en un produit de trois

matrices vérifiant (72). Notons

t =min(m',n")
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t

B alors rang(H) < t ; ce qui implique que si

IN

On remarque que si H = AV
her alors rang(h) < t.

D'autre part, on sait que si rang(H) < t on peut toujours trouver
trois matrices A,B et V satisfaisant (72), telles que H soit égale a :

H=avt

B.

(une telle décomposition peut étre obtenue, par exemple, en appliquant

a H les résultats du cas 3 du paragraphe précédent).

On peut donc conclure que T est 1'ensemble de toutes les formes sur ExF
de rang inférieur ou égal i t

r= {heE*® F*frang(h) £ t},
et on peut affirmer que :

sihekE"QF" est de rang inférieur ou égal & t = min(m',n') i1 existe
E' sous-espace de E de dimension m' , F' sous espace de F de dimension n'
et H e E'TQF'" tels que h est 1'extension canonique (par projection) de
h aE*@F"

Le probléme P2 s'énonce finalement :
PROBLEME P2' :
Etant donné x « E* @ F* trouver x e de rang < t

Ix=xl = min [1x-y] (73)
/ yeTl

P2' étant équivalent a P2, 1'Analyse en Composantes Principales du triplet
(X,M-I,N'l) fournit une solution de P2', décrite par la proposition 3 :

X est une forme bilinéaire sur E x F de rang < t de matrice associée :

x = MOtox7 N
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Si % est Ta forme bilinéaire sur <Us x <V> dont la matrice
(par rapport aux bases 1 de <U> et 7 de <V>) est tUXV , alors X est

1'extension canonique de i akxF,
La matrice centrale de x est précisément (d'aprés (22))
X = i

elle est diagonale car :

© 112
X - l“ O ’
o o |
o 2 xé/z sip=gs<s (s étant le min (rangX, m',n'))
Pq 0 dans tout autre cas

ceci implique en particulier que :

3 (up,vq) =0sip#q (74)

On peut résumer ces observations en soulignant que la solution x du probléme
P2 fournie par 1'Analyse en Composantes Principales, est de matrice
centrale diagonale.

On sait de plus d'aprés 1'expression (48) que

, rang(X)
[[x-%1] 7= ¢ % (75)
Hon 1
b4 1=S+l

et puisque X est une projection g-orthogonale :

D'ailleurs si min(rang(X),m',n') = s le cas 3 du paragraphe précédent

assure que

Hx-il}Q= 0, c'est-3-dire que x = &
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On mesure la "proximité de %@ x par le réel Hilb/ Hx[hgqui est
appelé la qualité de la représentation de x. On note :

Qp(x) = [IRlAIxl,
Puisque % est1a projection g-orthogonale de x sur <<0>,<V>> on sait que :

12114 <lIxI
donc
0 < Q. (x) = 1. (76)

On dit que Qt(x) constitue la qualité de la représentation "optimale" de
x par une forme linéaire de rang inférieur ou égal 3 t.

On ferme ce chapitre par une remarque importante :

1 1

Si 1'on change M en M~ et N en N°° la matrice du produit scalaire

défini sur £ ® F* devient :
Q=M8 N.

Dans ce cas chercher la forme bilinéaire % de rang inférieur ou égal 3
t (t =min(m',n"')) plus proche de x « £ @ F* au sens de la métrique ¢
est équivalent d faire 1'Analyse en Composantes Principales du triplet
(X,M,N) avec s dimensions (s = min(rang(x), m',n')).

ST (U,V,0) est une solution de ACP(X,M,N), alors
X = MLt/ 28N1 ost 1a matrice de % par rapport a la base de E* @ F”.

-~

Si M et N sont des métriques unités X devient :

i - UA1/2tV

qui cofncide avec la matrice obtenue lors de la reconstitution des

données réalisée a partir de 1'Analyse en Composantes Principales
]«

du triplet (X,M,N
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CHAPITRE IIl - UNE GENERALISATION DE L'AcCP

Au chapitre II on a vu que la meilleure approximation de
X c E*@F* par un élément d'un sous-espace de la forme <E',F's> étaijt
obtenue par 1'Analyse en Composantes Principales du tableau associé X.

Ce probléme d'approximation que 1'on avait nommé P2, est généralisé
ici au cas d'hypercubes de données de dimension supérieure a 2. On se
propose alors de construire une solution de ce probléme général qu'on
appelle P3. Si x est un n-hypercube de données nous définissons la n-ACP
de x, par analogie au cas n=2, comme la recherche d'une solution du
probléme P3.

Nous montrons que dans Te cas particulier n=3 et métriques identite,
le probléme P3 rejoint le modéle tridimensionnel proposé par Ledyard R. Tucker
en 1966 [16;294] . Pour cette raison le modéle défini par P3 sera appelé
TUCKERN.

Sous des contraintes encore plus fortes le probléme P3 rejoint un
autre modéle de Tucker, celui de la décomposition d'une matrice tridimen-
sionnelle. On montre que la généralisation de la solution de Tucker au
cas n > 3 résout le probléme de la décomposition d'un n-hypercube de données.
A partir de cette solution on construit une premiére approximation a la
solution du probléme P3, que 1'on appelle “1'approximation de Tucker" ;
on remarque ensuite qu'elle n'est pas toujours une solution du modéle
TUCKERN.

La solution du probléme P3 est construite en généralisant 1'approche
de Kroonenberg et de Leeuw au modéle tridimensionnel de Tucker.

Une démarche semblable & celle utilisée au chapitre II permet de
montrer que toute solution de P3 doit satisfaire un systéme d'équations
de diagonalisation (Systéme 2). On résout ce systéme a 1'aide d'un algo-
rithme itératif que nous appelons TUCKALSN car il constitue une extension
de 1'algorithme TUCKALS3 présenté par Kroonenberq et de Leeuw en 1980.



La pertinence de 1'algorithme pour construire une solution du
systéme est alors étudiée en détail. Finalement on montre que toute
solution du systéme 2 constitue un point stationnaire du probléme P3.

On cl0t le chapitre en présentant quelques propriétés de la solution
du modéle TUCKERN.

3.1 - NOTATIONS

a) Soit A un ensemble. On écrit {ai}ien

la famille des n éléments 315855.. .58, de A. Quand i1 s'agit d'une

ou bien <ai)i€n pour désigner

base d'un espace vectoriel on utilise de préférence la deuxiéme
notation.

b) Soit O un opérateur associatif défini sur 1'ensemble A et {ai}ien

une famille de n éléments de A, alors :

]
nils
[eV]
1]
[e7]
—
(]
je¥)
[pe)
3
.}
feV]

j=1 |

On écrit Ca, ou encore plus simplement a, si 1'on ne risque
pas d'ambigliité.
ii- O

a. =: a, [ a O...0 a 0 a - |
i pUay Ll 0, o.0ay

oS [

On écrit de méme E a; ou plus simplement ak s'il n'y a pas de
possibilité de confusion.

iii- Si o est une permutation de [n]

n
e T B ()
Exemples :
Si A @ B dénote le produit tensoriel de deux espaces, et si (A.}. est

1 1en
une famille de n espaces vectoriels, alors

n

n
@ A. =0 A. =A=A, 8A,9 ... 8A
=1 1 1 1 Z
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représente le produit tensoriel, dans 1'ordre naturel, de tous les espaces

A..
1

K A 0A. 0...0A .8A

1 2

= d o

A. =8 A, = A
Ko

; 9 ...0A

k-1 k+1

est le produit tensoriel, dans 1'ordre naturel, de tous les espaces Aj
sauf A

k .
Si {pi}ien est une famille de n réels, alors
n n
.f P; =Py ¥ Py x ...xp., que 1'on note aussi RIS P
i=1 i=1
n " n
XPy =Xpy=p = (1 pi)/py = p/py 5 sipy #0.
k k i=1
On note aussi 1 p..
i
k
c) Soient n une bipartition ordonnées de [n], 04 1'ordre total défini sur
la premiére classe n et 05 T'ordre total sur la deuxiéme classe np-
S1 J est un opérateur associatif sur A et {ai}icn une famille d'éléments
de A, alors :
d a, =: 0 a . et 0 a, =: g a :
. =1 01(1) jen, 1 421 O2(1)
1 2
1 2

S'i1 n'y a pas possibilité de confusion on pourra noter a“ et a
respectivement. Remarque : si n est la bipartition définie par la
permutation ¢ et par 1'entier npona:

al = [0 a et a2 = O a
=1 o(1) i=n 11 701
d) Soit A un ensemble et {ai}ien une famille de n éléments de A.

Lorsque 1'on ne précise pas d'éléments particulier de la famille et
si 1'on ne risque pas de confusion, une phrase relative a 1'élément
générique a; est extensible a tous les é&léments de la famille.
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Ainsi la phrase ”ai > 0" équivaut & "¥i ¢ [n] a; > 0".

Exemgle :

. c . B e e
Si tous les a; sont positifs excepté le k M€ on pourra écrire simplement

"ai > 0 sauf si i = k".

n
] *
3.2 - L'ESPACE 121 Ei = “n(El x E

p X--x E 3 R)

Les concepts énoncés au début du chapitre précédent sont repris ici
dans un cadre plus général (n = 2).
Soient :

n>2
{pi}ien une famille de n entiers positifs

{Ei}ien une famille de n espaces vectoriels réels de dimensions respec-

tives P

Soit g] =: (e i cp une base de Ei‘ Si E: représente 1'espace des
i =f = *§ ;
formes Tinéaires définies sur Ei’ alors £ =t ((e} )Y ~est Ja base

J .
duale de E:. On note comme plus haut e1.7 au lieu de (e

Soit g; un élément de E:. Le produit tensoriel des g; note
97 ) 9, ... 8 g, = @91 est 1'application linéaire de E1 x E2 x...x E

n
dans R définie par :
@gi =9 8 ... 9 9y E1 x E2 X L..x En - R
n
(a19a23'°-s an) = gl(al)g2(a2)"'gn(an) =1:1g1(31)
@gi est une forme n-linéaire sur E1 x E2 XX En' On écrit
895 « Ln(XEi,R ) ol 1'on note :n(E1 XX En;R ) 1'espace vectoriel des

E.

formes n-linéaires sur i
1

.i

i >
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L'espace £n<XEi;R ) est de dimension p = Py Py --. P, €t les p produits

tensoriels des é&léments des ;1 en constituent une base notée ¢

Ipdgre-dn diePy

J. Jqep
8 ...0em 11 .
Jnepn

2 n jnepn B

(1)

/

(g

On considére que les éléments de cette base sont ordonnées lexicographi-
quement grdce a 1'ordre naturel défini sur chaque ensemble {1,2,...,pi}.

L'espace Ln(XEi ; R) est noté Ez 9 E; 9...9 E; et appelé le produit
tensoriel des E?. Par simplicité on écrit aussi @E? ou plus simplement
encore E°. Tout vecteur ge<E" se décompose de fagon unique sur la base ¢ :

Py Py p

n
g=z B ase £ B

jljz...jn
: : . . ot ) g
J1=l 32=2 J =1 1v2 n

ol les p reels gj : . sont les coordonnées de g associées a la base

Fas ]
c dg EF 17277 ""n

Etant donnée une base de E* tout élément de E est parfaitement
repéré par la donnée des p réels qui représentent ses coordonnées.

Soit a; le vecteur de E;j défini par

la valeur de la forme linéaire g en (al,az,...,an) s'écrit :

( ) e )
g(ay,a55...53,.) = L ... T Q. . z A158n5...,a
1°72 n jl jn J1dp- -+, 1°72 n
J N
1 n
= I L g: - z (a)...5. (a.) =
: : Jqdoe ] n n
Jq Jp 1v2 n 1
n P
= I I g 5 (1 (e;)7(ay)) =
s PP, = d . i
3y g 1 n i=1 i
n ji
= T £ g . s I a.
iy §, 920 dnger
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c'est-d-dire
g(al,az,...,an) = ; g g. ajl a;z ain
i;=l =1 e dn
En particulier
2 -
g(eJl’ ejz’ ’eJn 93132 J

ce qui veut dire que les coordonnées de g dans la base £ sont les_valeurs
qu'elle prend sur les p éléments du produit cartésien des bases £' des Ei'

On se propose maintenant de doter E* d'une structure d'espace euclidien,
pour cela considérons une famille {M b4 de formes bilinéaires symétriques
définies positives sur les E Pu1sque chaque My définit un produit scalaire
sur E (E1,M1)1€n est une fam111e de n espaces euclidiens.

Soit M, la matrice de ; associée & la base g de E;
M est une matrice non singuliére de Mﬂg<pi’p1) : e11e est symétrique et
pos1t1ve. IT en est de méme de Ni =3 M; :
La matrice Ni rapportée a la base £ munit E? d'un produit scalaire. Si 1'on

appelle V5 a ce produit scalaire (E:, Ni)' est une famille d'espaces

len
euclidiens.

Le produit de Kroonecker des n matrices Ni

N =: N, 8 N2 8... 8 Nn
est aussi une matrice symétrique définie positive. N qui est une matrice a
p lignes et p colonnes, dote 3 E* rapporté a la base £ d'une structure
d'espace euclidien. N est la matrice dans la base £ de E* d'un produit
scalaire noté v . (@E?,N) est donc un espace euclidien.




3.3 - UN ISOMORPHISME D'ESPACE EUCLIDIEN ENTRE E* ET MP

3.3.1 - L'isomorphisme

On reprend dans ce paragraphe certains concepts du chapitre I. On
commence par la définition suivante :

Définition
Soient £ base de EF et x un hypercube de données associé & la famille
L'élément de E* défini par

Pilien
Jidpee.d
X = I I ... I Mg 4 j ¢ 2 f (4)
Jl JZ Jn 1¥2 n

est appelé le tenseur associé au cube .

Réciproquement : sojent x « E* et £ une base de E*. Le tenseur x se
décompose de facon unique dans la base £ selon une expression de la forme
(64). Alors

. J1€Py
)

Jpdp- -3y ipep

(5)

n

-

est appelé 1'hypercube de données associé au tenseur x et & la base £ .

Soit maintenant o une permutation de [n]. o induit sur [n] un ordre
total RO défini par :

iR <=>0(i) < a(]).

Soit n la bipartition ordonnée de [n] déterminée par o et par 1'entier ny
(ch. I1.1.3) :

n= {npsnyt s card(nl) =N card(nz) = n-n; =i on,.

ny et n, sont totalement ordonnées par les restrictions de RO sur elles.
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Le produit tensoriel :

est aussi un espace vectoriel réel. I] admet pour base

i o § j € p s s o ¥
\ Js i 17 "o(1) I [T PYRRN 1P, (1)
(eo(l) @ 60(2) Q.-.g eO(n))j ) p - EG =. SO j .p .
n® “o(n) n“"o(n)
n
La famille {[po(i)]}ien et T'ordre naturel définissent sur X po(i)
un ordre lexicographique qui définit a son tour un ordre total i=d
sur la base £

L'application

Fio8 g —
E. > 8 B, .
j=1 | j=1 (1)
i1, 32 I Joay . 42 3 5n)
e1 9 e, o} @ e, - ec(1> o} 87(2) 8...9 eg(n)

qui associe & tout élément de la base £ un élément de la base £ _Cc'est une

~

bijection. Les espaces E* et E: sont donc isomorphes par f.

Soient maintenant

1 2

E"= 8 EI et E“= @ f¥,
ien L ien L
|1 3 2
E1 et E2 sont deux espaces vectoriels réels de dimensions :
" n
p— | 1 o i 2
dTm(E ) = IDp /sy =p d1m<E ) = I P_/sy =P .
i=l b(1) i=n1+1 5(1)

et ils admettent pour bases respectives
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L'associativité du produit tensoriel d'espaces vectoriels permet d'écrire :

- g ol £ o o ¢ el g g2
o " o1 o) T L) ) (i=n1+1 (i) 7 '

On a vu en (II.2) qu'étant fixées gl et 52 il existe un isomorphisme

entre E1 ) E2 et M}Q(pl,pz) appelé ici g qui fait correspondre i x « El 9 E2

sa matrice associée.

L'application g o f de E dans M}z(pl,pz) définit donc un isomorphisme
entre ces deux espaces vectoriels. Cet isomorphisme qui dépend de n
et des bases &' choisies au départ est noté v :

IT résulte des définitions que si x < £~ est le tenseur associé a

1"hypercube de données x, alors ¥(x) coincide avec la n-représentation
matricielle de x. Aussi dit-on que ¥(x) est la n-représentation matricielle

du tenseur x, et 1'on écrit Q au lieu de v(x).

P oM

Nous montrons en outre que v est un isomorphisme d'espaces euclidiens.

Soient :

N e N, et M- g N,

: i i
'Ienl 1€n2

1

On sait que la matrice NG =N 8 N2 munit E; repéré dans la base £

d'une structure euclidienne : (E;,NG).
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La commutativité de la somme et du produit de réels font de (E*,N) et
(E;,NO) deux espaces euclidiens isomorphes. En effet, le développement d'un
produit scalaire dans un espace et de son image dans 1'autre nous montrent
que 1'on doit sommer les mémes termes mais dans un ordre différent défini
par la permutation ¢ . f est donc un isomorphisme d'espace euclidien entre

(E*,N) et (E' @ €2, N @ N9).

D'autre part d'aprés ce quiona dit en 2.1, 1'application g de
(E° @ E2, L 8 NZ) dans (ME,(pl,DZ), ¢N1 NZ) est aussi un isomorphisme

d'espace euclidien quand 4 1 .o est definit par :
NT,N

1

1,02
" (X,Y) = <X,Y¥> = tr( 5NNy
N, N2 NN

Alors, si x et y appartiennent a E* et si
X =y(x) ety =vy(y)

on a :

<X,_y> ’t'?: <X,Y> l 2 b t}"(tXN 1YN2

N™,N

)

car ¥ = g o f devient un isomorphisme d'espace euclidien entre (E*,X)

et (MR(pl,pz),q>Nl N2) qui associe d x « E* sa n-représentation matricielle.

On a déja remarqué que v dépend des bases choisies sur les Ei' Nous
préciserons en 3.3.3 comment se transforme la matrice X = v(x) quand

on fait un changement des bases 51. On commence par calculer :

3.3.2 - La matrice de y = 9(x).

Soient {qi}i:n une famille de n entiers positifs et {Fi}izn une famille

de R -espaces vectoriels de dimensions 9 -

. n
Si g1 est une base de Fi alors on sait que 9 3 =tz est une base
F* o, F* i=1

du produit tensoriel ;

I O =

1

1'




Bl

Soit ;ﬁ1li:n une famille d'applications linéaires de E dans F de
matrices Q par rapport aux bases Z; et z.. On définit 1' app11cat1on
Tinéaire § de E* dans F* dont 1la matrice Q associée aux bases ¢ et ¢

est le produit :

De méme, avec les notations habituelles Ql est une application de E1

dans Fl de matrice associée Ql et QZ est une application de E2 dans F2
de matrice Q2
t- 00, 5 ?- 8 q,.
16’71 1€n2
On note Ql o 92 1'application linéajre de E1 9 E2 dans Fl ) F2 de
matrice Q 9 Q par rapport aux bases &5 et S
Les isomorphismes v', f' et g' relatifs a JF.11 " correspondants a

¥, f et g définis dans le paragraphe précédent sont réunis dans le

diagramme :

Soient x < E” et Yy = @(x) e F .

Si x est la matrice unicolonne des coordonnées de x par rapport a la base
£ , alors y = @Qi.ﬁ est la matrice des coordonnées de y par rapport a la

2

base z de F*.

1

f(x) c EL0ES et fi(y) < FlgF2
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Puisque f' 09 o f'l et Ql ] QZ représentent la méme application
la matrice associée 3 f' 09 o £ 1 doit étre Q1 9 02.

D'aprés la définition de v la matrice associée a f(x) est

et de méme, la matrice associée & f'(y) est

g(F (y)) = ¥'(y) = V.

Mais
F'y) = F1@(x)) = (F 0@ ol of)x) = (aF 8d)f(x))
' _ 2
alors f'(y) = Q" 8Q° f(x)
ou f(x) et f'gyE sont les matrices unicolonne des cogrdonnées
de f(x) et f'(y) dans E~ @ E2 et Fl 9 F2 respectivement. Or X et Y sont

les matrices associées a f(x) et f'(y), par le lemme 8 de (I1.2.2) on
obtient :

x tg2. (6)

C'est-d-dire les n-représentations matricielles de x et y sont Tliées par
la relation (6). En d'autres termes, si

n
o, = (.@ 01)2(__
alors : . i=1 i
Y o= 9 q)x(e ‘o). (7)
'|€ﬂ1 16?"»2

Voyons maintenant quel est 1'effet d'un changement des bases de E. sur 1a
mreprésentation matricielle d'un tenseur x « E°.
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3.3.3 - L'effet d'un changement des bases

Soient (fg.)k.gp. une nouvelle base'de Ei’ que T1'on note'ci, et Ui
la matrice de1pa§sa§e de la nouvelle §1 d 1'ancienne base 51_de Ei :
les co]onne§ de Ui donnent les coordonnées des vecteurs de c1 par rapport
a la base 51, c'est-a-dire

ol <Ui)g est Te réel lu en r®Me ligne et sEMme colonne de Us.

La matrice Ui €tant non singuliére on appelle Vi Ta transposée de son
inverse :
_t-1
Vi - Ui .

Puisque ;1 est une base de Ei on saijt que Ly =5 (f11) est une

kiepy
base de E? (elle est la base duale) et que la matrice de passage de la
nouvelle base duale Z4 d T'ancienne base duale 5 est précisément Vi‘

On peut alors écrire :

T j.=l i
On sait aussi puisque Z; €st une base de E? que 1'ensemble

K k K
c=:@g1.=(f1®f 9.0 f.M

1 2 n kiépi
constitue une base de E*. 0n définit sur cette base le méme ordre que
celui défini sur =.

Pour déterminer la matrice de passage de 7 a £ prenons 1'élément
de z d'indice k1k2“'kn et explicitons ses coordonnées par rapport a .
L'associativité et 1a multi-Tinéarité du produit tensoriel permettent

d'écrire :
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k k k P Pn j j SN j j
1 2 n _ 1 2 n 1 2 n
fl ) f2 8...8 fn = ‘{_ Vl)k (v2)k ...(Vn)k e 24 e, 0...8 e,
Jl—]. Jn—l 1 2 n
n Jqd J, nJ.
= 3 Io(8 v, k1k2 R ey
j1=l jn=1 i=1 172 n i=1

n
ce qui montre que le produit de Kroonecker des matrices Vi, V=28 Vi’
est la matrice de passage de z a ¢, et que la matrice de passagé=1 de
1'ancienne & Ta nouvelle base est :

vls a', = .

Ainsi, si x et y sont les matrices unicolonnes des coordonnées d'un tenseur
X e EF rapportées aux bases z et £ respectivement, on a :

Yy = Ux

c'est-a-dire

n
y=1(8

Alors les n-représentations matricielles respectives de x et y par rapport
aux bases &3 et T4 vérifient

n n n

y = Bl oy 2. (R tui) X (a8 U, (8)
et iéﬂl iéﬂz

n n -1 N =

X = vl y W22 tlyly @)1 (9)

i . et 5
Lorsque les bases z ' sont Mi-orthonormees, c'est-adire lorsque

t B -1t

1'expression (9) devient :

n n
X =miul vty (10)
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En conclusion, si x et y admettent des représentations matricielles liées

Q

par une equation du type (8) ou (9) les deux tenseurs sont egaux et X et V

sont des représentations associées i des bases différentes.

3.3.4 - Un cas particulier et une nouvelle notation

Soit o la permutation
2 3 ... k-1 Kk k+l...n-1 n
1 2 3 ... k-1 k+l k+2 ... n k
et n la bipartition o-ordonnée de [n] définie par
np = (1.2, k-1, k+l,...,n} et ny, = {k}

card(n,) = ny = n-1; card (nz) =n, = L.

1

Cette bipartition est complatement déterminée par 1'entier k.
Dans ce cas, en accord avec la notation 5.. du début du chapitre

1

el ol

k

s M1 deviennent E", Uk

y Mk ; et

2 2 2 . .
E™, U™, M® coTncident avec Ek’ Uk’ Mk'

Six e E on parle de k-représentation au li%u de n-représentation
matricielle de x, et on écrit X a la place de X.

k
On remarque que X est une matrice & pk lignes et Py colonnes :
k
k k
XeMp(p™sp ) (p7 =1 py)

k

alors, quand la bipartition n est définie par k, les expressions (6),
(8), (9) et (10) deviennent respectivement

T e



-k xk o, (12)
v otk ) U (13)
X - Byt X Wil et (14)
X = mik & b, M, (15)

3.4 - LESSOUS-ESPACES DE LA FORME <{Fi}>

Ce paragraphe généralise les résultats obtenus en 2.3. Du cas n=2
on passe au cas n > 2.

Considérons {qi}ien une famille d'entiers positifs tels que gy < p,
et {Fi}ien une famille de sous-espaces vectoriels des E; de dimensions q; -

L'ensemble de toutes les formes n—]inéagres sur F1 x F2 X, % Fn

est un espace vectoriel de dimension = T q;. Il est le produit tensoriel

oY
des F? 1=1

. y D\ _ * A ¥ *_ px
L (F1 F2 X4 .x Fn,R ) = F1 @ F2 9...8 Fn F

s R) £ L,(xE R)

i b=
car le domaine de définition d'une forme n-linéaire h appartenant au
premier ensemble n'est pas le méme que celui d'une forme appartenant

au deuxiéme :
XFi # in.

[T existe cependant dans Ln(XEi;R ) une infinité de formes qui constituent
des extensions de h a in. Etant donnée la structure euclidienne des espaces
(E-”Vj) il semble naturel de considérer 1'extension h de h définie de la

3
facon suivante :
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Definition

Si a; € Ei et si P, désigne le projecteurgwi—orthogonal sur

le sous-espace Fi de Ei (Pi =M. ProjF ), alors
i

h(a)s85,...52 ) = B(pl(a1>,pz(a2>,...,pn<an>)

et on dit que h est 1'extension canonique de H de xFi a in (elle ne
dépend pas des bases choisies).

Puisque un projecteur est une application linéaire et puisque h est
n-linéaire i1 résulte que h, ainsi définie, est une forme n-linéaire sur
E.
A
*

h < Ln(in;R ) = E.

Appelons ¢ 1'application

A r s = > L .9 =
dn(xFi,R ) = F Jn\xE],R ) = E (16)
h -o(h) = h

qui fait correspondre & B « F* son extension canonique.
Sih #49g i1 est clair que s(h) # @(é), ce qui veut dire que ¢ est injective.
I1 existe donc une bijection entre F* et 1'image o(F*) < E.

b est une application linéaire car :

¢(ah+eé)(al,a2,...,an> - (ah+gg)(pl(al),...,pn(an)) =

- h(pl<a1),...,pn(an))+e§(pl(al),...,pn(an)) .

c'est-a-dire
?(ah+8g) = ad(h)+8s(qg).
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Aussi 1'ensemble ¢ (F*) est un sous-espace vectoriel de E appelé
1'extension canonique de F*.

Pour ne pas perdre de vue que o (F*) dépend de la famille {Fi}ien ce

sous-espace de E est noté <{F;}> au lieu de o(F"). On véerifie que
d'im(<{F.i}>) = q.

Considérons maintenant une base de Fis ¢! = (F}i)j —_
on suppose que g1 est une base kq-orthonormée de Fi'1 T sy Ui est la

Par simplicité

matrice de ;1 par rapport & la base z' de Ei on a donc

Yy =1 (o) )
LA R P i*c Opiqi :
J.
On sait que g5 = (fi1)j.eq est la base duale de F?, et que Ta famille des
q vecteurs de F* définié par :
J J i dqeq n
(Floffe . arn bl g o
I 4=l

constitue une base de F*, notée

Jqdy wead
(c ¥ n>’- ‘ | .
(Jla\]z,---’\]n) € i [QJ

L:=
et puisque 1'application o est injective la famille des g formes linéaires
sur in définie par
J1d--+dp Jlfql _. -

Jniqn ’

o(z

5 . *
constitue une base du sous-espace »(F*) = <{Fi;> de E*. On remarque que
cette base Z de <{Fi>>dépend exclusivement des bases z' des sous-espaces Fi'

L'application » rend isomorphes les espaces vectoriels F¥ et b(F*).
En particulier la matrice unicolonne h des coordonnées d'un élément h de F par
rapport & la base z de F est aussi la matrice des coordonnées de

o(h) ¢ <{ F.}> rapportées & la base Zde <(Fyi>.
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Pour cette raison on identifie par abus de Tangage les deux espaces
F* et <{Fi}> bien qu'ils soient différents et on écrit F* au lieu de
<{Fi}>’ le contexte de la phrase nous indiquant si 1'on parle du premier ou

du second espace.

Si {Gi}ien est une nouvelle famille d'espaces vectoriels tels que

Gi c Fi alors on peut écrire :
* * *
067 < OF, < O} (17)
méme si strictement i1 faudrait écrire

<(G;}> < <{Fi}> < @E% (18)

Considérons maintenant 1'élément de la base Zd'indice jljz...jn :

-jljz"'j j1j2"‘j jl jn
- "= s(: Ny = o(f 7 0.0 F ") =
J J J
o | 2 n
= fl o 7 § fz o P 8...8 f o P
Jidneed n e
: 1¥2 oo g 311
il
J.i ‘]1'
ou 1'on appelle Zi = fi 0 Ps.

Tout élément de la base % de F* est donc un produit tensoriel de n formes

linéaires sur les Ei'

Voyons quelle est la matrice de la base ¢ de <{Fi}> _par rapport a la
base £ de E* : on calcule les coordonnées de chaque 2 J1J2-++Jn relatives

i la base ¢ de E.

Jidoe..d
g 172 . (e} ,e? : ,e? ) =
L 2 n
n j n J
= 1 Zkk (e? Yy = 1 fkk 0 Pk(e$ X
k=1 k k=1 le
"s
Puisque Ui €0 la matrice Pi du projecteur Mi-orthogona1 sur F; par
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rapport a la base £; est :

) =1 &

O
1]

U(UMU

; MU UM,

11

_,t
Pi = UiuiMi :
Les colonnes de U définissent les vecteurs de 1la base c1. Alors, la matrice
du projecteur P, par rapport aux bases £' de E et £ de F devient :
U M1, et donc :

Sk k t o Ik
k OPU ) = (ka) (19)
Tk Tk
et, . - g .
Jod s 5] n Jj n i
2 i t k k
gl n(e1 TRRPLE ) = 1 ( UkMk)i I (MkUk)j =
1 n k=1 k k=1 k
n Mgy T oys s i i
1'2 1 n
=[9® MU . . = [MU] :
k=l K KT Jpdpe.d Jpoe+dp
-jl"'jn
La reTation (3) permet de déduire les coordonnées de : par
rapport a la base ¢ . Elles sont données par la (jl,jz,.. | )eme colonne
de la matrice MU. En d'autres termes la matrice de Ta base : de <{Fi’5
par rapport a la base ¢ de E”

11

et 1'on peut dire que <{Fi}> coincide avec 1'espace engendré par les
vecteurs définis par les colonnes de B :

<{F.}> = <B>_

Si v est la matrice unicolonne des coordonnées de h ¢« F¥ c EF par rapport
& la base %, alors les coordonnées de h par rapport d la base : de E* sont
par (20)
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Réciproquement, si h appartient & F* < £ i1 doit exister une matrice
unique v telle que la matrice h des coordonnées de h par rapport i ¢ puisse
s'exprimer de la forme

h = Muv.

La matrice de la restriction de ¥ a F* relative i la base 7 de F* est :

ang = E(MuIN(MU)

n
o = 8 (tumu.) =1
":

i
1

ce qui veut dire que la base ? est Y-orthonormée.

3.5 ~ L'ENSEMBLE r

Ce paragraphe cherche une caractérisation de 1'ensemble T de tous
les éléments de £ appartenant au moins & un sous-espace de la forme

-

<{Fi}> s 00 Fi dénote un sous-espace de £ de dimension q;

i7ien telle que h e <(F.3>3, (22)
c'est-a-dire

r= ..U <(F.is. (23)
tFiJien i

Si les n matrices Ui définissent des bases tVi-orthonormées des Fi’

on sait par (21) que si h appartient & <{Fi}> la matrice unicolonne des
coordonnées de h par rapport 3 £ s'écrit :

LR

M.U.)v (24)
; i

1 T

Ihn B>

Puisqu'on peut toujours trouver une base Mi-orthonormée pour tout
sous-espace Fi de Ei’ on en déduit que I est 1'ensemble de tous les
éléments de E* dont la matrice des coordonnées relatives a la base ¢ peut
s'écrire sous forme (24), c'est-i-dire :

r=+th| h-= (
;

T <=}
=
foerd

-
S—
"
(a
m
(&)

-,
.-
| <
m
=
=
—
0
-
—
N
HJ

J.)V o2 U
1 TV= T Py
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Considérons maintenant la forme n-linéaire h dont les coordonnées par
rapport & la base ¢ de E sont :

ho= (8A;)w

ol Ai est une matrice de Mﬁi(pi’qi) et w appartient a an(q,l), M.

Selon (II,64) on peut toujours trouver des matrices Ui appartenant a Op1q.
et R, appartenant a an(qi’qi) telles que T

c'est-d-dire telles que
h = (gMiUiRi)ﬂ = (@Miui)(QRiﬂ)

Appelons v & Ta matrice (@Ri)y. Puisqu'elle appartient a Mﬂz(q,l) la forme
h appartient a r , et donc on peut écrire :

r=<{h|h=(RRA)v o0 A;eMp(p;a;) 5 V<= Mp(a,l)i. (25)

Nous montrons dans la suite, sans insister trop dans les détails, que
1'ensemble T coincide avec 1'ensemble de toutes les formes n-linéaires

sur E1 x E2 X...0X En qui satisfont une condition sur le rang. On définit

d'abord le rang d'une forme n-Tinéaire :

. P : i i i
Soit f une forme n-l1inéaire sur E1 x E2 XuuaX En et soit ul,uz,...,ur

un ensemble de r; vecteurs de Ej. On dit que cet ensemble est un génératéur

du "™ mode si pour tout élément (31’32”"’a1""’an) de By x By x..ox B

il existe rs réels ai, a;,..., a;. tels que
i r.
- T 5
f(&l,az,...,an) - f(al,--o,ai_lgkil ‘\lk uk’ ai+l$""an) (CG)
c'est-a-dire tels que
Y'_i X
- M .I 1.
f(al,az,...,an) —k;1 o f(al""’ai—l’uk’ ai+1”'”an> (27)
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f étant une forme n-linéaire les coefficients 1; dépendent exclusivement
du vecteur a.. L'expression (27) signifie que Torsque 1'on connait pour
i

chaque 335 € Ei les ¥y Foels % On est en mesure de calculer la valeur de

f sur tous les éléments de la forme (a 123735 1584 LERRE an), ou aj
est n'importe quel vecteur de E » & condition oue 1'on sache la va]eur

qui prend f chez les r. elements (al,.. T EUDET-FIP PR ) de X Ei'

1 i=1

On dit que q; est le rang du iéme mode de f s'il existe un ensemble
générateur du iéme mode formé de q; €léments et s'i1 n'est pas possible
de trouver un ensemble générateur de cardinal plus petit. On parle alors
d'ensemble générateur minimal.

Définition

Soit f une forme n-linéaire et q1 ion une famille de n entiers positifs.
On dit que f est de rang q L si le rang du iéme mode de f est g5 .

On dit que f est de rang 1nfer1eur d (g7 s'il existe k « [n] tel que le
rang du keme mode de f est inférieur & ehe

Soit f ¢ Ln(XEi;R ) de rang q Yien® La n-linéarité de f nous assure
diune part que les q; vecteurs d'un ensemble générateur minimal

o= {ul, ..,u; } sont libres, et constituent donc une base de 1° espace

F qu'ils engend}ent Elle assure d'autre part,qu'il existe une application
11nea1re S de E; dans Fi telle que

f(al,.. ;1525 ,a1+1,...,an) = f(al,...,ai_l,s (a ¥s a1 ..,an)

(28)

D'aprés ( 26) 1'application s; est définie par :
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Notons Si la matrice de S; Par rapport aux bases &1 de Ei et ¢! de Fj.
S; € an(qi,pi) et rang(S;) = rang(si) = Q4.

Puisque c est une base de F on sait que ¢ = ch est une base de

1'espace F* des formes n- ]1nea1res sur F1 x F2 SR & Fn.
Appelons f & la restriction de f & F1 x F2 Mawu® F o

n 3
fe L (Fyx ool x Fn;R ) et les coordonnées fj de f par rapport i

1 TR, |
la base z de F* vérifient : 172 L
: L. 1 2 n | 2 n
f. . i BEUs W seengliy § o2 B0 6 0S .0l
Jpdgevedy (qu uJ2 an) (qu qu an)
Alors, d'aprés (28)
1 n 1 n
f(g ) 5 ) = f(S (S )’ »S (5 )) =
1 1n 1 1 n 1n
4 q,
= 5. 3 st §2. A (29)
Ji=t §=1 1t ez InTn Jpdp---dy

ou Sfj est 1'élément générique de la matrice Sk
L'expression (29) équivaut i :

f = (a%,)f

ol f est la matrice unicolonne des coordonnées de f par rapport i la base
£ de EF , et f est la matrice unicolonne des coordonnées de f rapportées
d la base ¢ de F*

On conclut donc qu'il existe n matrices A de plein rang, A- € Mﬂz(pi’qi)
et une matrice unicolonne W e Mlq(q 1) permettant d'écrire une forme
n-linéaire f de rang qi; sous la forme

f=(8 Ai)w
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L'expression (25) de 1'ensemble T n'impose pas de contraintes de rangs,
I est donc 1'ensemble de toutes les formes n-lindaires sur E1 X E2 XX En
de rang inférieur ou égal 3 PR

W |
"

(he Dy(xE;sR) | rang(h) s (q by 1.

La démarche suivie pour caractériser T nous permet d'affirmer qu'étant
donnée une forme n-linéaire h de rang inférieur ou égal a {gy} i1 est
possible de trouver des sous-espaces F; des Ei de telle sorte que h soit
1'extension canonique (par projection) d'une forme de F”. Ainsi, soit

f 1'élément de r défini par :

£ = (8A)w

M.
% 1 =
Si Ui & Opi’qi et Ri € MHQ(qi’qi) sont telles que Ai = M:U:R.
Si Fi est le sous-espace de Ei engendré par les colonnes de la matrice
U1 = (F1 = <U15£1),

Siv = (8 Ri)w, et ,

Si f est la forme n-linéaire de F* dont ses coordonnées par rapport a la
base ¢ sont données par la matrice unicolonne v

Alors f est 1'extension canonique de £ a E1 x E2 x...x B . C'est-3-dire
f(al,az,...,an) = f(Pl(al)’ Pz(az),..., Pn(an)).

On note de plus que Tes q; vecteurs définis par les colonnes de la matrice
U; constituent un ensemble générateur minimal du M mode de f.

Puisque la matrice de P; peut étre construite a partir des Ui (Pi = tU1.M1.)
il suffit de connaitre les q réels %j j 3 (ji € [qi]) et les n matrices
Ui pour déterminer complétement la fo;mg n-1%neaire f
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Remarque 1
Le sous ensemble T de E* ne dépend que de la famille {qi}ien'

Remarque 2

Rien ne garantit que r soit un sous-espace vectoriel de E*.
On montre au contraire qu'il ne 1'est pas en général. Malgré cela nous
nous intéressons dans les paragraphes suivants & 1'approximation optimale
d'un tenseur x ¢ E” par des éléments appartenant & T .

Remarque 3

Soit h un élément de r et n une bipartition ordonnée de [n].
Par (25) on saitnqu'i] existe A, et w tels que h = (8 Ai)ﬂ'
Si 1'on appelle H la n-représentation matricielle de h on déduit de (7)

2

qu'il existe W e M}z(ql,q ) telle que

n
H=(8 AW (8 A,).
i 1 ety |
€ nl 3 2

Alors on peut écrire aussi :
L N
Fr={theE™| H=(8 AW (S8

. 1 .
1€n1 1»:'12

ol n est n'importe quelle bipartition ordonnée de [n], Ai € Mﬂa(pi’qi)
et We MR (ql,qz).

Remarque 4
S1 V est la n-représentation matricielle de h « F* par rapport i la base
, la n-représentation matricielle par rapport a la base z de E* est 1la

matrice :
n n n
_ t ot o 122 5
H = (n? M)V (qg UML) = MU v TUme, (30)
L'équation (30) est équivalente & :
Vo= (8 ) H(au.) = el
ﬂl 1 nz 1
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Considérons maintenant le sous espace de E* défini par la famille (G.:.

telle que
Gi =
Fi 81 1 & o

et soient les bases z' des G. définies par

alors, h appartient a G~ et la n-représentation matricielle de h par

rapport a la base - de G* est :

n

2

n
V. =HU

car quand i ¢ N la matrice 51 par rapport a la base 51 est la matrice

unité.
Définition

Si he <{Fi}> on appelle cube central de h & 1'hypercube de données
associé au tenseur h et & la base 7 de <{Fi}>'

1 1en
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3.6 - UNE GENERALISATION DU MODELE DE TUCKER : LE MODELE TUCKERN

3.6.1 - Le modéle TUCKERN

On pose immédiatement le probléme dont Ta solution constitue 1'axe de
ce chapitre et de cette thése.
Soient, comme précédemment :

{pti. une famille d'entiers positifs ;

{ ﬁi“wi)} une famille de n espaces euclidiens de dimensions respec-
tives p. ; .
; A AR .
(ei ) la base duale de E5 3

gl = (e1 ) une base de E., et ¢.
J.‘ 1 1
M. la matrice de Mi par rapport

j
—s|
N,i = Mi et

(E*,¥) 1'espace euclidien des formes n-linéaires sur xE., ol Ta matrice

1‘

=
S

[o¥]]

n
de 7 par rapport & la base ¢ = 8. de E" est N = @ N,
1=l

Alors :

PROBLEME P3

N

Etant donné x « E" et la famille {q;};_, de n entiers positifs tels
que q; < p..
Trouver X< tel que la quantité

I[x=%||  soit minimale (31)

pil

On renvoie a la fin de ce paragraphe la démonstration de 1'existence
d'une solution & ce probléme, pour 1'instant on admet que P3 est bien DOSE.

Définition

Soit x un hypercube de données associé 3 la famille p , et soit x

'!'1:!"1
le tenseur de E* associé a 1'hypercube de données v, alors, faire la

n-ACP de x consiste 3 trouver une solution du probléme P2.
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Dans ce travail on dira que le probléme P3 constitue le modéle de TUCKER
généralisé, et on le note TUCKERN. On justifie en (3.6.2) cette appellation.

Remarque

Bien entendu i1 peut exister des formes n-linéaires plus proches de x
que la forme X, solution du probléme 3. On sait qu'alors elles n'appartien-
nent pas d T'ensemble r . Ceci veut dire que si par exemple y est une de
telles formes :

a) y n'est pas extension canonique d'aucune forme n-linéaire appartenant a un
*
espace de la forme 9 Fi‘

b) y n'est pas de rang inférieur ou égal a Iq1}1€n
c) On ne peut pas transformer les bases des E; de fagon & ce que 1'on puisse
associer les nouvelles coordonnées de y & un n-hypercube de données de
dimensions {q;}. C'est-a-dire on ne peut pas "condenser" y dans un cube

des dimensions réduites {qi}

ien’
Appelons r 1'ensemble de toutes les familles tF } des sous-espaces
des E tels que d1m(F1) =q; -
{{;—‘1}1 0 [ F1. < E; 5 dim (Fl.) = g7 (32)

D'aprés la définition der (22) le probléme P3 peut s'exprimer dans les
termes suivants :

Etant donnés x ¢ E* et {q } trouver une famille {F recum R e <{F }>
tels que la quantité |[|x- x!!v soit aussi petite que poss1b1e Or <{F }>
est un sous espace vectoriel de E*, Te probléme P3 est équivalent aux
problémes d'optimisation :

mi? HX—PrOj<{F.}>(X)H 3\’7 (33)
{FiJEFO 1

max  |[Proj O (34)
(Fler, <P s

car il s'agit d'une projection -orthogonale.
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Toute matrice M. -orthonormee définit un sous espace F de E : 1'espace
<U. >‘51 ; et rec1proquement puisqu'on peut doter tout sous espace F1 de E

d'une base M, j-orthonormée i1 existe Uj e 0p1qi telle que Fs U gi'
Notons alors :
e X od . [UysUnse U ) [ U c 01 (35)
1 i=1 P39 1°72° 27y 1 P;95
on peut écrire :
= {{<ui>£i}i€n [ (UgsUpsetniU ) e ry (36)

Appelons ci d la base de F = <U > définie par les colonnes de la
matrice U et Zs a la base dua]e de F* On a vu en (3.4) que Gc = z
était une base de OF* et ¢(z) = ¢ une base ¥-orthonormée de <{F F=3
la matrice de ¢ par rapport a la base £ de E* &tait B = MU.

Puisque <MU>E = <{Fi}>on sait que la matrice P du projecteur
Forthogonal sur le sous espace <{Fi}> de E, Proj<{F 1s? est :
g

P =p(tNB,"L tay |

donc

muty =

i

o
1]

MU, %.) (37)

n >

1

Si x désigne la matrice unicolonne des coordonnées de x « E* par
rapport a la base ¢ alors (34) peut s'écrire grace a (36) et (27) :

max Il

t )
poeealpdery (M3U5 U (38)
n

n B>

(U 1
Définition
Soit u € Fi> U = (UI’UZ""’Un)' On appelle f 1'application de T
dans R telle que

1

u) = 1@ M o x e
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I C8m305 %) 1 = oo, b )

ce qui met en évidence la continuité de f en u = (u

1,...,Un).

Avec cette définition de f i1 est clair que P3 est équivalent § :

PROBLEME P3'

max f(u) (39)
U€P1

1,U2,...,Un) optimise (39) alors {<Ui>€1§€n optimise (38), et
X dont Tla matrice des coordonnées est (QMiﬂitﬂi)i, optimise (31).

Siu= (0

n
Finalement si n est une bipartition ordonnée de [n] et si X est 1a

n-représentation matricielle de X, On sait que 1'on peut écrire (38) sous

la forme :
max e mu.t,) X (2 u.tum ) (40)
M.U."U. i UiMsllg . . (4
(Ul""’Un) Tt gz T T np i ns
c'est-a-dire :
n
max HMlultUl X UZtUZle{ 1.0
(UpsenasU) NELN

Montrons maintenant que Te probléme P3' (

et donc P3 et tous ses
équivalents) admet toujours une solution.

0 gq est une partie compacte de Mﬂq(p,q).
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Démonstration

Considérons sur an(p,q) le produit scalaire oM. 1 défini pour tous
XetYe M]R(p,q) par :

oy 1 06GY) = tr(Bvn) = tr(any).

Puisque Tes espaces vectoriels Mlq(p,q) et RPY sont isomorphes du Temme 7
du chapitre II on déduit que (MR(p,q),¢M I) et (RP9, Mg Iq) sont
isométriques, donc homeomorphes.

On sait que les fermés bornés de R" sont compacts. Une condition
suffisante pour que qu soit une partie compacte de MDQ(p’Q) est donc
qu'il soit fermé et borné. .

D'une part si X ¢ qu on a

1] = 2 Yy = /3,
oM

b

donc qu est borné.
D'autre part, si X est la limite d'une suite {Xi} de matrices appartenant
a qu’ X =1im {X.}, elle doit appartenir aussi a qu car si ceci n'était

_)m 3 . - - . .
pas le cas dn pourrait certainement construire un voisinage de X, n'incluant

pas des matrices de qu. Alors adh(OM !

M _
, et do est f s
- . pq) = Opq e nc Opq ermé
Par suite Opq est compact.

5] est compact.

Démonstration_

n Mi
Par définition ry = X Op q.
un compact, il en résaT%e qﬂe1rl est compact par la topologie du produit

(on remarque de plus que Iy est métrisable).

Or, le produit cartésien de compacts est

Le probléme P3' et tous ses équivalents, admettent une solution.
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Démonstration

Puisque Ta fonction réelle f est définie et continue sur le compact Iy
il existe U « Iy tel que pour tout u e Iy

ce qui montre que u optimise (39) et qu'il constitue une solution de P3',

3.6.2 - Le probléme de la décomposition d'un tenseur

Ce paragraphe montre que 1'on peut toujours construire une solution
"analytique" de P3 lTorsque les familles {q;} et {Mi} prennent une forme
particuliére. Ce cas particulier donne lieu au probléme que 1'on dit de
décomposition d'un tenseur.

k

Soit X la k-représentation matricielle de x e ¥, et soit rg le rang
de Ta matrice X. Nous considérons Je probléme P3 dans le cas o pour tout
ie [n] Q3rs > et My est la matrice unité (d'ordre pi) ;

¥i cn q; = r, 7 Mi = Ipi.

K Soit (Vk,Uk,Ak) une solution d'ordre ry de 1'ACP du triplet

(X, I

I ) :
k!
q q

k

¢ koK
XX U = M (42)

Puisque on retient tous les &léments propres non nuls il se trouve que :

k
_y Al/2 t
X = Vet (43)
kK k
ot
X =X U U,.

Nous nous proposons de montrer que

Pr0j<{Fi}>(x) = X (44)

e
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od Fi est le sous-espace de Ei défini par les colonnes de Ui ;

Fi = <U1>£i (45)

Si ceci est vrai on a :
”X'Pr0j<{Fi}>(x)l,= 0 (46)

et donc {F1.}1.€n définit une solution du probléme P3.
Afin de montrer (46) considérons les n familles suivantes :

k
Soit Ta famille {Gi} définie pour tout k ¢ [n] par
k E_i si 1Ak
(o

k k

Appelons Vi  la matrice d'une base orthonormée de Gi pir raEport a 51.
t
v

Si 1k= k on prend 5= Ui' On remarque que si i # k Vi 5 = I
car Vi devient orthogonale.

k
Considérons maintenant les sous-espaces <{G;}!> de E*. On sait par (18)

que pour tout k ¢ [n]

k
<{F1}> c <{Gi}> c gF
donc . K
<{F1}> < n <{Gi}>=: G.
k=1

Nous notons ici P, la matrice de Proj k , le projecteur orthogonal
K k <{Gi}>
surk<{Gi}>, et par P la matrice de ProjG, le projecteur orthogonal sur

E<{Gi}>. D'aprés (37) :

-
P
1]

(47)

=
B s 1 &>

-t
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La matrice unicolonne X de coordonnées de x par rapport a la base
¢ de E* vérifie :

Pkf = (@ Ailg

ce qui signifie que Ta k-représentation matricielle de Pkf est :

k k k
(I S t

(E Ai) X Ak = X Ak = X Uk Uk'
Puisque selon (44)

k  k

_ t

X =X Uk Uk
on en déduit que

P X =x (48)

c'est-3-dire

Proj<{éi}>(x) = X

On constate sans difficulte que Tes matrices Pk commutent,alors on sa%t
(voir par exemple [15;341), que :

n
0

Proj. =
S

PYO] of (49)
et !
Pr=PPye.P (50)

Remplagons (47) dans (50), on obtient :

mais, selon (37) la matrice de Proj<{F 1s s'écrit aussi
i
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ce qui conduit a affirmer que

n k
<{F.i}> = n <{G.i}>
k=1
et par conséquent
. . n .k
PFOJ<{F.}>(X) = PrOJG(x) = (ko1 r03<{G.}>)(x) =% (52)
i = i

ce qu'on voulait montrer .

i
Alors, si q; = rang(X) la famille {Ui}ien’ ou Ui est définie par
1'expression (42) constitue une solution du probléme P3.

Reprenans 1'équation (52). D'aprés (51) elle peut s'écrire

(8U;) (8 Upx = x (53)

Puisque dans notre cas la matrice B de ]a base ¢ de <{Fi}> par rapport
d la base ¢ de E* devient :

B =8 Ui
on sait que

(@ fux = h (54)
représente la matrice unicolonne des coordonnées hj . . de x par

1J2-..Jn
rapport a Z.Notons x1.11.2 ; les coordonnées de x re?atives d £ . Alors,
<. 1p

en développant (54) on coﬁétate que :

k ) ) Ji
ol ui j dénote le réel [Uk]i .
kY k k
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En remplacant (54) dans (53) on obtient :

(8 U)h = X (56)
qui s'écrit :
9 99 q
T e
1 2
(57)

Cette expression montre que si les n matrices U sont les matrices des
vecteurs propres correspondants aux valeurs propres non nulles de t X X,
et si les composantes de h sont définjes par 1'équation (55), on peut
décomposer le tenseur x ¢« E* selon la forme décrite par (57).
C'est-a-dire que si pour tout k « [n] q, = rang(X) alors la famille
{Uk}kEn définie par (42) et le cube de données h défini par (55) consti-
tuent une solution du probléme de décomposition suivant :

PROBLEME P4 (de décomposition)

Soient {p1.}1.En une famille de n entiers positifs et X Un n-hypercube

de données associé a la famille {pi}. Trouver :

1- une famille d'entiers positifs {ri}ien
2- un n-hypercube de données h, associé & {ri}, et
3- une famille {Ui}ien de n matrices orthonormées (

tels que :

t -
UU; = Iri)

) € X [p.:]
' “geq T

¥(iyaip,...,]

r rs g

Xi i ; 5.2 Lo I Uy s U; ¢ ...U; 2 h.
1'2°""'n j1=1 j2=2 j =

On remarque que, d'aprés (55) la solution de P4 que nous présentons
détermine h par {Ui}' La solution du probléme de décomposition est donc

complétement déterminée par la famille de matrices orthonormées {Ui}ien‘
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Reprenons maintenant le probléme P3, et supposons que la famille {q Is
donnée a priori contient au moins un indice k e [n] paur Tequel
Qg <y = rang(X). Associons & la solution {U } du probléme de décompo-
sition de x la famille (0. }1 n ol U est la matr1ce des q; premiéres
colonnes de U La matrice Uk’ a1ns1 définie, ne vérifie pas 1' équation
(44), et en consequence (48) n'est pas vérifiée non plus. La partie gauche
de (46) devient strictement positive et la décomposition décrite par
(57) n'est plus valable : on ne peut donc garantir que {U1}1 n SO1t une
solution du probléme P3 (modéle TUCKERN). D'ailleurs, on présente enfin
de chapitre un contre-exemple montrant que si n > 3 elle ne 1'est pas,
en général.

Dans la mesure ol q; est oroche de r; on peut considérer que {U i
constitue une approx1mat1on de la solution de P3. Sans Juger pour autant
de la qualité de cette approximation on 1° utilise cependant dans le paragraphe
suivant.

Sin =3 le probléme P3 rejoint le modéle proposé par L.R. Tucker en
1966 [Tucker, 1966, page 291] et {Ui}ien coincide avec 1'approximation
présentée par Tucker & la solution de ce modéle. C'est pourquoi nous
appelons au probléme P3, le modé&le TUCKERN ; et a {U } 'approximation
de Tucker & la solution de TUCKERN.

3.6.3 - La solution du modéle TUCKERN. L'algorithme TUCKALSN

3.6.3.1 - Une condition nécessaire : le systéme S2

On montre dans ce paragraphe que si u = (Ul’Ug""’Un) optimise 1'expres-
sion (38), équivalente au probléme P3, les n matrices U doivent vérifier

simultanément les n équations de diagonalisation du systeme $2.:

On a vu en 3.6.1 que Te modéle TUCKERN &tait équivalent au probléme
d'optimisation
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max e
(Ul,...,Un)eFl i

n s

M Uy Ul (58)

D'aprés (41) pour tout k « [n] cette expression est équivalente &

K
Kk t .k
max M S X, fu g

(Ul,...,Un)efl N ,Nk

c'est-a-dire 3 :

k k
max trMy, U, x uktuAmkyknkyktyk x UEU M)
(Ul,...,Un)El"l
ou encore a :
k k
max tr(tUE x (@ uluy) XUy (59)
(Ul,...,Un)el‘1 k

car, par définition N, = M;l et tU1.M1-U1-= I.
k k

La matrice ~ X (E Us U ) X est symétrique et la quantité exprimée par
(59) est indépendante du k choisi. Alors, si u = (Ul,UZ,...,Un) optimise
(59), d'aprés la proposition 1 du chapitre II chaque matrice Uk doit
satisfaire 1'expression :

t

g koot k
@ UT) X NMD = My

On a donc 1a :

Siu=(U 1, o3 vesU ) €T définit une solution du probléme P3,
les n matrices U do1vent résoudre simultanément les n expres-
sions du systeme :

k k
52 { tx (au.tu, 1) X NMU= MU (60)
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3.6.3.2 - Résolution algorithmique du systéme S2
3.6.3.2.1 - Un changement de base pour simplifier les calculs.

Afin de s1mp11f1er 1'écriture et les calculs qui suivent nous changons
les bases &' des E de facon & ce que les matrices des produits scalaires
M et v définies sur E1 et E* respectivement soient les matrices unité.

Puisque M » 1a matrice de M; par rapport 3 la base g est symétrique
et positive on peut trouver une matrice K » hon singuliére telle que

M_i = KiKi

Soit c une nouvelle base de E scelle définie par les colonnes de (Ki)_l.

La matrice (K ) -1 permet donc de passer de la base ¢! a T'ancienne base ¢’
de E1 De p1us la matrice de M, dans 1a nouvelle base g devient :

=1 _ ty=1 ¢ -1
; i & K K1K1K1 = I.

Puisque ' est une base de E » C; est la base duale de E et en consé-

n -
quence, ¢ = 01 ¢; est une nouve11e base de E*. D aprés (?.3) Kil étant
5 o)

la matrice de passage de c d £ la matrice de passage de ¢ & £ s'écrit :

(11

n s

i

t

Notons K = ( 9 K )> on sait donc que “K est Ta matrice dont les colonnes

définissent 1es coordonnees des vecteurs de ¢ dans la base £ de E*

La matrice du produit scalaire n par rapport a cette nouvelle base
devient :

Eetion teo= ol b o k(@%kk) ™ to= kel Bl byl

D'autre part la matrice unicolonne X des coordonnées de x ¢ EF par rapport
d £ permet de calculer les coordonnées de X rapportées i ¢

k)71 x (61)
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En résumé, la transformation des coordonnées du tenseur x selon (61) raméne

la formulation du probléme P2 3 une forme simplifiée ou Mi = Ip_ etN=1.
Les matrices Ui sont alors des sections verticales de matrices 3rthogona]es

U, € OI . Le probléme P3 s'écrit alors :
1 piqi
oot
max (@ usu.)x (62)
(Ul,...,Un)eI‘1 i=1
et Te systéme S2 devient :
(T U = Uy (63)
k k
C ot
ou T = xaut x,

Ay est la matrice diagonale des q) Premiéres valeurs propres de Tk’ et

3.6.3.2.2 - L'algorithme TUCKALSN

On décrit ici un algorithme destiné & construire une solution du systéme
S2. L'analyse de sa validité est traitée au paragraphe suivant.

Par simplicité et puisque on ne risque pas d'ambigui‘té on écrit dans
Ce paragraphe r au lieu T'ys et on adopte les notations suivantes :

Notations : Soient 0 < n < m. On note :

a) %n; (R) le sous ensemble de,g;(R ) (1'ensemble de matrices réelles
symétriques semi-définies positives) dont les n premiéres valeurs propres

sont toutes distinctes et positives. On le note aussi S;n.

b) Si X ¢ S;n on désigne par Vn(X) la matrice des n premiers vecteurs
propres de X. Vn(X) est Ta seule solution de 1'expression :

XV (X) =V (X)A
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On définit ainsi Vn en tant que fonction de S; dans Opn €t en tant

qu'application de S;n dans Onn -
On note Vn 1'application définie par :

. +
Vn : Smn(ﬂi) > Omn

X - Vn(X).

Or on dit qu'une fonction h de A en B est bien définie dans un point de
A si ce point appartient au domaine de définition de h, on peut dire donc
que la fonction Vn est bien définie en X si X appartient 3 S;n ;

PROPOSITION_6

. . +
La fonction Vn est continue sur Smn'

Démonstration : sgit x st .
mn

Les valeurs propres de X sont les zéros de son polyndme caractéristique.
Puisque les zéros d'un polyndme varient continuement par rapport aux coef-
ficients, les valeurs propres varient continuement par rapport a X.

Le vecteur propre normé u de X relatif & la valeur propre ) étant la seule
solution de 1'équation

(X=A)u =0

la fonction qui fait correspondre i X ses vecteurs propres normés est
continue en X.

Soit x ¢ E, u = (ul,uz,...,un)e I et k e [n]. On définit 1'application
Tk de r dans 57 (R) par :
"k

. +
Tk P T > 8, (R)
k
k k
u- % (e v, tuy) X
P R
k k

o0 X est la k-représentation matricielle de X et Py = rang(X).
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Remarque 1

Sivs= (vl,vz,...,vn)e I ne différe de u que par 1a k*M¢ coordonnée
on a :

Tk(u) = Tk(v).
Tk(u) ne dépend pas de la kéme composante de u et 1'on peut écrire :
Tk(u) : Tk(ul,uz,...,uk_l,',uk+1,...,un) (64)

Remargue 2

Tk est continue dans r.
Soit k € [n]. Notons Fk la fonction de I dans r définie par:

F :T>rT
k

u=(u1,u2,...,un) - (ul,uz,...,uk_l,qu(Tk(u)),uk+1,...,un)

Fk remplace la kéme composante de u par la matrice Vq (Tk(u)) des a

premiers vecteurs propres de Tk(u). &
On écrit u; au lieu de Vo (Te(u)), et V au Tieu de Vo, s'i1n'y a pas
k

risque de confusion. Cela" donne :

Fk(ul’UZ""’un) = (ul,uz,...,uk_l,u;,uk+1,...,un) (65)
Remarques

1- Fk(u) ne dépend pas de la kéme composantes de u.

2= Fk n'est pas définie pour tout uer car Vq n'est pas définje dans

tout s* (R). y
Py

Définition

On appelle F la fonction de T dans T définie par :
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Remarques : F n'est pas définie dans tout r car les Fk ne le sont pas.

Le domaine de définition de F, que 1'on note D(F), est constitué
par tous les u de r tels que :

T (u) ¢ st
1 P1a; (66)

I O —

T (( Fi)(u)) e 57 ¥k € (2,...,n)

i=k-1 P9k

c'est-a-dire par tous les points od les matrices des vecteurs propres
sont définies sans ambiguité car elles sont associées 3 des valeurs
propres distinctes.

*

Remarque : En général F(u) # (ul,ug,...,u;) (67)

La fonction F est continue sur p(F).

Démonstration

Si F est définie en ue T les n expressions de (66) sont toutes vérifiges.

Elles garantissent que Vq est continue en Tl(u) et que pour tout k ¢ {2,...

V_ est continue en . T, (( o F:)(u)). Ce qui veut dire que Fi est
A K akap

1
continue en u, et que Fk est continue en (. Fi)(u). F étant la compo-
sition des fonctions Fk’ F est continue en1ﬁ¥-l

Notons F(n) la fonction qui résulte de composer n fois la fonction F
par elle-méme.

Définition

Soit U, un élément de T tel que F et F(n) soient bien définies en U,
La suite {ui}ieN définie par u, et par la formule de récurrence

Uspp = Fluy)

N}
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est une suite d'éléments de T. L'algorithme qui construit une telle suite
est nommé TUCKALSN.

Cet algorithme est une généralisation de 1'algorithme TUCKALS3 de
Kroonenberg et de Leeuw.

Puisque r est un compact on sait que la suite {ui}ieN admet au moins
un point d'adhérence. Nous montrons au paragraphe suivant que tout point
d'adhérence de cette suite est une solution du systéme S2, et un point
stationnaire (non minimum) de la fonction f.

3.6.3.2.3 - La pertinence de 1'algorithme.

Avant de montrer que tout point d'adhérence de notre suite est une
solution du systéme S2 i1 nous faut présenter les trois propositions sui-
vantes :

Si F est bien définie en u <r alors f(F(u)) = f(u).

Démonstration

Soit k « [n] et ver tel que Fk soit bien définje en v.
Les définitions de f et Fk et le Temme 4 du chapitre II permettent de
vérifier que :

k
t, tk £
f(v) = tr(ty, X(g Vi) XY
et que
t, t K t k
F(F(v)) = max tr("Z *X (8 V Vi) X Z)
Zeo g 1

P
alors, pour tout k dans [n]

FF(v)) = f(v) (69)
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Puisque u appartient au domaine de définition de F 1'expression (69)
permet d'écrire :

1 1 1
F(F(u)) = £(( o F.)(u)) = FFL(C o F)(u)) > F(( o Fi)(u)) 2
i=1 i=n-1 i=n-1
« 2 f(Fl(u)) > f(u). (70)

Ce qui prouve qu'en ce point u de r
f(F(u) = f(u).

Remarque
Si Uy eret si 1'on peut construire la suite {ui}ieN on vérifie que
pour tout i ¢ N

f(ui+l) 2 f(ui) (71)

Soit u er tel que F est bien définie en u et en F(u).
Si f(F(u)) = f(u) alors F(F(u)) = F(u).

Soit un tel u. u = (UpsUpsenisu )e T o, ¥i e n Us e Opiqi'

Appelons v

i
-n
—~

=
S~—

= (Vl’VZ""’Vn) ; et
w=F(v) = F(F(u)) = (wl’WZ""’wn)'

v et w sont aussi des é&léments de r. On considére donc que f(v) = f(u)
et 1'on se propose de montrer que v = w.

Soit vos (o Fi) (W) = FL(oo FylF (). )

d'aprés la définition des Fk
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J ),

vy = (Vl’VZ""’Vj’ uj+1,...,un

Vg = V(Tj(vl,vz,...,vj_l,',uj+1,...un)). (72)
L'expression (64) permet d'écrire

vy = V(Tj(vl’VZ""’Vj-l’vj’“j+1""“n))
qui, remplacéeen (72) conduit & 1'identité :

Vi = V(Tj(vj)) (73)

et 1'on remarque que v. appartient 3 o tandis que v¥ est un é1ément

J Psq.
de T. JJ

On déduit de la définition de vJ que

v = F cFo(Fp(u)).l) = Fu) = v

n(‘

Les expressions (69) et (70) assurent pour j > k :
Filv) = f(vj) > f(v
Aussi 1'égalité de f(v) et f(u) implique t'elle pour tout j ¢ [n]

FOv) = Fu) . (74)

1

. ~ 1
Considérons u et v*. y = (ul,uz,...,un) et v’ = (vl,uz,u3,...,un).

L'expression de f en u :
Flu) = 1(auy Pux| 2
(u) = [1(® uy Fu)x

peut étre mise sous la forme :

1 1
f(u) = tr(ttﬁtx(? tqtui) Xup) = tr(quTl(.,uz,...,un)ul) :
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de méme en v1

1 1

1 E. t
) = tr( Vi X(? Uy, ~Ug)X Vl) = tr(tvlTl(.,uz,...,un)vl)

Py i
Puisque par (74) f(u) = f(vl) et puisque v, est la matrice des 9

premiers vecteurs propres de Tlé,uz,...,un) le Temme 3 du chapitre II
garantit 1'existence d'une matrice orthogonale S1 telle que L ”151'

Supposons maintenant qu'il existe pour tout j < m une matrice orthogonale
Sj telle que vj = uij. Nous allons montrer qu'il existe aussi une matrice
orthogonale Sm telle que Wiy = ”msm :

Considérons u

m -
(U1QUZ,-o.,un) et V - (Vl,...,Vm, Um+1,...,un).

m m
= & t
Tm(u) = "X (g Ui ui) X
m m-1 n m
E t t

TOM = (8 v.vya( a u. u,) X

m i=1 ' 1 j=mel T
Puisque pour tout i <m

t te  t t

Vi v o= u, S1 Si Uy = u; u,
on obtient

() = 1 (™
D'aprés (73)

_ m

Y = V(TR (v7)),
donc

L V(Tm(u)) (75)
On sait par (74) que f(u) = f(v'), qui s'écrit

tr(u T () u) = te(t T () v ) (76)

m m m m m m



"

Les expressions (75) et (76) nous permettent & nouveau d'appliquer 1le
lemme 3 du chapitre II et d'en déduire 1'existence d'une matrice ortho-
gonale Sm telle que

I1 existe donc pour tout i dans [n] une matrice orthogonale Si telle que
Vi = Uisi.
Nous définissons wY 3 partir de v de facon analogue & la définition de vJ

a partir de u. Alors

On montre maintenant que W, = Vi Pour tout m ¢ [n].
On sait que

W= V(T (W) et Vo = V(T (V™) (77)

Puisque Wy = ViRi et V= uiSi pour tout i € [n], on obtient :
T =T (™ =T () (78)

Or F est bien définie en v on sait que Tles I premiéres valeurs propres de
Tm(u) sont toutes distinctes. On peut donc utiliser les expressions (77),
(78) et le méme lemme 3 pour montrer 1'égalité de w, et Vige

Dire que Wi = Vs ¥ie [n] c'est dire que v = w. Ce qu'il fallait montrer.
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Le systéme S2 est équivalent 3 1'équation de point fixe

u=~F(u) surr .

Soit u = (ul,uz,...,un)e I tel que u = F(u).
Puisque Fk modifie exclusivement 1a kM€ composante de u et laisse
toutes les autres inchangées on voit que :

1 -1
u =F1(U)=u, u =F2(u)=u;_..;un=Fn(un ):u

danc, 1'expression

k

U = V(T (u9))

peut s'écrire :

Uy = V(T (u)),

sous forme développée :

k # k
X (E us ui) X Up = Uphg
ol A est la matrice diagonale des Q) premiéres valeurs propres de Tk(u).

Cette derniére expression et (63) montrent le résultat.

t

Remargue

Si dans 1a suite {ui}ieN bien définie par UyeT 11 existe un entier n tel
que f(un_l) = f(un) on sait par la proposition 9 que F(un) =u, et par la
derniére proposition que u est une solution de S2. Dans ce cas

u, = F(un) =u = u

n+l N2 e
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c'est-a-dire pour tout i > n U; = u . Le seul point d'adhérence de 1a
suite {ui} est alors Up- En d'autres termes s'il existe n tel que
f(u n- l) = f(un) la su1te {u } <N €St convergente et si u est son point

limite u résout le systéme SZ ; de plus u = Up,-

Puisque T est compact la suite {u. }1 N & au moins un point d'adhérence.
Les points d'adhérence de {u. }1 N vérifient la :

Soit la suite {u1}1 N d'éléments de I construite i partir de Ug
d 1'aide de 1'algorithmé TUCKALSN. Si F est bien définie dans
un point d'adhérence u de cette suite, 1'&lément F(u) de T est

une solution du systéme S2.

Démonstration

Soit u un point d'adhérence de {ui}. Considérons les deux suites

ieN®

(Flug)dioy et (F(F(u))dsy

On sait que f est continue en r et puisque F est définie en u, F est continue
en u. (i) est donc point d'adhérence de (f(u )}1€N et f(F(u)) est point
d'adhérence de {f(F(u 1))}1€N On a vu en (71) que

flu,g) 2 fu,)

ce qui montre que les deux suites considérées sont croissantes. Toutes les
deux sont convergentes car elles sont bornées par ma¥ f(u). Par suite
f(u) et f(F(u)) sont Teurs seuls points d'adhérence, donc Teurs points
Timites. De plus 1' inégalité

Flug) < F(F(u)) = Fu )

implique 1'égalité
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La proposition 9 permet d'affirmer que F(u) = F(F(u)) et donc que
F(u) est une solution du systéme S2.

Si F est bien définie en tout point d'adhérence de {“1}15N’
alors

¥e >0 Jne N tel que HF(un)-unli < e

En d'autres termes, avec 1'algorithme TUCKALSN on peut s'approcher d'une
solution de S2 d'aussi prés qu'on le désire.

Démonstration

Soit u un point d'adhérence de {ui}ieN et v = F(u). Or v est aussi un point

d'adhérence de la suite par proposition précédente on sait que v = F(v).

Soit V(v) un voisinage de v. La continuité de F en v assure 1'existence
d'un voisinage v'(v) < v(v) tel que

(x e 7' (v)) = (F(x) « 7(v)).

D'autre part F &tant continue en 3 on peut trouver un voisinage v(u) tel
que
(y e 7(U)) = (F(y) e v'(v))

Mais, puisque U est un point d'adhérence de la suite fus} 11 existe
neN tel que U1 € V(u), donc, tel que F(un_l) e V'(v) et tel que
F(F(un-l)) e V(v).

Puisque on a choisi v'(v) < V(v) i1 existe donc un n pour Tequel
F(un-l) et F(F(“n-l)) appartiennent tous les deux a V(v) 5 c'est-a-dire
tel que u, et F(un) appartiennent a v(v).

La proposition 12 étant démontrée, on peut affirmer que la suite

{ui}ieN conduit toujours a au moins une solution du systéme S2.
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Nous nous proposons maintenant de vérifier que toute solution de S?2
définit un point stationnaire de Ta fonction f :

Définition

Soient A une partie de D?n f, 912995+ - 59, (m < n) des fonctions
de R" dans R différentiables en A ; et soit

={XxeA| ¥iem gi(x) = 0}.

On dit que Xy € B est un point stationnaire de f en B s'il existe m réels
Ay tels que

vf(x ) =

. A 795 (x,) (79)

II.M =

i=1

Remarque :
L'expression (79.) peut s'écrire

1]

<

—
o~ 3

ou vf(xo) représente le gradient de la fonction f ay point Xo

Tout u e T tel que u = F(u) est un noint stationnaire de f enr .

n
Soit u = (u UpsUy, ...,un) un élément du produit cartésien X MIP (p 1.,<'41.),

et ¥ la fonction & valeurs réelles définie sur ce produ1t =l par

n
4' Q U t“j)i”ﬁ' On a pour tout k dans [n] :

2L |
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k k
2 t t t
flu) = tr( Uy (2 uj ug) Xoup) =
Pr. P P Py q q n [ PR |
= ... I (,: LI gl ..zn (nm u? j u? j, )X L n)2 (81
11=1 1n=1 11=1 1n=1 1-1 Jn=1 k=1 "kYk 'kYk

Puisque f coincide avec f dans r » 1'expression (81) montre que Tla fonction
f peut &tre vue comme une fonction réelle définie et différentiable en

i z
tout point de 1 m nzi=1 piqi

D'aprés sa définition 1'ensemble I est déterminé par les n équations
matricielles :

tukuk =1 (ol k e [n])
no2
équivalentes aux ¢ eh équations :
k=1
k L
i 953 = (121 Uig Uig)=8550 = 0 (82)

ke Inl 5 JeIq et j'e [qp].

(82) montre que les fonctions réelles gk o sont, elles aussi différentiables
en tout point de A. On définit 1° ensemb]e B par

=lue Al Ve n, detal, 3 [d ofy) = 0
no2

et 1'on remarque de plus que p, < 95 implique =z 9 <
i=1 i

™S

1 P;d;-

Les conditions de 1a derniére définition étant toutes satisfaites on
peut déterminer les points stationnaires de f en B, c'est-3-dire les
points stationnaires de f en r .

Pour toute fonction scalaire h définie sur M (m,n) et toute matrice

_ ) _3h
C e Mp (m,n) on note —U h Ta matrice de terme qé e rique (3¢ h)ij = 33;3 .

Cette notation permet d'écrire 1'expression (80 ) & 1'aide des n équations
matricielles :
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5 £t t K 5 E
Uy (tr("u, X (e Uy u3) Xoup)) = EUE (tr (L, ( uu-I)))
ok 3E9 L
o, L, est Ta matrice (Xas)an des multiplicateurs de Lagrange corres-
k JJ’J eqk

pondants aux fonctions g?T.

k k
Posons Tk = tX(Q us tu1.)X . Les n équations de (82) s'écrivent :
3 t _ 3 t
EU; tr ( U Tk u,) = Sﬁi'tr( ukukLk) (84)

ol Tk et Lk sont des matrices indépendantes de Uy -
On peut alors appliquer la formule
= tr ("xaxB) = (axe+taxts)

démontrée par Mc Donald et Swaminathan [14;47]1 aux deux membres de (84).
Elle donne pour tout k « [n] :

t B t
Tk uk + T uk = uk Lk 4 uk

k Ly

soit du fait de la symétrie de Tk

_ t
(2Tk)uk = uk(Lk + Lk).

ou encore en notant Dk la matrice symétrique-% (Lk &2 th)

Tkuk = uka.

UeT est donc un point stationnaire de f en r s'il existe n matrices
symétriques Dk telles que

(85)
Puisque Tes matrices Ak des plus grandes valeurs propres de Tk sont diago-

nales, donc symétriques, on peut affirmer que toute solution u = (ul,uz,...,un)
du systéme S2 défini en (62) est un point stationnaire de f en I
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La proposition 13 étant montrée, nous faisons quelques remarques sur
les points stationnairesde f et Jes solutions du systéme S2 et du probléme
P3.

Soient u = (ul,uz,...,un) et v = (Vl’v2’°"’vn) deux éléments de r .

On dit que v est une transformation orthogonale de u (et vice versa) s'il
existe des matrices orthogonales Si telles que vy = uiSi. On précise que
cette transformation orthogonale est non triviale Torsqu'il existe i ¢ [n]
tel que Si £ 1.

Remarque 1

Lorsque u = (ul,uz,...,un) est un point stationnaire de f en r i1 existe
des matrices orthogonales S; telles que 1'élément v, défini par Vi = uisi
soit un point stationnaire de f en T vérifiant le systéme

53{ Tkvk = Vi (86)

ou Tes Ay sont des matrices diagonales.
En effet, Dk est symétrique et peut se décomposer en Dk = SkAk tSk
ou Sk est orthogonale et A, diagonale.

Remplagons ceci en (85) et post-multipliant par Sk' On obtient :

- t =
La transformation orthogonale v de u définie par v, = ukSk est donc un
point stationnaire de f en T du type indiqué par (86).

Remarque 2

La condition (85) de point stationnaire n'exige pas que les matrices Dy
soient diagonales. Par suite la proposition 12 n'admet pas de réciprogue :
un point stationnaire n'est pas nécessairement une solution du systéme S2
(ni de S3).
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Remarque 3

Une transformation orthogonale non triviale v d'une solution u du systéme S3
n'est en général pas une solution d'un tel systéme si Ta matrice diagonale
Ay ne contient pas des valeurs propres multiples.

En effet, dire que v définie par v, = ukSk est solution de S3 c'est dire
que

T (u.S,) = us

K(USE) = U S,

avec 4, diagonale et Sk orthogonale. Mais, on sait que :
TS = TSy = (ua)s,

on doit donc avoir
UMk = Uiy

c'est-a-dire

1

S = 5. (87)

Mk
Trouver une matrice diagonale Ay vérifiant (87) est impossible lTorsque 1la
matrice diagonale A est a termes distincts.

S2 est de la forme S3. On peut donc faire Ta méme remarque & 1'égard
de S2 :

Remarque 4
Les transformations orthogonales non triviales d'une solution de S2 ne

sont en général pas des solutions de S2.

Remarque 5
Il n'y a pas unicité des solutions du systéme

k
82 ¢ {*X (E us ui) Xup = U Ay -
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On présente dans 1'annexe ] Page 1 un exemple. Dans le cas :
n=3;p1=p2=p3=3;q1=q2=q3=2.

2
La forme trilinéaire x est définie par sa 2-représentation matricielle X.
On vérifie que u = (“1’U2’U3) constitue une solution de S2 : chaque Us
est la matrice des deux premiers vecteurs propres de Ti(u).

De méme v = (vl,vz,v3) est une solution du systéme S2 : chaque Vi est la
matrice des deux premiers vecteurs propres de Ti(v).
L'annexe présente aussi les matrices diagonales Ay et A) correspondant aux
deux solutions ainsi que les valeurs de f(u) et f(v).
On constate que :

3- ¥i ¢ 3 A et A; ne présentent pas d'éléments multiples. Donc,
on ne peut pas passer de u d v par des transformations orthogonales,
de plus

4- 5.82 = f(u) # f(v) = 5.94.

Remarque 6

Toute transformation orthogonale d'une solution ue T du probléme P2 dans
la version exprimée par (58) est aussi une solution de P3 : les solutions
du probléme P3 ne sont pas uniques.

Remargue 7

Nous avons montré qu'une suijte {ui}isN bien définie par Uy €T nous conduit

d une solution du systéme S2, qui est bien définie si le point Uuj e T
vérifie les n conditions exprimées dans (66) dont 1'objectif est de dé&finir
de fagon unique Usiq d partir de us. Ces conditions sont satisfaites sj
T'on n'obtient pas des valeurs propres multiples lors du processus de cons-

truction de u IT s'avére improbable en pratique d'obtenir des valeurs

i+l°
propres multiples. Aussi 1'algorithme TUCKALSN converge-t-il presque toujours.
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Si 1'on obtient des valeurs propres multiples lors du déroulement de
TUCKALSN 11 convient de choisir un nouveau point initial U, et reprendre
le processus.

I1 est important cependant de préciser qu'on n'a jamais été obligé de
recourir a cette action de sauvegarde lors de nos expérimentations, car
on n'a jamais rencontré un pareil cas. Ceci ne signifie Pas pour autant qu'il

ne puisse pas se présenter.

L'algorithme TUCKALSN fournit alors des solutions pour le systéme S2.
IT existe au moins. une solution de S2 qui constitue une solution du modéle
TUCKERN (probléme P3). Le probléme P3 est donc résoly Torsque 1'on dispose
de toutes les solutions de S2. Cependant 1'algorithme TUCKALSN ne prétend
pas fournir une liste exhaustive de toutes les solutions.

Dans Ta pratique on construit 3 1'aide de 1'algorithme TUCKALSN
initialisé en Uye T un point U e solution de S2 et point stationnaire de
fenrT tel que

L'initialisation de 1'algorithme est arbitraire, mais lorsque 1'on
utilise & 1'instar de Kroonenberg et de Leeuw "1'approximation de Tucker"
comme point de départ on choisit une stratégie présentant deux avantages :

1- la solution fournie par TUCKALSN dans ce cas est au moins aussi bonne
que celle de Eucker.

2- Si Qg = rang(X) ce point initial fournit d'emb]ée 1'optimum de Ta
fonction f sur 1'ensemble r.
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3.6.3.2.4. - La solution rapportée i la base de départ

Dans le paragraphe 3.6.3.2.1 on a changé la base £ de 1'espace E* en la
base ¢ de fagon & ce que les matrices des produits scalaires M; ety devien-
nent toutes des matrices unité : les coordonnées de x ¢ E qui était définies
par la matrice unicolonne X se sont transformées dans la nouvelle base

z (¢ = gCi) en :

On a présenté dans les paragraphes 3.6. 3 2 2. et 3.6.3.2.3. la solution
de notre probléme exprimée dans les bases ; de E et ¢ de E*. La famille
optimale {F } eta1t définie par les vecteurs dont les coordonnées par
rapport & ]a base c1 const1tua1ent les colonnes des matrices U Par
rapport aux bases originales £' ces vecteurs sont exprimés par 1es matrices

car K 1 est la matrice de passage de la base c a la base g de E La
fam111e optimale s'écrit donc {<K 1U > .},
i den’
Notons x' Ta matrice unicolonne des coordonnées de % par rapport a la
base ¢ , et_&, la matrice des coordonnées de X par rapport d la base ¢ de

départ. On a :
x= Kk
Puisque :
5: = Utﬂ .)El
on a de plus :
x = 0%k (88)
Remarque 1 M
= i
V,l € Opiqi car
t,,~1- 1= te o
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Remargue 2

Puisque U = (Ul,UZ,...,Un) est une solution du probléme simplifié a
métriques unité on vérifie que :

k k
tl THRST] o=
X (E 0.%,) x* = O,
mais
k k
[ t-l -1
X' = (E KiT) X K
alors on peut écrire :
tel b g gl @0.%,)a ! Xl 0, = 0a
k i i i i k "k = “k'k
k k k
e Nat, . oxT =%, 0, n, =M T 4
i i k=~ "k "k7k k "k k

ceci montre, du fait de la remarque 1, que Vv = (Vl’VZ""’vn) est bien
une solution du systéme S2 exprimé dans des métriques générales.

En conclusion si (UI’DZ""’Un) et.é' définissent 1a solution du probléme
simplifié (métriques unite), (V,,0,,...,7,) oa 75 = K1 0, et & = kX'

constituent la solution du probléme général P3 et de tous ses équivalents.

3.6.4 - Quelques propriétés de la solution

Dans ce paragraphe on abandonne les notations de 3.6.3 et 1'on revient
aux notations initiales :

. . = *
X est la matrice unicolonne des coordonnées du tenseur x < E* dans la base ¢;

u = (UI’UZ""’Un) ¢ Ty désigne 1a solution du probléme P3' et

{?i} est la famille de sous-espaces vectoriels qu'optimise la version de
P3 exprimée par (34).
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3.6.4.1 - La qualité de la représentation.
Définition
Soit x ¢ EX et E' un sous espace vectoriel de E*. Le réel
AX)/E" = lprogg. (x) 12/ 11x112

est appelée la qualité de la représentation de x par le sous-espace E'.
Q(x)/E' est le cosinus carré de 1'angle entre x et ProjE,(x).
Q(x)/E' est compris entre 0 et 1, i1 prend Ta valeur 1 si et seulement si

X =Proj(x) ; c'est-a-dire si et seulement si x < E'.

Soient comme auparavant <{Fi}> < E¥ 1'extension canonique de 0?: , et
R:Proj<{F.}>(x). Le sous espace <{?i}> = F* reéalise 1'optimum de :
i

Erp:;go I2rojg  (x)II

alors
*

VE' € T Q(x)/E' < @(x)/F

Nous appelons @(x)/F*1a qualité de 1a représentation globale de la n-ACP
de x.

On la note Q(x) :

e lmié
e(x) = a(x)/F" = —s (89)
11
Naturellement
0 <@(x) =<1

Nous nous proposgns d'expliciter une autre borne supérieure de 9(x).
Soient k e [n], X 1la k-représentation matricielle du tenseur x « E¥, et
N" =8 Ni' De fagon & ne pas alourdir inutilement les notations on traite
le ca§ k=n, la démarche suivie reste en effet valable lorsque k # n,

aux adaptations de notation prés (Justifiées par 1'isomorphisme défini en
3.3). On suppose de plus pour tout k « [n] que :
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k
k
rang(X) = q et que p~ > p,.

Soient les sous espaces Gi définis par :

Posons :
* * P L
G = ﬁ Gi sy F = Gk y et F7 o= Ek'

On vérifie alors que :
G" 8 F" =" ;
<{Gi}> = <G,F'>.

X € E*peuE alors étre interprété comme un tenseur de G* @ F*, de matrice
associée X. D'aprés 2.4.4

; 2
m?§ “Pr°J<G,F'>(X)“N = tr(a)
OE A est la matrice diagonale issue de 1'ACP d'ordre q, du triplet

(X, Nk, Nk) et F' dénote un sous espace vectoriel de F de dimension i
en particulier :

’ 2
lorod g p G < triy). (91)
D'aprés (90) et (18)

<{|E,i}> c <{G'i}> = <G,F'>

ce qui implique :

IA

HP‘Y‘O\]-<{?1'}>(X)HN HP'Y‘OJ<G’F'k>(X)HN

donc

IA

IPros, &, (0IIZ < tr (ak).
1
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Aussi a-t-on pour tout k dans [n]
oy 2
HXHN < tr(ak), (92)

c'est-a-dire
I8l tr(ey)
7 ST
1Al lIxl

Avec les notations de (II.76) et (89) on peut écrire :

Yk e [n]  @Q(x) <@ (X),
donc
Q(x) s min {g_ (X)} (93)
ke[nl Ik
ol @ (x) désigne la qualité de la représentation de 1'ACP d'ordre Qi
du tr%p]et (X, Nk, Nk).
Ceci montre que la qualité globale de la représentation de la n-ACP de
(x,ﬂNi) est inférieure ou égale d la qualité de la représentation issue

de 1'ACP de n'importe quel triplet (X, Nk, Nk) (k € [nl).

Considérons maintenant une bipartition ordonnée n définie par la
permutation o et 1'entijer ny < n.

1 1 2

Sojent E°, E2, N", N7, pl, p2, ql, q2 les éléments définis avec les

notations du paragraphe (3.1).

1

En appliquant le raisonnement précédent a E* @ E2 on vérifie que :

n
Ax) <@ 2 (X)
q

ce qui permet d'écrire :

.
Q(x) < min {Q 2(X)}‘
n q
et qui montre que la qualité de la représentation de la n-ACP de <X’9N1)
est inférieur ou égal & celles issues de 1'ACP de n'importe quelle n-repré-
sentation matricielles de y . (94)
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On remarque que 1'expression (93) est un cas particulier de (94)
caractérisé par ¢ défini en (11) et ny = n-1. On résume ces résultats par
la chaine d'inégalités

) n k
0 < max {gQ(x)/E'} = Q(X)/<{Fi}> = @(x) < min ¢ 2(X) sming_ (X) <1
E'er, noq k9

3.6.4.2 - L'emboitement
On reprend le probléme P3 (version P3'). Soient :

PPt 3 Q= Ay, et = (o,

trois familles d'entiers positifs telles que
¥i ¢ [n] q% < Qi < py (95)

On note P3(Q) et P3(Q') Tles problémes P3 posés en termes des familles
Q et Q' respectivement.

Soient u = (UI’UZ""Un) € Ty une solution de P3(Q) ;

v = (Vl,vz,...vn) € Iy une solution de P3(Q').
Définition

On dit que la solution v de P3(Q') est emboitée dans la solution U
de P3(Q) si la matrice Vk est constituée par les q& premiéres colonnes

de la matrice Uk' (96)

Soient Q et Q' deux familles vérifiant ( 95). Soient u et v
solutions de P3(Q) et P3(Q") respectivement. Si n > 2 et si
Q # Q' Tes solutions u et V ne sont pas forcément emboitées.
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Démonstration

Supposons Tle contraire: u &tant une solution de P3(Q) alors v définie
en (96) est une solution du probléme P3(Q'). Ceci signifie que si 1'on
connait une solution pour P3(Q) on connait une solution pour tout probléme
P3(Q') tel que Q' satisfasse la condition (95).
k
Si Ta famille Q est telle que 9, = rang(X), et si pour tout i dans [n]
Mi = I Te probléme P3(Q) rejoint le probléme P4 de décomposition traité
en 3.6.2 dont une solution est définie par u = (Ul,...,Uk) tel que Uk
est la matrice des vecteurs propres de t% § correspondants aux qk Plus
grandes valeurs propres. Une solution v de P3(Q') doit donc &tre définie
par les matrices des qﬁ plus grands vecteurs propres de t » Ce qui
constitue 1'approximation de TUCKER au modéle TUCKERN. Or on 1'a montreé
en (3.6.2) un tel v ¢ Fl'n'est pas toujours une solution du modéle TUCKERN,
on doit conclure que les solutions de P3 ne sont pas forcément embojtées.
Les solutions de P3 sont cependant toujours emboitées Torsque n = 2 puis-
qu'on retrouve alors 1'Analyse en Composantes Principales d'un tableau de
données qui, on le sait, donne toujours des solutions emboitées. L'emboitement
est donc une propriété exclusive de la 2-ACP.

Le contre exemple suivant illustre 1'absence d'emboitement des solutions
de la n-ACP du 3-hypercube de donnéesg x associé a la famille P = {p1.}1.63

p1=4;p2=6;P3=5.

dont la 2-représentation matricielle est :
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0.0235473

-0.7761941 0.5127500 -0.5128341 0. 1430003 0.1831912

0.4519635 0.0502768 0.3121134 -0.8037065 0.9610055 0.8C07374
-0.8121997 0.0356273 0.8635376 0.0176538 -0.1848415 C.0415777
0. 1682802 -0.9051218 -0.8412813 -0.5338485 -0.524737s 0.7597591
-0.0538043 0.8792263 -0.7429281 0.7918908 0.0747375 0. 1126993
-0.6712195 -0.9193510 -0.8140239 -0.5726916 C.0971738 0.1715735
-0.6996304 -0.8463715 -0.3370153 -0.0529135 ~0.6023143 -C.4095649
-0.6905453 0.9747311 -0.5510901 -0.9249534 -0.2656242 0.9€31626
2 0.9177035 -0.7109802 ~ -0.6686592 0.1059036 -0.7083468 -0.085604

X = -0.2165066 -0.3249161 -0.6989780 -0.2100307 G.2197779 -0.1347992
0.9482576 0.6571407 -0.2488935 0.3668576 0.6710398 0.75357198
0.9220457 -0.2807203 0.3563878 0.1033789 0.9245654 -0.4140252
0.3540253 0.8027414 0.1091219 -0.4586047 -0.6301714 0.779782
-0.5708013 -0.8697857 0.7470762 0.8150577 ~0.2774432 -0.1C14343
0.3726989 -0.6125332 -0.2575156 0.8002993  0.0210298 -C.5445020
-0.0819793 0.3420027 -0.1671459 -0.4571302 -0.6608251 -0.8223432
0.0164480 -0.0669783 -0.6410361 -0.7150170 -0.8442730 -.79€0725
0.4640592 0.7688684 -0.1979582 -0.4270472 0.2470892 0.1352198
0.2533611 -0.8198921 0.6253895 0.0622135 Q.6479617 0.0922979
0.3097527 -0.7509545 0.6832084 0.8170719 - 0.2731i782 -0.0538133
2

X e Mp (4 x 5,6)

x dans 1'espace tensoriel ]R4 9 RO ) R5 "
et 1'on munie chacun de ces sous espaces de la métrique unite,

On note x le tenseur associé a

c'est-3-dire :

M =

2—I6;M3=I5.

Quand Q = {qi}ie3 est la famille

ql =3 ; q2 =5 q3 = 2
la 3-ACP de x fournit comme solution Tes trois matrices Ul’ UZ et U3
suivantes :
0.1355336 0.8073187 0.2322578
— -0.6454744 C.2708002 0.5265484
'U4 = -0.4557917 0.3584041 -0.8113260
-0.5377017 -0.3826882 0.1027284
0.2407335 0.3390596 -0.7246906 0.0101633 ° -0.3095015
0.8114854 -0.1393167 0.2132639 -0.5251686 | -0.0272967
— -0.013954 1 0.5173670 0.6406787 G.11718538 -0. 1620294
U, = -0.2414098 0.4259338 0.0220508 -0.4562195 l -0.5382984
2 0.2124311 0.6452171 -0.1028151 0.0771582 | (Q.5484751
0.4241915 0.0103468 0.0884064 0.7044661 | -0.4085644
0.4231052 -0.5206485 C.2825616
0.2088987 -0.7353353 -0.1918796
— 0.5876584 0.3481405 0.4524839
Z(g =  -0.5405409 -0.2263312 0.79306390
-0.3739203 -0.1256168 -0.2228026
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les diagonales des matrices Kl’ 52 et KB des valeurs propres correspondantes

sont respectivement :

diag(A;) = 11.2105616  9.6242839  8.4662796
diag(KZ) = 9.9382983 8.5156937 5.0379341 4.1247362 1.6844436
diag(A,) = 12.2075735 11.0498576  5.0436526.
On constate :
Up e04,33 Tpeog 5 Oy 95,3
tr(Kl) = tr(Kz) = tr(K3) = 29.201

Puisque ||x|| 2. 39.712 1a qualité de la représentation de cette analyse est

a(x) = lI%]] 2/lIx | = 29.301/39.712

Quand Q!

ql =3 5

la 3-acp de x fournit

0.3867112  0.7305645

T, = -0.5023544  0.3049942

1 -0.3753397 0.5949205
-0.6761765  -0. 1390096

-0.2129920  0.3574242 O

. -0.8372771  -0.1517492  -0.
T 0.0162038  0.5000045  -O.
3 0.2321431  0.4113828 O
o -0.2111918  0.6544153 0
-0.3935053  0.0414788  -O.

: -0.3053115  0.5885822
—= -0.0812283  0.7588744

U3 = -0.6403198  -0.2035510

' 0.5580199 0. 1900254
0.4228372° 0.0117474

a5 = 4

comme solution les trois matrices Vl, V2 et V

{q%}est la famille

3 43 =2

= 0.74

3
-0.3359054
-0.6175078
0.7005767
-0.1221495
.7246992 0.1068371
1608132  -0.4929208
6557795 0.1200988
.0C18471  -0.5210496
.0741228 0.0201766
1157835 0.6777105

. 1789856
.2350292
-0.3479955
.7830876
.4223724

) I
[eXeoNeoNeNeo]
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Les diagonales des matrices Ays A2y Aq des valeurs propres correspondantes
sont respectivement

diag(Al) = 10.8669689  8.9794573  7.8955425
diag(Az) = 9.9969447  8.1050017 5.1696433 4.4703612
: diag(A3) = 12.7102191  10.5814037 4.4503034

On vérifie que :

Vieogq 5V,e Og.q €t Vs 05 3-

tr(Al) = tr(AZ) = tr(A3) = 27.741.
Comme i1 %a]]ait s'y attendre la qualité de cette analyse est inférieure
a lT'analyse précédente :

Q(x) = 27.741/39.712 = 0.70.
Finalement on constate que VZ ne coincide pas avec les 4 premiéres

colonnes de U, et de plus U #7; et U3 #7,, ce qui permet d'affirmer
que les solutions de P3(Q) et P3(Q') ne sont pas embofitées.
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CHAPITRE IV : CUBE CENTRAL, COMPOSANTES PRINCIPALES,

PROPRIETES D'OPTIMALITE

Ce chapitre a deux objectifs : tout d'abord nous nous proposons de définir
les concepts de cube central et de n- composantes principales de 1la
n-ACP d'un hypercube de données. Nous é&tudions ensuite les propriétés
essentielles des n-composantes principales.

Soit {Fi}ien une famille de sous espaces vectoriels qui réalise 1'optimum
du probléme P3 et soit X 1'élément de F* plus proche de x. Pour chaque
: e _ s n
bipartition ordonnée n de [n] nous construisons un sous espace G tel
que

n
et ncus précisons une base n de 5*. On a vu au chapitre précédent qu'étant
fixée une base de 1'espace tensoriel E* on peut associer a chaque vecteur
de cet espace un n-hypercube de données. L'é1ément X appartient a4 F* et
- Nx : . "

d G . On appelle "hypercube des n-composantes principales de x" le n-hyper-

-

n .
cube de données associé au tenseur X et 3 la base n de G* tandis que le
n-hypercube de données associé i & par rapport & la base z de F* est
dit "hypercube central". Cube central et n-composantes principales de y

sont donc deux représentations distinctes du méme tenseur X.

La matrice des n-composantes principales est définie comme la n-repré-
sentation matricielle de 1'hypercube des composantes principales. Lor;que
n =2 la matrice des n-composantes principales coincide avec la matrice
des composantes principales d'une ACP traditionnelle. Par suite les
n-composantes principales généralisent les composantes principales d'une
ACP et, i1 est naturel de se demander si toutes les propriétés des
composantes principales issues d'une ACP ordinaire demeurent vérifiées
par les ,-composantes principales d'une n-ACP.

La deuxiéme partie de ce chapitre tente de répondre a cette question.
E1le commence par la présentation des principales propriétés d'optimalité
des composantes principales d'une ACP ordinaire qui sont pour la plupart
d'entre elles présentées par Okamoto en [11]. On montre alors que les
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versions généralisées de ces propriétés ne sont pas toujours vérifiées
par les n-composantes principales. Parmi les propriétés conservées on
trouve la propriété d'optimalité en termes d'approximation euclidienne
d'une matrice, qui nous permettra au chapitre suivant de construire des
représentations graphiques possédant des qualités d'optimalite.

Dans tout ce qui suit on utilise parfois 1' abréviation CP pour
parler des composantes principales.

Soient x un n-hypercube de données associée a la famille d'entjers

{pi}ien et {qi}i€ n une autre famille d'entiers tels que q;s P

quelque soit i ¢ [n]; la famille d'espaces euclidiens {(Ei’k%)}i ¢ [n]
de dimensions P; est repérée par rapport aux bases respectives £1 de Ei

dans laquelle la matrice de M. est Mi =: N;I, On appelle alors
7

n-ACP(x,QNi) {qi}-dimensionne11e la n-analyse en composantes principales

i

de x ; c'est-a-dire la recherche de la solution du probléme P3 ou de ses
équivalents traitée au chapitre précédent.

4.1 - CUBE CENTRAL, COMPOSANTES PRINCIPALES : DEFINITIONS

On commence ce paragraphe en rappelant d'emblée la définition tradi-
tionnelle des composantes principales d'une ACP.

Définition
Soit X ¢ an(m,n) et M et N deux matrices symétriques définies
positives d'ordre m et n respectivement. Soient s < rang(X)
(U,V,A) une solution d'ordre s de 1'ACP du triplet (X,M,N).

La matrice

C = XNV (1)



est dite la matrice des s premiéres composantes principales de

1'ACP(X,M,N) ou tout simplement la matrice des composantes principales.

La J5€ composante principale de 1'ACP(X,M,N) est la Jéme colonne de 1la

matrice C. D'aprés (II.45) U et V sont liées par la formule
U = xny"1/2 (2)
alors la matrice des composantes principales s'écrit aussi :

¢ = upl/? (

(£
~

et puisque U et V sont respectivement M et N-orthoformées

Come = 2 (2)

\

la matrice des composantes principales est M-orthogonale. De plus

iy = A2, (5)
et
ey = 2372 (6)

la M-norme de 1la jeme composante principale est égale & la racine carrée

de 1a j®™ yvaleur propre xj(tXMXN) de TxMxN.

On peut résumer ces diverses matrices dans le diagramme commutatif

P E" - F=}1¥“_L\s
X
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4.1.1 -_L'hypercube central et 1'hynercube des n-composantes-principales

Reprenons & nouveau le probléme P23 et ses équivalents :
P = {Pj}jon est une famille de n entiers positifs ;
{(E,

dw.)}ien est une famille d'espaces euclidiens de dimensions P; s

51 est une base de Ei par rapport a laquelle la matrice de M
est M. ;
i
g; est la base duale de E? ;
-1

E: est muni d'un produit scalaire . de matrice Ni = Mi

dans la base Ei'

GE: est 1'espace vectoriel des formes n-linéaires sur in.
[T admet ¢ = Ggi pour base ;

E* est muni du produit scalaire vy de matrice N = QNi dans 1la
base ¢ ;

x st un n-hypercube de données associé a la famille P ;
x est le tenseur de E associé & y par rapport & la base £

Q = {q-}-€ est une autre famille d'entiers positifs telle que

I » Ty et r{ sont définis comme en (II1.23), (III.32) et (III.35):

Fo = {{Fi}ien | Fi = Ei 3 dim(Fi) = qi} (7)
r = U <{F1}> (8)
{Fi}ien
n M1
Pl = X 0 9 (9)
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Si {F1}1 - Fo <{F1}> est 1'image de © F? par 1'isomorphisme d'espace
euclidien ¢ (ch. III, page 67 ). On identifie @ F: et <{F1}> qui est un
sous espace de QE:.

{F1}1 netus= (z‘/ : '2, ..,U ) sont Tes &léments de Iy €t Ty qui définis-
sent Ta solution de la n- ACP de (X,QN ), ils opt1m1sent les deux expres-

sions suivantes équivalentes au prob]eme P 4

Proj ox 3 | (10)
{??Tdo 12rog e ()l
t
u??: [1(8M,U U, )xll - (11)

La base ; de F définie par les colonnes de Ta matrice UJ est M -ortho-
normée, et la base duale 25 de F est N -orthonormée, aussi ¢ = @c est
elle une base N- orthonormee de @F et 1a matrice décrivant la base Z

de F* dans 1a base £ de E* est QM nig

S'i1 n'y a pas possibilité de confusion on écrit simplement {F }et
us= (U 1,62 o U ) pour désigner les deux &léments optimaux {F } et u,
qui, sont 11es par 1'expression :

Fi = <U1> i n (12)

La donnée d'une bipartition ordonnée de [n]l, n = {nl,nz}, conduit &
Ta définition d'une famille {G1.}1.€n de sous espaces des Ei
Ei si i e nl
F. siie No

i

et de leurs bases respectives :

g7 1 & ny On prend 51 comme base de Gi et

si i e np on prend C1 comme base de Gi'
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Alors n' définie par :
|
ES11€H1
; S
CS11€n2

est une base de G1, et la base duale de G » Nyj» permet de doter 1'espace
G*= @ G de la base n = @ N On ver1f1e que la dimension de G est

p1q2 de plus, (III.17) montre que

* *

F c Ef

c @
donc la projection de x sur F*

X = E?ojF(x)
appartient aux trois espaces F*, G*et E*.

On note X la matrice un1co1onne des coordonnées du tenseur x par rapport

a la base £ de E*, et X, h et c les matrices unicolonnes des coordonnées

du tenseur X par rapport aux bases £, z et nde E¥, F¥ ot G* respectivement.
On note % le n-hypercube de données associé au tenseur X et i la base

£ de E* (ch . III P.57), et on 1'appelle "1'hypercube projeté."

Définition

On appelle "n-hypercube central de la n-ACP de (X,ﬁNi)" ou plus
simplement cube central, le n-hypercube de données associé ay
tenseur X et & la base z de F*. On le note h.

Définition

On appelle "n-hypercube des n-composantes principales de 1la

n-ACP de (x,ﬁNi)", ou plus simplement cube des n-composantes
principales, le n-hypercube de données associé au tenseur X

et & la base n de G*. On le note c.
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Le cube central h, le cube des n-composantes principales € et le cube
projeté 3 sont donc des cubes de données associées au méme tenseur X qu'ils
décrivent dans les bases distinctes : ¢z, n et £ respectivement.

4.1.2 - Les représentations matricielles du cube central et du cube

des n-composantes principales.

Nous avons souligné au chapitre I qu'étant donné un n-hypercube de données
d chaque bipartition ordonnée de [n] correspond une représentation matri-
cielle distincte du cube. Nous allons considérer ici la méme bipartition
n définie au paragraphe précédent et construire les n-représentations

.. . - n
matricielles des hypercubes de données X» h et ¢ que nous notons
n

-

o ﬂ et E respectivement.

On sait que la matrice des vecteurs de la base ¢ écrits dans la base
g est :

B =M/ =8 My,

on se propose maintenant de décrire les vecteurs de la base n dans la
base £ : si i ¢ nq Ta matrice de la base ni de Gi par rapport i £i est
la matrice unité ;

si i e np Ta matrice de ni relative a la base gi est toujours Us.

La matrice wi définie par :

I Si 1. € n].

MiUi si 1 € ub

permet d'écrire d'aprés (III. 19,20) la matrice des vecteurs de la base
% de G dans Ta base £ de E*:

n
W= 2 W.. (15)
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Puisque 7 est une base de F* 1'alément % de F* se décompose de facon
unique comme combinaison linéaire des vecteurs de z. Mais, par (11)
(16)

(@ M. % )x = (o) tox

R =
il résulte donc de (14) que les coefficients de cette combinaison
linéaire sont les éléments de la matrice unicolonne ta&. Aussi les
coordonnées du tenseur X dans la base r de F* sont-ils donnés par la

matrice h :
_t
h="(80;)x. (17)
De fagon analogue, puisque X s'écrit
. _ t _ .
X = (8 MiUi 01)5 = (R wi) (8 Vi)ﬁ (18)
t v %
MiUi Ui s1 i« N
ou V. =
! t
S I o (19)

s

du fait que W est Ta matrice des vecteurs de n dans la base £ on déduit

que
n

est 1a matrice unicolonne des coordonnées de & dans la base n de G*.

n
Soit X la n-représentation matricielle du tenseur x associé a la base
£ de EF (ch. III, pages9). L'expression (16) et les résultats du para-

graphe (III.3) permettent de construire la n-représentation matricielle

du cube de données 3 :
5 n n

ie 1 ie no
De méme, par (17) la n-représentation matricielle du cube central h est
n
) = Yt x 2, (22)

n t n
H = (ﬁUi ) X (9(/1.
1'en1 'ienz
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et, finalement, par (18), la n-représentation matricielle du cube des
- n
n-composantes principales ¢ est :

n n t
c=( 8 v)x e )
ieﬂl ‘ienz
que, par (19) s'écrit :
n n n
C=(8 mu)x (8 v.) = Wttt xy? (23)
ienl 1 ienz

Définition

n
C est la matrice des n-composantes principales de la n-ACP

de (x,AN.).

En d'autres termes, la matrice des n-composantes principales est la
n-représentation matricielle de 1'hypercube de données associée au tenseur
X et & la base n de G*.

Puisque Tes matrices U; sont Mi-orthononnées on déduit des expressions
(21), (22) et (23) :

2

H = tU1 ¢ = %! %2 (24)

C=mlyl f- §b2 (25)

5 Sl f B2 Wl o C bR 2 (26)
On remarque que :

H e MR (¢ha®) s €« MR (p',a?) ; ; e Mp (%),

et on vérifie les égalités :

n n n
IHIg, = NSl = Xl y2 (27)

résultat que 1'on pouvait déduire directement de 1'isomorphisme ¢ étudié
au chapitre III et du fait que les bases ' des Fi sont Mi-orthonormées.
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4.1.3 - Un cas particulier : le cas no = {k}.

On considére dans ce paragraphe le cas de la bipartition ordonnée , de
[n] définie par :
np = {1,2,...,k-1,k+1,...,n} ; no = {k} (28)

4.1.3.1 - La matrice des k-composantes principales
Définition

Quandn est définie par (28) on appelle matrice des k-composantes
principales et on Ta note C, & la matrice des n-composantes
principales de la n-ACP de (y Ni)‘

Avec Tes notations usuelles la matrice des k-composantes principales
s'écrit donc :

k k k
C = @Myutn) X g o= MRk Bk 0 (29)
k

la matrice des k-composantes principales est Nk orthogonale, car

Bk k k
tonk ¢ - by tK tK mknkuig Rtk x 0,

K k
= by, Wk Wk x g

: (30)
mais u = (Ul,U2 ..,Un) étant une solution de P3 satisfait le systéme S2
décrit en (III.60), par suite :

ke _t

tk k
ou Ay est la matrice diagonale des plus grandes valeurs propres de Tk(u).
Puisque tr(Ak) est indépendante de k on note tr(A) cette valeur.

On peut donc compléter (27) en &crivant pour toute bipartition n et pour

tout entier k(k < n) :

n n k N k 1/2
Il ¢ S, =T Kl 2 Xy - bl - o
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Considérons maintenant la matrice

k k
Y = Mgk tkox
ko K
1'ACP du triplet (Y, N,Nk) fait intervenir la matrice
ek Ktk ek

Rk = YN Y Nk = XU" U X .

Puisque u satisfait le systéme S2 on déduit de (III.60) que la matrice des
premiers vecteurs propres Nk-normés de Rk est MkUk et que 1a matrice des

valeurs propres correspondantﬁs est Ay La matrice des composantes prin--

k

cipales de 1'ACP du triplet (Y, N°,N ) est donc :

o)
k k K t K
YNkMkUk=YUk=MUk UkXUk

k k
qui, par (29) est égale d C. On conclut que la matrice C des k-composantes

principales de la n-ACP(X,ﬂNi) coincide avec la matrice des composantes

principales de 1'ACP du triplet (Y, Nk,Nk) ; elle répond donc au schéma :

k e t. R 5
c R ‘j:(Q MU u())( w '
(Eh)u- e B R (Eh)* k MR - Eh

- Eh“ —
\':C tg ”huk

Ekl - | (Ek)* | \(Eé)*

On savait que les colonnes de C é&taient Nk-orthogona]es, on déduit mainte-

éme colonne de C est (A?)l/z

de la jéme valeur propre de la matrice diagonale Ay

nant que la Nk-norme de la j , la racine carrée

C'est-a-dire :
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4.1.3.2 - La eme k-composante principale

Soient k ¢ [n] et j e[qk] On note comme d'habitude (v k)j la jéme
colonne de la matrice Uy ? est le Jeme
définie par la matrice Uy Par suite :

vecteur de la base ck de Fk

k Ik
<(Uk)j> kK = ® <CJ->a (34)

q
F. = <U, > = @
k= gk = L k8

3 J

et puisque ;k est une base Mk-orthonormée

(Uk) MU )5 = 1 e Mp (1,1).

pPJ
Considérons la famille {Gi}ien de sous espaces de Ei définie par

kj Ei si i #k
G, =
1 <(v Wi> g sti=k
g!
i kg
Soit o la base de Gi définie par :
T 5 s
g siifFk
i_
p =
;\‘; sii = k.
et soit le produit
kJj n kj
G*= 9 6;"
i=1
kJ

On interpréte G *grdce & 1'isomorphisme décrit en (IT1.3.3) comme un
. * J*
Sous-espace vectoriel de E'. G°~ admet pour base p = @p..

ki,
La n~-projection orthogonale de X sur le sous espace G
kJj _
c =N.Pro;kj (x),

G*
a pour matr1ce unicolonne de coordonnées dans la base o le vecteur que
1'on note ¢¥ . Puisque Ta matrice des vecteurs de la base o' dans la base
51 est I si i £ ket (v k) si 1 =k on sait par (II1.19,20) que la matrice

de o dans la base ¢ est :
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W =8 Wi

ou wi est défini par :

I si i#k
w]- =
kj*
On déduit donc que la matrice P du projecteur mN-orthogonal sur G- est
n

P=a S1

ol i=1
I si i #k
S. =

n
P= 8 W.R. (35)

(Uk). si i =k . (36)
kj .
La matrice unicolonne des coordonnées de c dans la base ¢ de E™ est :

PR = (8S:)% = (Bw;) (BR;) (8M;U; “w.)x

t
W(BR MU “U.)x

Or, W est la matrice de o dans la base £ , aussi a-t-on

kj t
c = (8 RiM.U; Us X
kJ
Pour Ta matrice des coordonnées du tenseur c rapportées a la base p de
kj ki

B ) . .. J .
G * . En conséquence 1a k-représentation matricielle, C°, associée au



kJ
tenseur ¢ dans la base p est :

kj
¢’ (2 R{M.U tv (R

£
Mk V)

qui par (36) devient
kj k
C = (@m0, ) X (0) 5

k

M€ colonne de 1a matrice C des k-composantes

qui coincide avec la j
principales de la n-ACP de (x,@Ni) ;

Définition

On appelle 1a jéme k-composante principale de la n-ACP de
(x,ﬂNi) lakE-représentation matricielle du tenseur EJ dans la
base o de G *
kJ & k
On la note C et 1'on constate qu'elle est égale i la J € colonne de C.
D'aprés le paragraphe précédent la Jeme k-composante principale est aussi
la Jeme canposantﬁ principale issue de 1'ACP du triplet

(v = (@M, oK, NE, N

De (33) on déduit que

kj
el - 1167 ORE

kj kJ' K - .,
et que C et C sont N"-orthogonales lorsque j # j.

4.1.4 - Les n-composantes principales comme une généralisation des

composantes principales d'une ACP.

Nous allons considérer dans ce paragraphe les n-composantes principales
d'une n-ACP dans le cas particulier n = 2.
. . 1 2
Soient x « E1 9 E2 et X et X les l-représentation et 2-représentation
matricielles de x associées a la base ¢ = £ 9 £s de E*. On reconnait que



1 2 2 1
Yoax o, b=y

2 , 1
P L

_ 2
et si (Ul’UZ’A) est une solution de 1'ACP du triplet (X’NI’NZ)’ (ch. II,

2.4.3), 0 = (51,52) est une solution de la 2-ACP de (xsNy 8 N,), oa

Uy = NlU1 et U, = NZUZ (37)
- - . - . 2
Par définition la matrice des CP de T'ACP du triplet (X’NI’NZ) est
2

et la matrice des 2-CP de la 2-ACP de (X » N1 ] Nz) est

En remplacant (37) dans (38) on obtient

¢ . v N, £ N
1 Uy Ny X NyU, (39)

mais d'aprés (2)

2
) -1/2
Uy = X Ny, A

par suite (39) s'écrit

2 2 2 2
B -1/2.-1/2 t t N
C = X Njuph’ A UNy "X Ny X NoUy =
- -1t 2
= X NoUph U2N2U2A = X N2U2 = C.

Cette expression montre 1'égalité de C et C : lorsque n=2 la matrice
des 2-composantes principales de la 2-ACP de (x, N1 ! N2) coincide avec
la matrice des composantes principales de 1'ACP du triplet (X, Nl’ 2).
La définition des n-composantes principales d'une n-ACP est donc une
généralisation de la définition des composantes principales d'une ACP.

Lorsque n#2 la matrice des composantes principales de 1'ACP du triplet
(Q, Nl, N2) n'est pas toujours égale & la matrice des n-composantes
principales de la n-ACP de (x, @Ni)' En effet : soient A la matgice1 ’
diagonale des plus grandes valeurs propres issues de 1'ACP de (X ,N",N7)
et C la matrice des composantes principales de cette analyse. Par (5)

on sait que
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lar?, = tr(a)
N°,I

d'aprés (32) et (III.92)

IA

nEH;’l,I = U112 = tr(n) < tr(a) = ucuﬁl’I

c'est-a-dire

n
C < ||C 40
ey | =liell; (40)

On présente au paragraphe 4.2.4 de ce chapitre un exemple dans lequel
cette inégalité est stricte. Cela implique que 8 # C. Par suite,
lorsque nn> 2 les matrices des composantes principales de 1'ACP du
triplet (X, Nl,NZ) et de la n-ACP de (x’ﬂNi) Eeuvent étre inégales.
Cependant, d'aprés (II1.3.5.2) sji q = rang (X) 1'approximation de
Tucker estune solution du modéle TUCKERN et les matrices des compo-

santes principales de ces deux analyses coincident.

4.2 - PROPRIETES D'OPTIMALITE DES COMPOSANTES PRINCIPALES

Ce paragraphe présente les propriétés essentielles de la matrice des
composantes principales de 1'ACP d'un triplet (X,M,N). La plupart d'entre
elles sont exposées par Okamoto en [11] d'une facon 1égérement diffé-
rente de celle que nous adoptons. Les démonstrations de Okamoto sont en
outre faites dans le cas particulier M = I, N = I. Nous les présentons
avec des métriques quelconques.

On montre que les 5 premiéres propriétés restent valables dans le
contexte plus général des n-composantes principales d'une n-ACP.
La sixiéme propriété n'est vérifiée que dans le cas ol n prend une
forme particuliére. A 1'opposé les 5 propriétés restantes ne sont
plus satisfaites par les n-composantes principales d'une n-ACP
(avec n > 2), et ce méme Torsque 1'on impose les conditions les plus
contraignantes.
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On fait la démonstration des 6 premiéres propriétés dans le cadre
de l1a n-ACP, et on présente une esquisse de démonstration des 5
derniéres dans le cadre de 1'ACP. On expose des contre exemples pour
montrer la non pertinence de ces & propriétés dans le cadre général.

4.2.1 - Meilleure approximation euclidienne d'une matrice

4.2.1.1 - Définition

Soient X ¢ MFz(m,n), M et N deux métriques (matrices symétriques
définies positives) d'ordre m et n respectivement et r un entier inférieur
an.

Notons :

F un sous ensemble de MR (myr) : F c MHQ(m,r) et

Q un sous ensemble de o =: Onr: Qc 0

On dit que C est "1a" (F x @ )-meilleure approximation (M 8 N)-eucli-
dienne de X si C optimise 1'expression :

min ( min ||X-CtA|
CeF  Acq

o (a1)

en d'autres termes, s'il existe Ae g tel que pour tout (C,A) ¢ 7 x

=tz E
||X-C NIM,N < [|%-C NIM,N'
Sip = Mﬂz(m,r) et 2 = 0 on dit meilleure au lieu de (F x Q)-meilleure
SiM=TetN-=1ondit euclidienne au lieu de (M @ N)-euclidienne.
Exemple : On montre plus loin que si C est la matrice des CP issue de

1'ACP de (X,M,N) alors C est la meilleure approximation (M 8 N)-eucli-
dienne de X.

iy




wa B

4.2.1.2 - Une propriété des meilleures approximations euclidiennes

Etant donnée une matrice X de an(m,n) chaque ligne de X peut étre
considérée comme la matrice des coordonnées d'un vecteur de R n’
considéré Tui-méme comme un espace euclidien de métrique N par rapport
d la base canonique.

Soit X' 1a iéme ligne de X, tX1 e R n, et par suite le produit
scalaire des vecteurs définis par les Tignes i et j de X est :

xI v &I

Si C est 1a (F x q)-meilleure approximation (M 8 N)-euclidienne de X,
Ctﬂ est la matrice la plus proche de X au sens de la métrique <.,.>
parmi toutes les matrices de la forme CCA ot (C,A) ¢ (F x Q).

Soit

M,N

2tz 2
e = [IX-TRly

D'aprés le lemme 6 du chapitre II

m ;

t,, =t=

= || B -ty
i=1

2

N < tr(M)HX-Ctmlﬁ’N = tr(M).¢

tr(M) est une constante, et donc si e est assez petit la N-distance
entre les vecteurs de (B%",N) définis par deux lignes homologues de
X et Gt
des vecteurs définis par les lignes d'une de ces matrices doit &tre en

A doit aussi étre petite. Alors, une bonne représentation graphique
méme temps une représentation graphique raisonnable des lignes de 1'autre.

L'expression Y = Atﬁ montre que les m vecteurs définis par les colonnes

de la matrice Y appartiennent tous & un sous-espace de R" de dimension
r dont une base N-orthonormée est définie par les colonnes de la matrice A.



k) N

Les coordonnées de ces m vecteurs dans Cette base sont données par les
colonnes de la matrice tC, c'est-3-dire par les lTignes de C. On peut
donc construire une représentation cartésienne (axes orthogonaux,
vecteurs directeurs placés & la distance 1 de 1'origine) des vecteurs
définis par les lignes de Ctﬂ en utilisant comme coordonnées les lignes
correspondantes de la matrice C. La N-distance entre deux de ces
vecteurs est mesurée exactement dans le diagramme ainsi obtenu par la
lTongueur du segment qui sépare les points concernés.

En conséquence si ¢ est assez petit on peut, & 1'aide de 1a matrice

C, construire une représentation cartésienne "acceptable" des vecteurs
définis par les lignes de la matrice X dans 1'espace euc¢lidien (R n,N).

I1 faut néanmoins remarquer que la (7 x @)-meilleure approximation
(M @ N)-euclidienne de X fournit une bonne représentation cartésienne
des lignes de X, mais rien ne nous garantit qu'elle soit la meilleure
représentation cartésienne possible. Au chapitre V de cette thése nous
définissons avec plus de précision le concept de "meilleure représen-
tation cartésienne d'un nuage de points". On montre alors que sous
certaines contraintes la matrice C fournit une représentation optimale
du nuage des lignes de la matrice X.

4.2.2 - Propriétés d'optimalité des composantes principales de 1'ACP

Soient X « Mp (man), 0 < r < rang(X), M et N deux métriques d'ordre
m et n respectivement. Soit (V,UsA) une solution d'ordre r de 1'ACP
du triplet (X,M,N) (ch . II page 38) et ¢ la matrice des r premiéres
composantes principales de X (ch. 4.1 p. )

¢ = XNu.

vV est la matrice N-orthonormée des r premiers vecteurs propres de

Eymxn
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Eymxnz= .

On définit les ensembles :

Fy = (C | c=XNAcuA€o§,r}
Fp = {C | C=XNA ol A e Mg (n,r)}
Fq =M]R (m,r)
0 = Oﬁ,r
0y =M]R(n,r)
Evidemment
Fi e Fp < Fy
01 < 0,

et 1'on vérifie que :
CeFpetye 0-

Les 6 premiéres propriétés suivantes sont démontrées plus tard dans le
cadre général de la n-ACP :

"Meilleure approximation par une matrice de rang inférieur ou
égale a r" : les matrices ¢ et vy réalisent 1'optimum de :

min ||x-ctU]|M :
(C,U) € F3X02 *

PROPRIETE 2

"Maximisation de lanorme " -

La matrice des composantes principales ¢ réalise 1'optimum de :

e Wy
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"Maximisation du produit scalaire" :
Les matrices ¢ et v réalisent 1'optimum de :

max <X,CtU>M N
(C,U) 3 F1><01 ’

PROPRIETE

"Maximisation de la projection" :
Les matrices ¢ et v réalisent 1'optimum de :
X,CUsy

max
(C.0)erp20, [IIc%ly

"Meilleure approximation euclidienne" :
La matrice ¢ est la meilleure approximation (M 8 N)-euclidienne
de X, elle réalise le

min ( min f|x-tuly \)
C€F3 UeOl ?
6

"Corrélation optimale"
La matrice des composantes principales ¢ réalise le :

max <X,M.PPOJ<C>X>

C€F3 M,N

o]V} M.Proj<c> dénote Ta matrice du projecteur M-orthogonal
sur 1'espace engendré par les colonnes de C.



.142.

Remarque : Si M et N sont les métriques unité

n n
. . 2 ; 2
<X ’ Pr‘OQC>X> = J.El <Xj 9PY‘OJ<C> J'>= jil (ij” <XJ' p‘Y‘OJ<C>Xj>)/“XJ'” =

] ,
2 .2
Zolx{Ie R (X55C).

j=1

od Xj représente la jeme colonne de X et RZ(Xj,C) est le coefficient de
corrélation 1inéaire multiple entre Xj et Tes colonnes de C.

D'autre part, lorsque C est le plein rang
M.Proj_c, = c(*ome) ™ Eou

la propriété 6 est alors équivalente 3

1

max  tr( “me(tome) T eomxn) .

CeF3
PROPRIETE 7

La matrice des composantes principales ¢ réalise le :

t
XMC 42
TR (42)

Preuve :

Tout C ¢ F1 est de la forme XNA ol A ¢ 01 ; donc

t

15wl | I Exnall & | = trCanDaxnbana) (43)

mais la matrice
s = (Banxn) (xmxn)

est N-symétrique. En vertu du lemme 4 du chapitre Il (43) est optimisée
Torsque A est la matrice des premiers vecteurs propres de S. Or les
premiers vecteurs propres de S sont les mémes que ceux de la matrice
tXMXN il résulte que (42) est réalisé quand A = 17 , c'est-d-dire

C=XNU=¢.
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PROPRIETE 8

"Conservation optimale du produit scalaire" :
La matrice des composantes principales ¢ réalise le :

min HXN X-C qt (44)
Preuve
D'aprés [12;336] si Y « M]Q(m,n) 1'optimum de min HYtY-DtDH
DeMR(mr)

est atteint quand D =Yy, o v est 1a matrice des r plus grand vecteurs
propres de YY Puisque M et N sont des métriques i1 existe deux matrices
non singuliéres K et L telles que

&

M= tkket N =t
Posons donc
Y = kXL et D = kC

alors (44) devient équivalente 3 :

min 1Yty-ntp. (45)
DeMR (m,r

Puisque v est la matrice des r plus grands vecteurs propres de tXMXN
Ta matrice des r plus grands vecteurs propres de t(KX L) (KX L) est

YW = L,
par suite (45) est optimisée quand

D =YLy

t (44) est assurée quand C est la matrice des composantes principales de
1'ACP de (X,M,N) :
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! 1 -1

C=K"=K"U=kxbiv=xw=c.

Ranarque

XNX est la matrice des N-produits scalaires entre lignes de X, tandis
que C C est la matrice des I-produits scalaires entre Tignes de C.

La propriété 8 signifie donc que ¢ fournit la meilleure approximation
dans an(m,r) de la matrice des N-produits scalaires des Tignes de X

au sens de la métrique <"‘>M,M . En d'autres termes C préserve au mieux

les N-produits scalaires.

"Minimisation de la matrice des produits scalaires des résidus" :

Les matrices ¢ et U réalisent 1'optimum de :

min I x-ctuymx-ct (46)

(C’U)EFZXCb )”N5N

Preuve

On montre cette propriété et celles qui suivent en reprenant la démarche
précédente:on transforme (46) de facon & ce que M et N deviennent les
matrices unité et on utilise les résultats démontrés par Okamoto pour Te
casM=1I,N=1.

D'aprés [11;683] (théoréme 4.6) si Y « Mﬂz(m,n) 1'expression :
18 v-ebF) (v-vELFY |

est minimisée lorsque E et F appartiennent a an(n,r) quand E et F coin-
cident avec la matrice des r plus grands vecteurs propres de tYY.

Dans notre probléme C est un élément de F2, donc de: 1a forme XNA od

A efﬂR (n,r). L'expression (46) s'écrit dlors :

min Ht(X-XNAtU)M(X-XNAtU)HN ;
(A, U)EOZXOZ ’
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soit encore

min 1 v-vebF) (v-vebR) |
ol (EsF)e g% 0
Y=k ; E=LlAetF = Ly

Te minimum est donc atteint quand :
E=F =Ly

et par suite le minimum de (46) est assuré quand

U=Lltp=y

C = XNvu

c'est-a-dire quand U et C coTncident avec y et ¢ respectivement.

"Maximisation simultanée des valeurs propres" :
Pour tout i < r la matrice ¢ réalise 1'optimum de

max Ai(tCMC) (47)

CEFl

ol Ai(tCMC) désigne la iéme plus grande valeur propre de
t

CMC.

Preuve

Soit D de Ta forme D = YB 0d Y & My (m,n) et B oé "
[11:682] (théoréme 4.3) pour tout i < r le maximum de A ( DD) est

obtenu quand B coincide avec la matrice des plus grands vecteurs propres
de YY Dans notre probléme C sE’l est de Ta forme XNA ol A ¢ 01 -

Alors (47) s'écrit sous les deux formes équivalentes :

D'aprés
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max & ( “ANBxxnA)
AeOl

max . (“o0) (48)
D=YB

Y=k ;B=LAetD=y3

(48) est optimisée quand B est Ta matrice des r premiers vecteurs propres
de YY Alors

=1 |

A=L"B=L"" Ly=

ce qui veut dire que (47) atteint son maximum quand
C = XNA = XNu

est Ta matrice C des composantes principales de 1'ACP du triplet (X,M,N).

"Minimisation simultanée des valeurs propres"
Pour tout i < r les matrices ¢ et v réalisent 1'optimum de :

min x (C-ctumex-ctuny (49)
(C,U)eF %0

Soient Y ¢ an(m,n), E et F deux matrices appartenant 3 an(n,r).

D'aprés [11; 683] (Theoreme 4.4) Te maximum de la iéme valeur propre de
Ta matrice t(Y YE F)(Y YE F) est obtenu quand E et F coincident avec la
matrice des r premiers vecteurs propres de YY.
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Or, Cer, est de 1a forme XNA ol A ¢ M (n,r) 1'expression (49) s'écrit :
2 R

A5 (P (x-XNATB)M(X-xNATB)N)
Ou encore
v (CO-YERF) (v-vebr))

avec une nouvelle fois :

Y =KX*L ; E =LA etF = LB

cette quantité est maximisée quand

(@]
1]

XN U

est la matrice ¢ des composantes principales de 1'ACP de (X ,M,N).

4.2.3 - Propriétés conservées par la n-ACP

On montre dans ce paragraphe que des versions généralisées des 6
premiéres propriétés restent valables pour les n-composantes principales
de la n-ACP.

On reprend les concepts et notations de 4.1 : n est une bipartition
ordonnée de [n] et x est un élément de E*.nPuisque il n'y a aucun
risque de confusion on écrit X au lieu de X, et la matrice des n—%ompo-
santes principales de la n-ACP de (x, QNi) est noté ¢ au lieu de C.
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On définit les ensembles :

M.
6 =(C|lC=(0 MAMAX(® A)ouh co i 3 (50)
. il i Lo 9 i i P.q.
1en1 1€n2 1
- - 5
Gp=ClC=(8 MATAIX(R A) o Aj e Mp(p;sas)} (51)
Ten Tlen
1 2
o 1 2 . -
G3 ={C | C= (19 Ai) HolHe M}z(q sq7) 3 ¥ie M Ai € MIz(pi’qi)} (5¢
€n1 N
0,=(8|B= g B. ol ¥i e n, B, e0 '} (53)
| jen, 2 71 P;»9;
2
16”2
Clairement
G1 = GZ = G3 {55)
01 c 02.
Soit u = (Ul’UZ""’Un) une solution du modéle TUCKERN, u « I

réalise le :

min |[|x®roj (x) ||
aer; 9<A;> 4

odl 3= (ApsAss.. i iA ).

Par définition la matrice ¢ des n-composantes principales de la n-ACP
de (X,BNi) est :

c=(a Moty x(a v,) = mloltylx?
1€n1 ie no

ce qui montre que ¢ « Gl‘ Notons pour tout i « no
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. % _E t _
Ni

Vs tdonc v = 8 v, i ao,.

Vi € Opiqi e nc vs= V1 appartient 1

1€T]2

Les matrices ¢ « G1 et v e 0; issues de la n-ACP de (X,QNi) vérifient
les propriétés suivantes qui sont des extensions des 6 premiéres proprié-
tés de 1'Analyse en Composantes Principales ordinaire.

PROPRIETE_1

(c,v) réalise 1'optimum de :

min [lx-c®8ll; , (57)
(C,B)e63><02 N,N

Démonstration

D'aprés les définitions de G3 et 02 1'expression (57) est équivalente & :

min|x-AlHt (58)

Bl
Nt N2

1 2

ol Ai € M]Q(pi’qi) siq e Ny s Bi € an(pi,qi) si i e n, et He Mﬁz(q a4 ) 3

il est clair que (58) peut s'écrire

2

min|x-ATHEAZ)| |
NLLN

ol pour tout i e [n] Ai € an(pi’qi) et H « Mﬁa(ql,qz) H
d'aprés les résultats de (II1.3.3) cette quantité est éouivalente 3

1

min|x - (Al @ AZ)QHNI

an‘

donc a
min”i-Aﬂlh

ou A; « an(pi,qi) ; he M}z(q,l) ; A= BA; et x est Ta matrice unicolonne
des coordonnées de x dans la base ¢ de E* ;
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et puisque Ah appartient au sous-espace <A>£

Aty = 1x-N2rod., (59)

ol N.Pr'oj<A> est la matrice dans la base £ du projecteur N-orthogonal

€

sur 1'espace’engendré par les colonnes de A.

Or tout espace vectoriel peut &tre muni d'une base orthonormée il existe

N
d . e 01
onc b1 € p1a; telle que
<A1>Ei - <b1>£1

et donc telle que

<R A1.>E = <Qbi>g'
Dans ce cas

N.Proj<A>€ = N.Pr*oj<m)1_>€ :
La matrice (Qbi) est N-orthonormée, aussi le projecteur ¥-orthogonal
sur 1'espace <ﬂb1.>E a pour matrice :

. o
NE’POJ<@b1>£ = (ﬁbi) (ﬁbi)N.

Posons dans cette égalité

a; = Nsb, (60)
i t _t .
il vient :
. i t i t
N-Prod gn,» = (BM525)7(8M;2;) (BN;) = (8M;a;7a;)
alors : &
. it
lx-N.Proj_p Xy = [1x- (M3, a5 )xl (61)

mais, la solution u de TUCKERN vérifie :
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t t
| X~ (&M.a. a;)x| y 2 | x-(8M. U UilﬁlN (62)
alors (59) (61) et (62) montrent que
t
Hi‘(QAilﬂlN E ”ﬁ(@Min Ui)ﬂlN
qui est équivalent &
L. & 1 2t,
IX-A"HTBI 1 o > XMyt P2,
N™,N N*,N

En utilisant (56) on conclut que ¥(C,B) ¢ G3 x O2

t 2
IX-C7Blly1 w2 = IX-cTly1 y2

ceci signifie qu'on ne peut pas trouver de bipartition n , de matrice

1 2 .
H e ME{(q »q7) et de famille {Ai}ie[n] (Ai € Mll(pi’qi)) telles que

IX-(8 A)H (e A 2 Soit inferieur 2 Hx-ctv,\yll1

1en1 1en2 NT, 2

N

La matrice ¢ des n-composantes principlaes de (x,ﬁNi) réalise
le :

max HCl[l (63)
€ N™,

1 I

Puisque u = (UI’UZ""’Un) définit une solution du probléme P3 on sait

par (III1.38) que quelque soit a = (Al’AZ""’An) €T

(IR PR TR RPN
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c'est-a-dire

||M1A1tA1XA2tA2M2H 1 2 SHM].UltUlXUZtUZMZH 1 2 ; (64)
N ,N N™,N

mais la quantité & gauche de (64) est égale & :

nialtalxa?) 1
N, I

et celle a droite & :

11t 1,2
I ha? = lel
NT,I N-,I

M,

p1' Qq.i

1t,1.42
AXA lil <lle i 1 . (65)
N°,I NT,I

par suite si Ai €0
Imia

L'expression (64) montre que ¢ réalise le maximum de ”Clhl p sur 1'ensemble
Gl‘ On ne peut donc pas trouver de bipartition n et des matrices Ai’

A, LT
3 E(?piqi telles que

€

108 MATANX( R AN ¢ >l g -
16”1 16”2

Remarque :

Puisque G1 = G2 = G3 C peut ne pas faire 1'optimum de (63) ni dans G2
ni dans G3.

PROPRIETE 3!

Le couple (¢,7) issu de la n-ACP de (X,QNi) réalise le :

max <X,CtB>

152
(C,B)<Gy <0, N ol

La démonstration de cette propriété utilise le lemme suivant qui se déduit
de 1'inégalité de Schwartz :
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Soit F un sous ensemble de M]Q(p,q) et M une matrice symétrique
semi définie positive, alors

max tr(tAMB) = max tr(tAMA).

(A,B)eFxF Aer

Toute solution u du probléme P3 optimise 1'expression

min Hx-N.PrOj<9A.>(X)llN
el 1

le projecteur ci-dessus &tant V-orthogonal u optimise le produit scalaire

max <x,1V.Proj<QA >(X)7V
el i

qui est équivalent & :

max <x,(QM1A1tAi)5>N =
aefl

max <X ,Mlaltalxa2ta2y2,

1 §2
a€F1 N=,N

alors, pour tout a « Iy s

laltalonlt 2.2
<X,M AT "A"XAT"AM >N1,N2 < <X’CtV>N1,N2

LorSQUﬁ (C,B) « G, x 01 k! matriCﬁ ctp s'écrit MlAltAIXAZtB ol

A. e0 ! i , B. io.p :
i€ P10 et pour i € No B1 € Opiqi osons

2= 8 D.= & N.B.

ienz ! ienz i
le produit scalaire <X,CtB>N1 N2 devient :

tr(Sntlaltalialten?) < gr(to2txaltalya?) |
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M.
PTq implique que AZ et D% sont du mame type.
19

1'appartenance de Di ao
Le Temme ci-dessus garant1t1que

max("DZHALEAIXAZ) - max(tAZtxaltaZya?)
mais, puisque
tr(ta? Taltalya?y o o mialtalya2tav2, 1

N*,N
il résulte que

1,1¢t,1 A2t

<X ,M A A X B>N1,NZ s <XQCtT/>N1’N2

c'est-a-dire ¥(C,B) ¢ Gy x 01

t
K CBoy1 y2 < X% > 2
ce qui prouve la propriété 3'.

PROPRIETE 4'

Le couple (¢,r) issu de T1a n-ACP de (x,8N;) réalise Tle :

t
<X,C B>N1,N2|

t
|IC HINI’NZ

max
(C,B)eG3XO2

Démonstration

Cette propriété est une conséquence directe du lemme suivant que 1'on énonce
sans démonstration :

Soit (E,M) un espace euclidien et 7 un sous ensemble de E tel
que siyeF etr e R alors 1'élément ry appartient aussi & 7 .
Si étant donné x ¢ E i1 existe y ¢F tel que ¥y ¢ F

x=3lyy = 1x=]
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alors ¥y ¢ F

[i’&iq > | L)
Iyl Iyl
Notons F 1'ensemble des matrices qui peuvent s'écrire sous la forme CtB
ou (C,B) e G3 x E2. D'une part il est facile de montrer que sir e R
et y « F, ry appartient aussi & F et d'autre part la propriétée 1'
assure que si y ¢ F

X YllyL w2 < I1Vly2 e

On est donc en mesure d'utiliser le Temme ci-dessus qui garantit la
validité de la propriété 4'.

La matrice ¢ des n-composantesprincipales de la n-ACP de
(X,QN ) constitue Ta (G3 x 01)-me111eure approximation
(N QN ) euclidienne de X : elle réalise 1'optimum de :

. . t
min ( min |[x-¢c 8l y1 52) (66)
CeG BeO -
3 1
Démonstration

La propr1ete 1" affirme que (€ ,V) réalise Te minimum de la quantité
IIX-C BHNI N2 Sur 1'ensemble Gy x 0,. Or (C,7) ¢ G, x 0y et
G1 x 01 = G3 x 01 c G

x 0

3 2

il résulte que (C,7) réalise le minimum de cette quantité sur Gy x Ol'
C optimise donc (66).

PROPRIETE 6

Si n est une bipartition ordonnée quelconque de [n] la-
propriété d'optimalité 6 des composantes principales de 1'ACP
n'admet pas de contre partie dans le cadre de la n-ACP pour

n > 2, méme lorsque 1'on se limite & 1'ensemble Gl' Par contre
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sin est de 1a forme n = {nl,{k}} la matrice des k-composantes
principales de l1a n-ACP de (X,QNi) réalise sur G3 le maximum de :

<X,N.Pr0j<c>X> (67)

N1,N2 -
On se place d'abord dans le cadre général (n sans contraintes). On
montre qu'alors les n-composantes principales de la n-ACP ne réalisent
pas le maximum de (67) méme dans G1. On utilise pour cela un contre

exemple dont Tes détails sont présentés dans 1'annexe C2.

Les paramétres de ce contre exemple sont :

n=3
P1=7 s Pp=h . py=6
9;%6  » 92, qy=2
M=l My=l . Mg=I
n={l} ,  n,={2,3}

x est le cube de données associé a la fam111e {Ps }] [3]dont la
3-représentation matricielle est le tableau X (voir annexe).

La 3-ACP de y fournit comme solution les matrices :
Uy =By s Upely EF T3eoyp.

La matrice
n t n t n
¢ = (8 Muyuy) X (8 vy) =v;7vy X (vp 8 03)
1en1 1en2
constitue la matrice des n-compoaantes principales de yx .
Ecrivons X et ¢ au lieu de X et c et remplagons C par ¢ en (67).
On obtient :

<X,z='1r'oﬁ<c> X> = tr(tX Proj<c> X) =

-1¢t

=tr(tXc(tcc) cX) = tr( cc XtX
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la matrice R, élément de an(12,12)

e ]

Yoy Lty

R= c¢(7c)

a pour trace :
tr(R) = <X,Proj_, X = 17.288. (68)

Construisons maintenant i 1'aide des matrices A1 € 07 6° A2 € 04 5
et A3 € 03 2 présentées dans 1'annexe les matrices C et S :

C

t
AL ALX(Ay 8 Ay)

= c(tco) Lexy.

(V2]
|

On vérifie que C e MHQ(7’4) appartient a 1'ensemble G1 et que
tr(S) = <X,proj<C>X> = 17.476 (69)

(68) et (69) montrent que ¢ ne peut pas réaliser 1'optimum de (67)
méme dans Gl'

Par contre, si les deux classes de n sont ny = {1,2,...,k-1,k+1,...,n}
et np = {k} on a :

PROPRIETE 6"

La matrice ¢ des k-composantes principales de la n-ACP de
(x,ﬁNi) réalise 1'optimum de

k :
max <X,N".zroj_ _ X>.k (70)
CEGB <C> N ,Nk
k

ol X est la k-représentation matricielle de x et N = @ Ni’
k
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Démonstration

Soit pour tout i ¢ [n] la matr1ce K telle que tK K = N1 ; et soit P
la matrice du projecteur N' -orthogona] sur 1' espace engendré par 1es
vecteurs colonnes de C : P = Nk PrOJ

Notons Y = Xth et Yi la iéme colonne de Y. Soit alors

t
g(C) = P Kok XNKP XN, ) =

t, ok tynk
tr (K, KNP X Kk) = tr(“WP_Y) =

qk
<Y P Y >Nk
i=1

est telle que <C> < <C>on vérifie que

= <Y,P Y>Nk [ =

o

Lorsque

VioPe Yionk s <YiPe Yoopk

et donc
9(C) < g(C).

Lorsque C n'est pas de plein rang on peut toujours construire une

(qpl}

matrice C de plein rang de facon & ce que <C> = <C> et donc

g(C) =< g(0).
c'est-a-dire

<X’Nk‘PrOj<c>X>Nk,Nk‘s <X, Nk Proj - X>Nk k

on neperd donc pas en généralité en se limitant 3 optimiser (70) sur
le sous ensemblefeé de G5 formé par les matricesC de plein rang. Si
Ce G3, C est de la forme

ienl
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ou les Ai (i # k) aussi bien que H sont de plein rang. On peut alors écrire :

X, Nk.proj<c>X> = «x,c(tenke) 1t NkX>Nk’N

K
TSNy k

= tr(SNKAKN Ertaknkakyy =1 tykaky XN, ) (71)

Supposons toutes les Ai (i # k) fixes et cherchons H « M}qu,qk) qui
maximime (71). Soit a;e 0 telle que les colonnes de a; constituent

Ps Q-
une base Ni-orthogonale de 1 éspace engendré par les co]onnes de A

<A'i> = <a;>
On observe que

<AkH> c <Ak>
donc

<AkH> c <ak>

ceci implique, é&tant donnée H de plein rang, qu'il existe une autre
matrice 7, elle aussi de plein rang telle que

Ay = ok 5

par suite le maximum de (71) sur an(qk,qk) concide avec le maximum sur
le sous ensemble MHT (qk,qk) de matrices de an(q ’qk) de plein rang.
Si T'on note maintenant

kyt

t k
a N X Kk

Y =

T'optimum de ( 71 ) devient :

max tr(YvH( ey "1ty -
HeM]ﬁr (q ’qk)
max () Ty by (72)

H e M]R*(q ’qk)
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D'aprés Rao [12;340] (cf. 8.6)1'optimum de (72) est atteint quand H est
la matrice des composantes principales de 1'ACP de Y : si

tYYw = WA ( A diagonale)

H doit étre alors :

H = Yw.
On vérifie que la matrice v = Kilw est 1a matrice des plus grands vecteurs
propres de Kil tYYKk qui est égale a tXNkaktakaXNk. C'est-d-dire :
(n*aktaknkan, o= o (73)

La matrice H qui optimise (71) s'écrit alors :

_tokykety o tokekoty o oml
= "2 NKKw = TN KK W=

takaXNkU.

b =
1]

Remplagons cette expression en (71) et supprimons les indices supérieurs
afin d'alléger 1'écriture. On obtient :

LanNxN, v

K UN

XNa “aNXN, U

£
("UNy K

tr(*XNa Exnat )71 N, XNaCanx

K
en utilisant (73) cette expresion se réduit a :

t

tr(U UNkUA)-l L

A UNk) = tr(a)

car la matrice U est Nk-orthononnée.
L'identité (73) permet aussi d'écrire :

tr(tUthXNkaktakaXNkU) = tr(a)
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mais, puisque u = (Ul,Uz,...,Un) est une solution de la n-ACP de
(x-8N;) on vérifie que

tr(Con, SonkakEaknon ) < tr(Co S M) = tr(a)

c'est-a-dire :
tr(a) < tr(a)
d'ou
max <X,Nk.Proj<C>X>Nk,Nk < tr(a). (75)
CeG3

Considérons maintenant la matrice ¢ des k-composantes principales :
- _ kt k
c = ( g M1.U1.tU1.)XUk = MlﬁJ tU XUk
On vérifie que ¢ appartient & G3 et il résulte de (31) que

= tr (5N (T y Tk

k
tr ( txnkuky K RS B o Nk ) =

%lkXNk) = tr(Akj = tr(A)

<X,Nk.l"1"0‘]'<c> X>

KON k)

1]

1]

tr ( txw Kty ky mAr W

alors

<X,Nk.Projq?>X> Eri(d ).

k =
N ’Nk

L'expression (75) nous permet donc d'affirmer que Ta matrice ¢ des
k-composantes principales de la n-ACP de (X,ﬁNi) réalise 1'optimum de (70)

4.2.4 - Propriétés perdues par la n-ACP

Dans ce paragraphe on montre, par un méme contre exemple, que les
propriétés 7, 8, 9,10 et 11 de 1'analyse en composantes principales
ne sont pas vérifiées par les n-composantes principales d'une n-ACP (n > 2)
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méme lorsque 1'on se restreint i des structures particuliéres de
bipartition n . Les divers &léments de ce contre exemple sont présentés
dans 1'annexe Cs-

Les paramétres sont :

p1= ’ p2=6 ’ p3=5
=3, 9= , q,=3

M1=I . M2=I s M,=I

(76)

x est le 3-cube de données associé i la famille {pi}ien dont sa
2-représentation matricielle est le tableau X ; et on considére 1'espace

vectoriel IR4 o ]R6 ) ]R5 repéré dans la base canonique.

On présente en annexe les matrices
v 5 € 0 Uy e 0
1€ 9%,3+ V€054 U3e O,

qui constituent 1' approximation de TUCKER de la solution du probléme

P3 ainsi posé ; c'est-a-dire o), U} et v’ sont les matrices des
172 73 1 o 1303

91-9, et g3 plus grands vecteurs propres de X X, °f ﬁ, X X .

A1> 85 et A, sont Tes matrices diagonales correspondantes des valeurs

propres.

La 3-ACP de x fournit comme solution les matrices
U e Ch,3, Uy e 65’4 »  Use 05’3 et les matrices diagonales correspon-
dantes Aps A, et A3.
La matrice des 2-composantes principales de cette 3-ACP est :

‘ 2
c= (8 Us tU.)XU2 = (Ult
2

t 2
U19 U3 U3) XU2
On calcule :

s
tr(ng) = tr(n,) = tr(ay) = [lcf = Ix|P = 27.742



et on vérifie que
tr(Al) = tr(Az) = tr(A3) < min(tr(Al), tr(Az), tr(A3))

qui nous permet de constater que 1'inégalité stricte peut €tre réalisée
dans (40).

Les matrices Al’ A2, A3 qui définissent notre contre exemple, sont

construites & partir d'une autre 3-ACP de x. Les paramétres de cette
3-ACP sont les mémes qu' auparavant sauf pour g, que 1'on change en q2+1,

c'est-3-dire 4 en 5.

On obtient comme résultat de cette 3-ACP les matrices :

51 J?Z, Ugs Kl’ Kz, R3 ; et 1'on constate que

tr(/-\l) = tr(a,) = tr(d;) = 29.301 > 27.742

»)

(résultat qu'on devait attendre car qul > q2).
Les matrices Al’ Azet A3 sont :

A1 = 51, A3 = 53, et A2 la matrice formée par les qp=4 premiéres

colonnes de 52. gature11ement chaque colonne de A2 est un vecteur propre
t t .
X(g A; Ai)X s  puisque A1 € 04’3, A, e 06,4 et Ay e O¢ 5

b

de la matrice

la matrice

C=(aAt

5 i Ay)XA

appartient donc & 1'ensemble G, . ‘
On constate que a = <A1’A2’A3) est différente de u = (Ul,Uz,Ua) car

A1 # Uy A2 # Ups A3 # Us-
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Pour que a soit une a%tre solution de P3 (avec q2=4), d'aprés (III.59)

la quantite  tr(",% (8 A."A)X A,) doit aussi atre égale & 27.742.

Or, cette trace, égale a"la somme des 4 premiéres valeurs propres de hos
ne vaut ici que 27.612 on déduit que a = (AI’AZ’A3) n'est pas une solution
du probléme P3.

Dans ce qui suit on considére la bipartition ordonnée n od Ny = {2}
guisq%e 1'on ne risque pas d'ambiguités on écrit X et ¢ au lieu de
XetC.

PROPRIETE 7'

La matrice des n-composantes principales de la n-ACP (n > 2) de
(X,ﬂNi) ne réalise méme pas sur G1 1'optimum de :

tynl
max || "XN“C[y2 ;
CeGy ’

Pour démontrer ceci il suffit de vérifier dans le contre exemple
considéré que :

t tyr

17X ¢l <] "XCl|
En effet :

Htxcn2 = tr( tCXt‘XC) = tr(tUti(ﬁUi tUi)xtX(ﬂ Us tU_i)XUZ)

2 2
(77)

mais

t t -

X(i Us U1) X Up = Uphy

alors (77) se réduit a :
tr(A,U, 00,) = tr(A,)
22 272 2

c'est-a-dire

I 5xc|P = tr(A2)2 - 212.339.
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(1a matrice (A2)2 est aussi montrée en annexe).
D'autre part :
1518 = tr(textx ) - tr(a, (8 A SXEK (2 A A, )XA,)

qui se réduit & la somme des carrés de tous les &léments de la diagonale
de KZ exempté Te dernier car chaque colonne de A2 est vecteur propre de
tX(Q A; tAi)X. Cette somme qui vaut

2

9

-2
I (A} = 213.681

i=1

montrer le résultat cherché :
t ty=
X ¢l < || "XT||

PROPRIETE 8'

La matrice des n-composantes principales de la n-ACP (n > 2)
de (x, @N.) ne réalise pas 1'optimum de

max ||XN? x-ctg
CeG1
Pour démontrer ceci i1 suffit de constater dans le contre exemple que :

N1, ND

IX%-ctell > ||xtx-ctey.

On présente en annexe les matrices XtX, cte et CtC sur lesquelles: on

peut constater en effet que:

118.870 = ||x%-cte|l > ||xtx-EtE|| = 117.528.



«1686.

On peut donc ddire qu'il est en général possible de trouver une matrice
C e G1 telle que la matrice des produits scalaires entre lignes de C permet d
mieux approcher la matrice des N2-produ1ts scalaires entre lignes de X

que ne le fait la matrice des produits scalaires entre lignes de ¢ .

PROPRIETE 9'

Les matrices ¢ et v issues de la n-ACP (n > 2) de (x, an;)
(cf. page148) ne réalisent méme pas sur G1 x 01 1'optimum de :

L vad

min [|t(X-C
(C,B) e 0y x G4

BIN' (X-C'8)ll 2, y2:

On montre ceci en constatant que dans le contre exemple présenté
t t k t
1F(x=c"0,) (x0T ) || > 11 Bx-ctan) (x-CtA,) I (79)
Soient R, R, Ap et Ag les matrices (montrées en annexe) :

= t(X-ctUZ) (X-CtUZ)

-
|

£ b ~t
R = *(x-CtA,) (x-Ta,) (80)

et Apet Mg les matrices diagonales de leurs valeurs propres. Puisque
R et R sont symétriques on a : '

IR = tr(n )2 :

512
t [IR][" = tr(a-
27 et IRIE - tr(a)

2 et (A-)2 données en annexe vérifient :

les matrices (AR) 5

2 =
33.596 = ||R|| > [|RIF = 32.522

ce qui confirme (79).
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n
I1 n'est pas vrai que pour tout i < q2 la matrice ¢ des
n-composantes principales de (x,ﬂNi) réalise 1'optimum de :

max Ai(tCC).
CeG1
On montre ceci en présentant dans notre contre exemple un jindice i
pour lequel

xi(ctc) < xi(CtC)

Soient S et S les matrices :

_t., = t
g _tzx _t, t t
S =TT = "A, X(g Aj TA{X A,

les définitions de u et a assurent que S = Ay et S est la matrice diagonale
des 9, = 4 premiers é&léments de la diagonale de A s Pour tout i < 9,
on a donc :
(o) = a8,) = (a,)
i V2 2711
A (Y88 = (i) = (R,)
i i‘t2 2711

si 1'on choisit i=2 on vérifie que :
8.105 = (A2)22 < (AZ)22 = 8.516

C'est-3-dire :

AZ(tCC) < AZ(tEC).
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PROPRIETE 11'

I1 n'est pas vrai que le couple (¢,7) issu de la n-ACP (n > 2)
de (x» QNi) réalise pour tout i < q2 1'optimum de :

1 Z

min v (B(x-c BN (x-cB)N%)
(C,B)eGyx0;
Les matrices R, R, Ay et Ag définies en (80) verifient :
AR = 25(0g) = (Ag)4

2 (R) = 25() = (AR)4
On montre en annexe que pour i =1

= 4.033 et (A = 3.813

(Ap)11 R)11

ce qui prouve que
A5 (R) > Ai(ﬁ)

et que la propriété 11 de 1'Analyse en Composantes Principales n'a pas
non plus de contre partie dans le cadre de la n-ACP.
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CHAPITRE V - INTERPRETATION DES SORTIES DE LA n=ACP

Etant donné le n-hypercube de données x dont Te 1éme mode a P;
éléments la n-ACP de x consiste a chercher la forme n-linéaire % de rang
inférieur ou égal 3 {qi} 1a plus proche de la forme n-linéaire x qu'on
associe au cube x . La procédure développée au chapitre III choisit X
comme une extension canonique d'une forme n-linéaire h définie sur un
ensemble de la forme 1§1 Fi’ ol Fi est un espace vectoriel de dimension
Q;- Les données d'une n-ACP sont 1'hypercube de données y , Ta famille
d'entiers {qi} et lTes n matrices symétriques définies positives servant
a définir les métriques sur les différents espaces. Les produits de
1'analyse sont donc la forme n-linéaire h et les espaces F La forme
h est déterminée par son cube des données associé, qu'on appe]]e cube
central, et les espaces F1 sont définis par les colonnes des matrices
orthonormées Us. On construit X a partir de h et des Us-

La premiére partie de ce chapitre a pour but d'interpréter d'une
fagon plus précise le cube central et les matrices Us. Elle passe par
T'introduction du concept d'élément idéal d'un mode. On montre que la
forme n-linéaire X est complétement déterminée par la connaissance
des éléments idéaux. Le nombre d'éléments idéaux du mode i est q;
(q; < pi). Les entrées du cube central sont les valeurs prises par X
(ou bien par h) sur les &léments idéaux. On peut dire que les éléments
idéaux permettent de condenser 1'information contenue dans le cube .
qui cont1ent p = H P; réels, en un cube plus petit h constitué par
q = H q; ree]s, 1=l 1es éléments idéaux jouent le rdle joué par les
compaséntes principales (variables latentes) en Analyse en Composantes
Principales : quand on a affaire & un tableau X i n 1ignes et p colonnes
od chaque ligne contient de 1'information concernant .chacun des n
objets ou individus, on considére souvent que chaque colonne de X représente
un caractére ou une variable et que le terme x1 de X est la valeur prise

par la Jeme variable sur 1'individu i. Ainsi X est assimilé a un tableau



170,

"individus-variables". I1 est traditionnel de se demander si les p
variables observées peuvent étre reconstituées a partir d'un nombre
plus petit r de variables de base que 1'on appelle parfois variables
latentes ou variables idéales. Lorsque tel est le cas, on dit que les
r variables latentes suffisent a expliquer 1le phénoméne é&tudié.
Si Ta reconstitution exacte n'est pas possible on détermine les r
variables de base qui permettent une reconstitution approchée optimale
des p variables originales par des combinaisons linéaires. La jéme
composante principale est la matrice unicolonne contenant les valeurs
prises par tous les individus sur 1la jéme variable idéale.
n

Au chapitre IV nous avons défini les matrices ¢ des n-composantes
principales d'une n-ACP. Nous avons montré alors qu'elles généralisent
la matrice des composantes principales de 1'ACP et vérifient quelques
unes de ses propriétés d'optimalité. Au paragraphe 5.3 de ce chapitre
on montre que la matrice 8 s'interpréte de facon similaire aux compo-
santes principales de 1'ACP : elle fournit en colonne les valeurs
prises, d'apréx X, par "un ensemble de variables idéales sur 1'ensemble
d'individus réels".

IT est clair que chaque élément d'un mgde du cube x définit une
section du cube. La section associée au i°™¢ &lément du mode k corres-
pond a la iéme colonne de la k-représentation matricielle de y :

(X)j. Appelons pour 1'instant "individus" les é]éﬂents du mode k.

A chague individu correspond donc une colonne de X, et par conséquence,
un vecteur de Hlpk qu'on désigne ﬁomme 1'espace des individus et que
1'on note Ek. La jéme colonne dg X fournit 1ea valeurs observées prises
par 1'individu j. De méme, la jeme colonne de Xdonne les valeurs
calculées ou préditespour 1'individu j, et les colonnes de ¢ donnent

les valeurs assignées aux individus idéaux par la forme n-linéaire X.

Le paragraphe 5.4 présente 1'étude des individus réels, calculés et
idéaux de 1'espace Ek. Un individu est bien représenté dans 1'analyse

si les valeurs réelles et prédites qui se correspondent, sont proches

1'une de 1'autre. On propose des coefficients permettant de mesurer
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la qualité de la représentation d'un individu réel, et la contribution
de chaque individu idéal a cette représentation. On montre comment
obtenir une représentation graphique des individus appartenant & Ek

de fagon a pouvoir juger de 1Eurs proximités. Finalement on considére
que les lignes de la matrice X définissent des vecteurs d'un espace
vectoriel de dimensiﬁn Py qu'on appelle 1'espace des conditions. On
utilise la matrice ¢ des k-composantes principales pour construire
une représentation cartésienne de cet espace. Naturellement ces
représentations cartésiennes sont approchées et 1'on &tudie alors
leurs qualités.

Au paragraphe 5.6 on définit le concept de "meilleure représentation
cartésienne d'un nuage de points". I1 nous permet de montrer que les
représentations graphiques construites dans les paragraphes précédents
ne sont pas en général optimales ; mais, que si X se trouve assez proche
de x elles ne peuvent é&tre mauvaises et si certaines conditions sont
remplies elles sont optimales dans un sens moins large.

Au paragraphe 5.4 et 5.5 on traite, on 1'a déja dit,k1e probléme de
la représentation des colonnes et lTignes de la matrice X ; dans le
dernier paragraphe de ce chapitre, le 5.7, on traite le probléme ge
Ta représentation graphique des lignes et colonnes de la matrice X.
Nous montrons d'abord que la meilleure représentation cartésienne des
lignes de Q estnfournie par les lignes de la matrice 8 des composantes
principales de X, puis on propose la construction de deux représentations
approchées. Bien que moins bonnes que celle définie par 8 elles ont
1'avantage de se calculer d'une fagon peu colteuse 3 partir des sorties
de la n-ACP. La premiére utilise les 1ignes de la matrice 2 des n-compo-
santes principales de la n-ACP de y , et la seconde réalise 1'ACP du
tableau §
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5.1 - UNE INTERPRETATION DES MATRICES U,. LES ELEMENTS IDEAUX

Soient E sEose e o n ensembles constitués chacun de P; éléments.

n
Notons s} au jeme élément de 1'ensemble Es- Soit x une fonction de
Ellx 22 XX Ep dans R ; appelons xj1j2"°j 1'image de 1'élément
(8 & ,...,sq ) par x : 1
31’32 Jn
X XEj > R
1 n
TR M F AR N
On dit que x. . est la valeur prise par x chez les éléments g% gg ,..,gn.
Jq--+dp AP i

L'application x définit un n-hypercube de données qu'on note aussi yx :

x : x[p;] > IR

Wyslgsnes syl * Xy 3o de

On décide de considérer que les éléments de 1'ensemble E; constituent
une base d'un espace vectoriel Ei de dimension ;s ce qui veut dire en
outre, qu'i]_est licite de parler de§ combinaisons linéaires des éléments
gi, g;,...,g1. ..Nous appelterons £' a la base de Ei constityée par les
éléments de E} (51 = Ei) et nous disons que Ei constitue Te i€ mode
de 1'hypercube de données.

On décide de considérer de plus que les quantités Xj j j sont Tes
valeurs prises sur les éléments (5§ ,5? ,...,a? ) par u;&e2 forfle n-linéaire
1

x définie sur E, x Ejx...x E_ : J2 n
1 2.-. n-

x : xE > R
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L'espace vectoriel [ (xE ;R ) des formes n-linéaires sur Eq x E2 v X En

est muni du produ1t sca1a1re ¥ , dont la matrice N par rapport 3 la
base £ = €' s'écrit N = QNi’ ou Ni est une matrice symétrique définie

positive d'ordre Pi-

Si {q1}1 h

n-ACP {q;}-dimensionnelle de (x,AN. ) nous permet de trouver la forme

est une famille d'entiers positifs telle que p; < g, la

n-]inea1re de rang {a;} plus proche de x au sens de la métrique ¥ . On
la note X et on 1'appelle la forme n-linéaire calculée, projetée ou bien
prédite. Pour chaque i ¢ [n] la n-ACP de (x ,8N. ) fournit au travers des
colonnes de la matrice U; un ensemble ¢! de q; vecteurs N. 1-orthonormes
de E Notons M = N}l i et des1gnons par Fj 1e sous espace de E
engendre par 1es vecteurs Cl’ 52’ "’Cq de c » X est alors 1 extens1on
canonique d'une forme n-linéaire h def1ﬁ1e sur Fl x F2 X i X Fn'

C'est-a-dire qu'il existe h ¢ © Fi telle que

i(al,az,...,an) = h(Pl(al),...,Pn(an)) (1)

od a; désigne un élément de E , et Py désigne le projecteur M. —orthogona]
sur F

Puisque ci est une base de F la forme n-linéaire h est parfaitement
déterminée par les valeurs qu e]]e prend sur tous les n-uples du produit
cartes1en Xz, qui sont d'ailleurs, les coordonnées de h dans la base
0z de @ Fs

Les co1onnes des matrices U constituent donc les coordonnées des
vecteurs de z' dans la base gl de E ; et T'hypercube central h fournit
les valeurs prises par 1la forme n- 11néaire h sur les diverses combi-
naisons d'éléments des c1

2 n

1
h(C s C seees G ) = h
k1 Ko kn k1k2...kn
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D'aprés (1)
sy b 2 n
BEe ofe ansnyby J = N ;
k1 k2 kn k1k2“‘kn
La forme X est complétement déterminée par la connaissance des vecteurs
c; (i en, ki € Pi) car on 1'a vu, le cube central h est une fonction

de% Ui i

|=
1

(2 tU1)§

>0
]

(ﬁMiUi)ﬁ

o0 x est la matrice unicotonne des coordonnées de x dans la
base £; et h et X sont les matrices unicolonnes représentant h et X dans
les bases respectives z et £ de § F_i et @ Ei'

Puisque les ensembles 51 nous permettent de construire la meilleure

approximation X de x nous dirons que les éléments de c1 sont les éléments
M€ mode de x . Selon la définition du paragraphe 3.4 g1
éme

idéaux du i

constitue un ensemble générateur minimal du i mode.

Définition

Les éléments de 1'ensemble E; sont appelés les éléments réels du

1.éme mode de . 51 est le jiéme &lément réel du iT"C mode.

4

Définition
On appelle élément fictif du i*M® mode  tout vecteur de 1'espace Ei
qui n'appartient pas & 1'ensemble B
Définition

Oq appelle élément idéal du iéme mode de y tout vecteur de 1'ensemble

1
c .

z,. est dit le k.éme &lément idéal du mode 1.
1
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Naturellement les é&léments fictifs et donc aussi Jles éléments idéaux
sont des combinaisons linéaires des &léments réels (du mode correspondant)
car ces derniers constituent des bases des Ei' Les colonnes des matrices
Ui définissent les coefficients des combinaisons Tinéaires associées
aux éléments idéaux ; elles fournissent les coordonnées des éléments
idéaux dans la base de Ei formée par les éléments réels .

On doit remarquer que la proposition réciproque est fausse : rien
ne permet d'affirmer que les &léments réels sont des combinaisons linéaires

des éléments idéaux.

5.2 - UNE INTERPRETATION DU CUBE CENTRAL

Soient n {nl,nz} une bipartition ordonnée de [n], ¢ la permutation

associée et ﬂ n]a n-représentation matricielle du n-hypercube de données
h. La matrice H posséde alors une Tigne pour chaque &lément du produit
cartésien cc(l) x 50(2) X...X% cc(nl) et une colonne pour chaque &lément
du produit cartasien (°(M+1) (") Nous dirons que H donne les
valeurs prises par les éléments idéaux des modes o(n1+1), o(n1+2),...,o(n)

dans les conditions définies par les é&léments idéaux des modes
a(1),0(2),... ,o(nl) :

Exemple

Soit x le 3-hypercube de données décrit en 1.1. Le premier mode est
constitué par 10 individus, le deuxiéme par 5 épreuves et le Proisiéme
par 4 juggs. X5k est la note donnée au 1éme individu par le kEme Juge
dans 1a jMe épreuve d'une compétition.

Soijent q1=3, q2=2, q3=2. La n-ACP de x fournit la forme X appartenant
a Ln(in;Hi) de rang inférieure ou égale & {qi}ien la plus proche de x.
E17e fournit aussi 3 individus idéaux, 2 épreuves idéales et 2 juges

idéaux.
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Le terme générique h (pe31,9e [2], re [2]) du cube central

. e . éme
est la note qud, d'aprés X, devrait donner le r
peme individu idéal dans la qeme épreuve idéale : le cube central est

juge idéal au

un abrégé des valeurs correspondantes aux diverses combinaisons des
é]ém?nts idéaux de tous les modes. Si n = {{2,3},(1}} 1la matrice

ﬂ (=H) associe une colonne 3 chaque individu idéal et une ligne & chaque
couple formé d'une épreuve idéale et d'un juge idéal. Elle est formée

de 4 lignes et 2 colonnes. On dit que ﬂ donne en colonne les notes
obtenues par les individus idéaux dans des conditions idéales.

Au moment de 1'interprétation des sorties d'une n-ACP il se peut
qu'on ne puisse pas accorder une signification aux individus idéaux
d'un mode. On arrive souvent & des situations analogues quand on
interpréte les composantes principales issues de 1'ACP d'un tableau
"variables-individus" : i1 n'est pas possible de donner un 1ibellé &
certaines composantes et parfois on se borne & dire tout simplement
qu'une composante est une combinaison des variables dont certaines ont
un poids plus important que les autres. Quand tel est le cas pour les
éléments idéaux d'un mode, 1'interprétation du cube central comme un
abrégé des rapports entre les £1éments idéaux devient complexe et dif-
ficile a manipuler. Par contre si ces éléments peuvent &tre bien carac-
térisés 1'interprétation du cube central devient plus claire et elle
peut apporter des résultats intéressants a la connaissance du phénoméne
étudie.

Revenons a notre exemple pour essayer de déterminer maintenant quelle

est la note qui devrait recevoir un individu idéal dans des conditions

réelles. On se demande par exemple quelle note devrait assigner le e
Jjuge réel au qéme individu idéal dans la jéme épreuve réelle, si bien
entendu, Tle qéme individu idéal existait.
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5.3 - UNE _INTERPRETATION DE LA MATRICE DES n-COMPOSANTES PRINCIPALES

On s'intéresse & déterminer ]a valeur qui prend la forme n-lingaire
X sur 1'élément (al,az,...,an) de in quand certains des a; sont des
éléments réels et les autres des éléments idéaux des espaces Ei corres-
pondants.

Soit n une bipartition de [n]. Pour chaque k ¢ [n] choisissons un
entier ik appartenant & [pk] Si ke nq et a [qk] si ke No- Appelons
P iy le ikéme élément réel du mode k si k « nps et le ikéme élément
ideal si k ¢ Ny 5

k .
) gik Si k e N
Wl k
Cik si kK ¢ o

Nous nous proposons de calculer ]a valeur de i(p% ,p? ,...,p? ).
1 2 n
D'abord faisons de n une bipartition ordonnée en dotant chaque classe
d'un ordre total. Soient ny = card(nl), n, = Card(nz) et o Ta permutation
de [n] qui définit avec 1'entier n; la bipartition ordonnée .
Appelons C1 et C2 les produits cartésiens

¢, =0 3@, Lo(m)

a(n)

Cy = Sl A I
Les éléments de C1 sont des nl-uples d'éléments réels tandis que Tles
él1éments de C2 sont de nZ-uples d'éléments idéaux. On remarque que

card(cl) = pl et card(Cz) = q2.

On sait que X appartient au sous espace <{Fi}> (oQ Fi = <Us> 1-) et
que Tes coordonnées de X dans la base z de <{F;}> sont les entrées de
1'hypercube central h :
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1% % I N
2= 1 1 DNk 152" Do Dohg (8 ékk)
Jl'l 32-1 Jn=1 1¥2 n Jy i, 1 n k=1
(2)
n
H, Ta n-représentation matricielle du cube central h, est une matrice
qui compte une ligne pour chaque é1ément du produit cartésien
;O(l) x go(z) X .. .x ;U(gl) et une colonne pour chaque élément de Co.
L'élément générique de H est :
foW¥@Jomy) |
a(ng+1) “** Jg(n) Jpdg---dy
ou naturellement Jo(k) e [qc(k)]‘
D'aprés (2)
nJ
R (07 905 seeed )= 1 1 ... 3 s 1nkek)y
1 2 n jl J J 1°2°**Yn k=1 k
2 n
mais on sait par (III.11) que
e
-jk ) (MkUk)jk si ke "
Ck (p'l ) = i
k k "
S S1 k € nz
Ik
Alors (3) s'écrit :
q q ; 5 n .
o a(1) a(ny) nJ codd 1 LI
x(°i1"""’? b= Lo T 1c<1) O(nwl) T My Uo(z)].g( )
n Jo(l) Jg(nl) o(n1+l)... a(n) 2=1 JO(Q)
= oo e ey @y ey ey
] Somy o(ng#n)..o(ny 2e1 OO gy iy )
a(1) o(nl) B 1
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Par (IV,25) on obtient finalement :

e ) 2 oD () (4)

Tg" . :
2 n 10(n1+1)...10(n)

Cette expression montre que la matrice ¢ fournit Ta valeur prise par %
dans chaque nz-uple d'éléments idéaux appartenant C2 et chaque nl-up1e
d'éléments réels appartenant & C1 On dit que C donne en colonne les
valeurs que X attribue aux é&léments idéaux de C2 dans les conditions
réelles définies par les éléments de Cl'

Ainsi, dans 1'exemple ci-dessus, si n = {{2,3},{1}}, 1a matrice 2
des n-composantes principales (qui coincide avec ¢ ) donne en colonne
les notes que les individus idéaux devraient recevoir de chaque juge
réel dans chaque épreuve réelle. g 1 est donc 1a note qui devrait
étre attribuée au second individu idéal dans la troisiéme épreuve par
le premier juge. Si n = {{3},{2,1}} alors le réel B 1,2 est la note
qui devrait donner le quatriéme juge réel dans la premiére épreuve

idéal au second invididu ideal.
En résumé, les entrées des matrices des n-composantes principales
sont les valeurs prises par la forme n-linéaire % sur les diverses

combinaisons possibles d'éléments réels et idéaux des espaces E..
; p j

5.4 - LES ESPACES Ek et Fk DES INDIVIDUS

5.4.1 - La représentation cartésienne

L'ensemble ci des éléments idéaux du iéme mode de y engendre le
Sous espace vector1e1 F de E Les coordonnées de ces éléments par
rapport a la base &' de E sont consignées dans les colonnes de la
matrice U1. Si P; est 1e projecteur Mi-orthogona} sur le sous espace

Fi la matrice de P, par rapport aux bases g’ et ¢ est:

¢
i = UM
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Alors, les colonnes de la matrice tU1.M1.I (=tU1Mi) donnent les coordonnées
des projections des individus réels (du mode i) associées & la base de
F;j constituée par les éléments idéaux. Puisque cette base est Mi-ortho-
normée on peut faire une représentation cartésienne (axes orthogonaux,
vecteurs directeurs a la distance 1 de 1'origine) en associant a chaque
élément réel le point dont les coordonnées par rapport aux axes sont
données par les lignes de la matrice

t(tUiMi) = MU,
Les individus idéaux sont alors représentés par les vecteurs unitaires
des axes. On peut appeler le graphique ainsi obtenu "la représentation
cartésienne des projections des &léments réels dans 1'espace des éléments
idéaux".
Soit maintenant k un élément de [n]. Distinguons le kéme mode parmi
les autres modes. De facon & fixer les idées et simplifier 1'écriture
nous appelons le mode k 1'espace des individus et nous disons que tous
les autres modes définissent les conditions dans lesquelles les formes
n-linéaires x et X affectent des valeurs aux individus. Une condition

est un élément du produit cartésien x Ei un individu est un élément de Ek‘
K

Soit (al’aZ""’ak-l’ ak+1,...,an) une condition, si pour tout i#k
a; est un é1ément réel du mode i nous disons qu'il s'agit d'une condition
réelle. Si pour tout i#k, a; est un gélément idéal nous disons qu'elle
définit une condition idéale.

Kk

Soient X, X et ¢ les k-représentations matricielles des cubes de
données x, x et h. Ces trois matrices sont formées de pk lignes :
une ligne pour chaque condition réelle, c'est-a-dire pour chaque éiément
gu produit cartésien de tous les modes excepté le kéme. Les colonnes de
X contiennent les "scores" des individus réels dans toutes les condi-
tions reelles ; les colonnes de X fournissent les scores calculés ou

prédits pour les individus réels dans les diverses conditions réelles ; et
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k
les colonnes de ¢ contiennent les scores calculés des individus idéaux

dans toutes les conditions réelles.

C P g k _ pk P . .

onsidérons 1'espace E" = R K dgte dE la base canonique. I1 est clair
que chaque colonne des matrices X, X et ¢ peut Etre interprétée comme
le systéme des coordonnées d'un vecteur de Ek dans cette base ; on peut
associer alors a chaque colonne de ces matrices un vecteur de 1'espace
Ek. L'espace Ek sera nommé "1'espace des‘scores des individus". Lorsqu'il
n'y a pas possibilité de confondre Ek avec Ek on dit simplement qu'il
est 1'espace des individus.
X k k

Par simplicité on écrit ici X, X et ¢ au lieu de X, X et ¢ .
On dit que le vecteur défini par la iéme colonne de X est le iéme
individu réel ; en confondant le vecteur et sa matrice de coordonnées
on le note Xi' De m?me on appelle iéme individu calculé le vecteur
defini par X, et j° individu ideal le vecteur défini par ;-

Notons Fk le sous espace de Ek engendré par les individus idéaux :
FK < <C> . Nous voulons montrer que Tes individus calculés sont les
projections Nk-orthogonales des individus réels sur le sous espace
des individus idéaux.

Soit Pk le projecteur Nk-orthogona1 sur Fk. Puisque Fk = <C> la matrice

Pk de Pk dans la base canonique est :

pK = c(tCNkc)'1 tonk,

Par (1IV,31)
pk - c(Ak)'l tonk

Par (I11,60) et (IV,23)
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PKx) = c(a) Moy - MkUktUkXUkALItUktXUktUkMkaX i
_kkt ke -1t .t :
= W9 gt 8, oM = o = X (5)
PK(X) = X

Ce qui montre que 1'individu calculé ik (1k € [pk]) est bien la

projection Nk-orthogonale de 1'individu réel ik sur le sous espace Fk
et que Tes individus calculés se trouvent dans Fk 3

k _ k
P(Xi)—X_ieF.

Les 9y individus définis par la matrice CA;l/2 constituent une

k k

-orthonormée de Fk. Notons ck cette base et ¢~ la base canoni-

k k

base N
que de E
z, et gk). De (5) on déduit que les coordonnées des individus calculés

sont données dans la base ck par les colonnes de la matrice Ai/Z tUkMk.

(i1 ne faut pas confondre ck et €7 avec les bases duales de

On peut donc utiliser cette matrice pour construire une représentation
cartésienne des individus calculés et des projections des individus

réels sur Fk. On associe & chaque individu le point dont les coordonnées
sur les axes orthogonaux constituent la ligne correspondante de la

matrice
_ 1/2
A=MIAT s (6)
le jk-individu idéal se place sur le jk-éme axe d& la distance A§/2 de
1'origine. K

Par suite cette représentation cartésienne est équivalente i une
similitude prés, 3 la représentation cartésienne des individus réels
dans 1'espace Fk décrite au début du paragraphe.
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X e [ME ndivido
veel

29M€ 1pdwido
ideal

I1“"individy
[ 1déal

" Représentation graphique de ek et FX

Le tableau A fournit les coordonnées des individus (calculés et projetés)
par rapport a la base ;k

Axes
Indw:dus 4 2 e 9 © @ % Qk
. f
2 !
3 |
: |
. A
e (Melle Ar )= Ay
R

Tableau A
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5.4.2 - La qualité des représentations et les contributions

-

On mesure la fidélité avec laquelle la forme n-linéaire X reproduit

les scores du iéme individu en comparant dans 1'espace euclidien (Ek,Nk)

la norme du iéme individu réel avec celle du 1éme individu calculé.
Le rapport entre ces deux normes constitue‘1e cosinus de 1'angle
entre 1'individu réel X; et sa projection Xi sur 1'espace des individus
idéaux. Notons Qk(i) la qualité de la représentation du iéme individu
du mode k
Xl
Qk(1 i -
131l ¢k
Qk(j) varie entre zéro et un. Elle prend la valeur 1 si et seulement
si Xi et Xi coincident, c'est-a-dire si les scores de 1'individu i
sont parfaitement calculés par la forme n-linéaire X.

On montre sans difficulté que

: L tonk
9 (1) = (A"A) 5/ (XN X) .. (7)
Lorsque 1'on assigne & tout individu du mode k un poids i1 nous semble
logique d'introduire les définitions suivantes :

On appelle norme carrée du mode k la somme pondérée des carrés
des normes des individus réels :

P

k
N2(k) = © w(i) |IX

2

k
ou w(i) est le poids assigné a 1'individu i et Dy est Ta matrice diagonale
des poids correspondants.

On appelle norme carrée expliquée du mode k 1a somme pondérée des
carrés des normes des individus calculés :
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Pk S22
N2C(k) =z  w(i) HX1“ kK = x| k
i=1 N ’Dk
On appelle qualité de la représentation du mode k, qu'on note d

le quotient de la norme2 et de la norme2 expliquée du mode k ;

H;(|ﬁk
N2C (k ,D
% = ‘Wé{?{' e

1R
N*.D,

Evidemment Qk varie entre zéro et un. Elle prend la valeur 1 si et
seulement si tous les individus du mode k sont parfaitement reproduits,
c'est-a-dire, si les cubes des données x et x coincident.

Notons P le projecteur Nk-orthogona1 sur le sous espace Fk de Ek
et P; le projecteur Nk-orthogona] sur le jéme axe (individu idéal) de
Fk. Puisque ces deux projecteurssont Nk-orthogonaux, la Nk-orthogonalité
de la matrice ¢ assure la véracité des égalités :

IX12,

. ’Dk ?W(i)HXilﬁk = f w(i) ”P(X'l)“ik = (8)

: w(i) H§ Pj(xi)lﬁk i ? w(i) HPj(Xiﬂﬁk = (9)

Doz w(ilE )P = Tz w(i) A2 (10)

J i N i J

(Le diagramme de la page 183 aide & mieux comprendre ces équations).
(8) (9) et (10) permettent de dé&finir les "contributions absolues" :

1- La contribution d'un axe @ la norme calculée du mode k :
) = 2 w(h) 250 1

On vérifie que :
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c(j) = = w(i) (Aij)2 = (tADkA)jj .

™
(qp]
—
(S
~

n

N2c(k) (IXI%, )
N ,Dk

2- La contribution d'un individu & T1a norme calculée du mode k :

un=wﬁmmmH@

On vérifie que :

2 = (Yan

C(1) = W) X By = £ (i) (agy) s

£ C(i) = N2C(k).
1

3- La contribution d'un axe & 1a norme calculée d'un individu :

QU)—WﬂmM@

qui vérifie :

. 2
C5(3) = (Ay)° et

2 C4(3) = I3 IFy = gy S

J
4- L'apport d'un individu & la contribution d'un axe 3@ 1a norme calculée
du mode k :
%h>=wwn%ugﬁk

qui vérifie :
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On peut définir deux types de contributions relatives ; le premier rapporte
les contributions absolues aux normes réelles, alors que le deuxiéme
les rapporte aux normes calculées.

Ainsi par exemple la contribution relative de 1'axe j au carré de la
norme du mode k s'écrit :

: 2
100 > (C(HAIXIE, )
N ,Dk
et la contribution relative de cet axe au carré de Ta norme expliquée
du mode k est :

100 x (C(/AXIF, ).
N ,Dk

La contribution relative de 1'axe J au carré de la norme calculée de
1'individu i est :

100 x ((A;;)°/C(1))

tandis que sa contribution relative au carré de Ta norme (réelle) de
1'individu i s'écrit

100 x ((Aij)2 /1X5llgK) -

Les contributions relatives peuvent étre obtenues en construisant le
tableau de contributions absolues :

CONTRIBUTIONS ABSOLUES Norme® | Norme? NoRme
4 Normg? K
B CAI-CU'-E,E CALCULEE PONDEREE
. PONDEREE
Individus 1 & o 2 — e
4
. e, 6 O ' N J Il
{ Whi)(Acj) wICE) I Cle) | IIX I [we lvdne
A
— ‘ NORnEZ. NORME 2
DES AXES A | e
C(i) N2(R)
LA n2c(R) NG -
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Remarque :
Si Nk est diagonale et sion 1'utilise pour définir les coefficients

de pondération du mode k on peut écrire

l&llzk’ - l&léNi ;

1XIE,
N ’Dk Nk

1]
n

||x1r;k’D w@k N

3
Ixlgy. et
k "Nk 1

2
o = I%18y /IkIGy = et :
i i
La qualité de la représentation du mode k coincide avec la qualité de
la représentation de la n-ACP de OoﬂNi), la contribution absolue d'un
axe au carré de la norme calculée du mode k devient alors :

S _ et 1/2, i
C(3) = (CADA) 55 = (T OMNMINST) 55 = (855 = e

5.4.3 - Interprétation de la représentation cartésienne de Fk.

On a déja dit que la représentation cartésienne de 1'espace Fk,
engendré par les individus idéaux, consiste & dessiner dans un systéme
d'axes orthogonaux les individus calculés et les individus idéaux du
mode k. Les coordonnées des individus calculés sont données par les
lignes de la matrice

= 1/2

et celles des individus idéaux se trouvent dans la matrice Ai/Z

. Dans
cette représentation les Nk—distances entre deux individus sont égales

d la longueur du segment qui sépare les points concernés.
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On sait qu'un individu calculé représente aussi la projection sur
Fk de 1'individu réel correspondant. Si la qualité de la représentation
du mode k est assez proche de 1'unité cette représentation cartésienne
reproduit assez fidélement la disposition de tous les P; individus

réels dans 1'espace Ek.

L'interprétation du graphe ainsi obtenu nous parait claire : on
ne souligne que quelques aspects :

- Si les points correspondant & deux individus calculés se trouvent
proches T'un de 1'autre, les scores de ces individus obtenus avec 1la
forme n-linéaire X doivent é&tre semblables. Si de plus Tes qualités
des représentations de ces deux individus sont proches de 1, on peut
affirmer que les scores réels de ces individus doivent &tre proches.

- Si les points représentant deux individus calculées sont portés par
une méme droite issue de 1'origine les scores qu'ils obtiennent sur
Ta forme n-linéaire X sont proportionels . Si la qualité de la repré-
sentation de ces individus est acceptable leurs scores réels doivent
étre approximativement proportionels . L'individu plus éloigné de
1'origine obtient les scores plus élevés et vice-versa.

- Si la contribution relative de 1'axe J au carré de la norme calculée
de 1'individu i est proche de 100 % les scores de cet individu obtenus
d partir de % sont approximativement proportionels & ceux de 1'individu
idéal j, car, dans ce cas, le point correspondant a i est proche de
1'axe j. De plus lorsque la qualité de la représentation de cet
individu est acceptable on peut conclure que 1'individu idéal j
présente un comportement semblable & 1'individu réel i car ils obtien-

nent des scores proportionels.
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Cette situation permet de caractériser les axes, donc les individus
idéaux, de fagon semblable & Ta démarche suivie en ACP usuelle. Cela
rend plus lisible la représentation cartésienne du mode k et mieux
interprétable Tle cube central.

On a dit que si Q est proche de 1 1a représentation cartésienne de
Fk doit étre une bonne représentation des P; individus réels. On se
demande maintenant si cette représentation est optimale au sens ol
elle respecte au mieux les distances entre individus réels. On montre

au paragraphe 5.6 qu'en général la réponse a cette question est négative.

5.5 - L'ESPACE DES CONDITIONS ET LA MATRICE DES k-COMPOSANTES PRINCIPALES

k
Dans le paragraphe précédent on a considéré les colonnes de X comme

appartenant a un espace qu'on a appelé 1'espace des individus. On consi-
dére ici Ta contre partie : on suppose que les lignes de cette matrice
appartiennent a un espace de dimension Py Que 1'on appelle 1'espace

des conditions. Une condition est un (n-1)uple constitué d'éléments
réels appartenant & tous les modes excepté le kéme.

IT nous intéresse de construire une bonne reErésentation cartésienne
des pk conditions. Si 1'on assimile la matrice X & un tableau
"variables-individus" i1 s'agit donc de faire maintenant une représen-

tation cartésienne des variables.

Au chapitre IV on a montré que la matrice des n-composantes principales
était la (G3 x 01)—mei]]eure approximation (N1 R Nz)-euc1idienne de Q ;
Cela signifie d'aprés (IV, 4.2.1.2) que si la qualité de la représentation
de la n-ACP de (x’ﬂNi) est acceptable, la matrice ¢ des k-composantes
principales constitue une représentation cartésienne non négligeable
des lignes de la matrice X. Nous montrons dans les paragraphes qui
suivent qu'elle conduit sous certaines conditions & une représentation
cartésienne optimale.
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Soit x le 3-cube de données oQ pour chaque année d'une période de temps
on recense la population &conomiquement active d'un pays ventilée par
régions et par catégories sodio-professionnelles. Supposons le premier
mode constitué par 22 régions, le second par 57 catégories socio-pro-
fesionnelles, et le troisiéme par 5 années consécutives. La 2-repré-
sentation matricielle de x est un tableau d 57 colonnes et 22 x 5 Tignes.
A chaque CSP correspond une colonne et i tout couple formé d'une région
et d'une année correspond une Tigne. A une région sont donc associées
5 Tignes correspondant chacune & une année. Une représentation graphique
fidéle des lignes du tableau X permet de visualiser 1'évolution tempo-
relle des régions en fonction de la composition professionnelle de sa
population économiquement active. Supposons que 3 régions idéales,
3 catégories socio-professionnelles et 2 années idéales suffisent
dans le 3-ACP de x pour obtenir une qualité de représentation satis-
faisante (proche de 1).
2

Dans ces conditions, la matrice ¢ appartenant a MI2(110’3) permet
de construire une bonne représentation cartésienne des 110 couples
région-année. Si 1'on joint par des segments de droite les 5 points
correspondant & chaque région on obtient un diagramme de 1'évolution
des régions.

k 3

Bien que la représentation cartésienne de X fondée sur C ne soit
pas optimale tout en conservant une qualité acceptable elle est
obtenue par des multiplications matricielles simples & partir des sorties
de Ta n-ACP.

On précise plus bas la notion de meilleure représentation cartésienne,
dans le but de détErminer la qualité des représentations graphiques issues
des matrices A et ¢ comme outils de description des espaces des individus
et des conditions.
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5.6 - MEILLEURE REPRESENTATION CARTESIENNE D'UN NUAGE DE POINTS

Soit (E,v) un espace euclidien de dimension n, £ une base dans
laquelle la matrice de ¥ est N. On appelle nuage de m points de E un
ensemble de m vecteurs de E.

Définition

Soient a = {al,az,...,am} et b = {bl,bz,...,bm} deux nuages de E,
et {wi}iem un systéme de poids. On appelle "distance" entre les deux
nuages le réel
m
d(a,b) = jil lelaj'bj||N

d, qui dépend de {wi}, est une distance si Wy > 0 pour tout j ¢ [m].

Soit x un nuage de m points de E, et X, la matrice unicolonne des
coordonnées de X; dans la base ¢ . La matrice X = (Xl’XZ""’Xm) est
dite la matrice associée au nuage x dans la base &

Réciproquement si X appartient @ M_ (n',m) et si &' est une base

R
d'un sous-espace E' de E les m vecteurs

n
Xx: = I X

. <&
booqa1 Y

.i
définissent un nuage de m points de E. On note :

[X] = {Xl’XZ""’Xj""’Xm }

et on dit que [X] est le nuage des colonnes de X associé d la base ¢'.
Les coordonnées de xj par rapoort & &' sont données per la j-eme

colonne de X. La définition de nuage des lignes d'une matrice suit
des voies analogues.
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=

Une infinité de nuages de E peuvent &tre associés & une matrice X,
mais dés qu'on fixe une base un seul nuage lui est associé. Notons CX
1'ensemble de tous les nuages de m points de E dont X est la matrice
associée. Puisque tout espace euclidien peut étre muni d'une base
N-orthonormée :

Cy ={luX1 | er nt}

ol [UX] est Te nuage déterminé par les colonnes de la matrice X et
par la base ¢ de E.

SiZe CX on sait alors qu'il existe une matrice y de ON i telle que
= [UX]. Ceci signifie que les m points du nuage Z appart1ennent tous

au sous espace <U>g engendré par les colonnes de la matricer

Les coordonnées de ces m points dans la base définie par les colonnes

de U sont données par les colonnes de X.

Soient n' < n, X ¢ an(n,m), Y e an(n',m) et [X] le nuage associé
aux colonnes de X et a& la base £ de E. On appelle "écart" de Y 3 X et
on note e(Y > X) la quantité :

e(Y > X) =min d([X],2)

ZeCy

On remarque que

e(Y > X) = min d([X1,[0Y1)= miny [|X-0Y|
N N N,D
UeOpy UeOpp P
g . : e & = o1
ol Dp est la matrice diagonale des poids : (Dp)ij 5jwi‘

F. Glagon montre en [3] dans le chapitre relatif aux méthodes procrustéenes
et dans un contexte un peu plus général que :
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1/2

2 2 2 t t
e“(Y > X) =|IXIly 5 +IIYIp -2 i MDD B (12)
“p *“p

Si e(Y » X) =¢ i1 est clair qu'il existe une matrice U ¢ Oun' telle que
d([X1,[uY¥1)

ce qui veut dire que le nuage des colonnes de [UY] est le plus proche

Es
de [X] parmi les nuages qu'admettent Y comme matrice associée.

On peut représenter ([UY] dans un systéme d'axes orthonormés :

les coordonnées du point représentant le jeme vecteur de [UY] sont données

par la jéme colonne de Y. Dans le diagramme ainsi obtenu la N-distance

entre deux vecteurs du nuage est mesurée par la longueur du segment

séparant les points correspondants. Ce diagramme cartésien, qui ne

dépend que de la matrice Y, fournit une représentation fidéle du nuage
[UY]. Si e est "petit" on admet qu'il est aussi une bonne représentation

du nuage [X].

On peut mesurer la qualité de la représentation de X par Y en utilisant
par exemple, 1'indice :

2
Q(Y - X) = (1+ 'E__(i;_)_(_)_)-l

2
[l
N.D,

qui est compris entre zéro et un.

La valeur de ¢@(Y-X) est égale a :

0 si e(Y->X)

o]

1 si e(Y=+X)= 0
/2 si e(Y >X) = |[¥I§ -
Soit maintenant ¥ un sous-ensemble de ME{(n' m) et Y un élément de .
Si Y réalise 1'optimum de
min e(Y - X) (13)

yeY
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Y est la matrice appartenant a ¥ qui donne lieu & la meilleure représen-
tation cartésienne de X car elle minimise la distance entre les deux
nuages :

Définition

Y réalisant (13) est dite la y-meilleure représentation cartésienne de
X.

Lorsque y = MIQ(”"m) on dit, tout simplement, que Y est la meilleure
représentation cartésienne de X (en n' dimensions).

Remarque :

min (e(Y - X)) = min ( miﬁ HX-UYHN’D ) (14)

Yey YeY UGOn,n' p

Voyons maintenant quelle est la valeur de (13) quand ¥ = an(n',m).
D'aprés la propriété 1 de 1'Analyse en Composantes Principales (IV, 4.2.2)
1'expression

-0l = 1 %-Brt (15)
p PN

est minimisée.quand tY est égale a Ta matrice C, des composantes princi-

pales de 1'ACP du triplet (tX,Dp,N). Cela montre que tC est 1a meilleure

représentation cartésienne du nuage des colonnes de la matrice X.

Dans ces conditions :

min e
Y

2(v » x) = e2(tc 5 x)

alors :
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min e“(Y > X) = [IX|Z 4l , -2z A/ 2(teo o _¢)
Y ’p ’p k p p

- 2 -
= ”X”N,D - I AJ' =

n
) T A
p J=1 j=n

ipp

ol kj est Ta £ valeur propre de XDthN.

La qualité de représentation optimale est donc :

ot

Une deuxiéme mesure de l1a qualité de la représentation de X par la
matrice Y ¢ M}z(n',n) est donnée par :

9'(Y »X) = g(fc » X)-gq(Y » X)
qui nous indique le manque a gagner encouru lorsqu'on représente X par
Y at non par la représentation cartésienne optimale de dimension n'.

De fagon symétrique on montre que si X « MBQ(m’n) alors, Ta meilleure
représentation cartésienne du nuage des lignes de X est la matrice des
composantes principales de 1'ACP de (X,Dp,N).

Dans la suite, sauf mention contraire, on comprend par représentation
cartésienne d'une matrice celle du nuage des lignes.

On établit finalement le lien existant entre la meilleure approximation
euclidienne (IV, 4.2.1) et la meilleure représentation cartésienne d'une
matrice qui se déduit directement des définitions :

Soient X € M;R(m,n) s Q= Oun'
Dp la matrice despoids des lignes de X. Si Y est la (o x F)-meilleure
approximation (Dp 8 N)-euclidienne de X alors Y est la F-meilleure
représentation cartésienne du nuage des lignes de X.

» F un sous ensemble de M p(m,n') et
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Nous avons vu au chapitre IV que Ta matrice B des n-composantes
principales de 1% n-ACP de (X,QNi) était la (G3 x 01)-mei11eure appro-
xﬁmation (N1 B N )-euclidienne de X. Sj Ny = {k} 0, coincide avec
opqu » si de plus pour tout i # k les matrices Ni sont diagonales et
si 1'on prend @ Ni cEmme matrice des poids, alors on peut affirmer
que Ta matrice ¢ des k-composantes principales de X réE1ise dans
G3 la meilleure représentation cartésienne des lignes de X : ¢ est ]a
G3-me111eure représentation cartésienne du nuage des "conditions"

(on rappelle que la distance entre les lignes de X est calculée avec
Ta métrique Nk).

Lorsque les contraintes ci-dessus ne sontkpas satisfaites,d'aprés
les résultats du paragraphe 5.5, ;a matrice ¢ est une bonne représen-
tation cartésienne des Tignes de X, mais, on ne peut pas garantir qu'elle
fournisse une représentation optimale.

k k
L'écart entre les nuages des Tignes de X et ¢ est :

k k k k k
CX) = IXIB - el = IXIP - tr(a,)
N ,Nk N©,I
k k
La qualité de la représentation de X par C est :
k
kK K IXIF-tr(a) _, tr(n,)
a(c > X) = (1+ )
¢ L Ix|P I1X|F
et @'(¢c - X) devient :
k k 1
Q'(C > X) Z —k——z- (tr(Ak)-tr(Ak))
[1X]]

ou A est 1a matrice diagonale des valeurs propres obtenue lors de 1'ACP
k
de (X, N©, Nk).
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On est maintenant en mesure de donner une réponse i la question posée
la fin du paragraphe 5.4.3. On considére 1'espace euclidien (Ek,Nk) des
scores des individus. Les Pk individus réels sont définis gar les lignes

de s § , et les P; individus calculés par les lignes de . Ayant affecté

les poids {w;} aux individus on se demande sur la qualité de la repré-
sentation de t % par les lignes de la matrice A = MkUkAi/z. On rappelle

que la matrice Uk est construite de sorte qu'elle vérifie 1'expression :

L (R v tU ) § N M, U, =MUA (16)
X A I k "k “k = "kYk™k:

On sait gue la meilleure représentation cartésienne du nuage des
t

lignes de est la matrice des composantes principales de 1'ACP de
(t Xs Dp, Nk). C'est-a-dire si v ¢ an(n,n') et Ag sont telles que :
Kk
t k -
X N* X DpU = U by

alors la meilleure représentation cartésienne du nuage des lignes de

g § est la matrice :

c= ua/? (17)

D'aprés (16) et (17) méme lorsque N, est diagonale, et méme lorsque
1'on prend Nk comme la matrice diagonale des poids des individus rien
ne garantit que A soit égale 4 C. On peut d'ailleurs construire des
exemples pour lesquels A et C sont différentes. Ceci signifie que la
matrice A ne fournit pas la meilleure représentation cartésienne du
nuage des individus réels.

En revanche, puisque

K k k
g - _ -1/2,.1/2
X= ¢ UkM = (CAk )Ak

k
) A-l/2) tA

oM = ey

quelle que soit la matrice Dp on a :

k

k -
[|X= cn kl/2 tA|| K =0
p

N",D
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k
Alors, puisque ¢ Akl/2 est une matrice Nk-orthonormée il résulte que

A est une représentation cartésienne exacte, donc la meilleure représen-
tation cartésienne du nuage des individus calculas (Tignes de & %)

Par rapport au nuage des individus réels on doit se contenter de
dire que si la qualité de la représentation du mode k est proche de

1: k

b
1612,
Qk -‘—-——E-N ’D 1
ﬁz
Iy
’p
alors, vu que
k k k
2 t o2
e (A~ " X) <|[X=X| K
N“,D

p
k
la qualité de la représentation de tX par A doit étre elle aussi

proche de 1 :
k
a(A ~ &) - 1.

5.7 - LES ACP DES REPRESENTATION MATRICIELLESDU CUBE PROJETE. LES
REPRESENTATIONS GRAPHIQUES DES LIGNES ET COLONNES DE Q

L'information contenue dans 1'hypercube de données y peut étre
analysée de plusieurs facons. Nous en précisons deux ici :

1- On peut considérer cette information comme un tout et faire la

n-ACP du cube dans le but de trouver une forme n-linéaire de rang prédé-
terminé qui permette de reproduire de fagon optimale Tle cube original X -
gn obtient en outre le cube central h, les matrices U; et les matrices
¢ des n-composantes principales dont on vient de discuter leurs
possibles interprétations.
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2- On peut organiser les entrées du cube des données pour obtenir des
tableaux que 1'on soumet & des analyses convenables. Ainsi par exemple
on peut faire des ACP sur les n-représentations matricielles de y ,

un des objectifs de cette démagche serait de reRrésenter graphiquement
Tes lignes et les colonnes de X. Les lignes de X sont les é&léments du
produit cartésien des modes inclus dans Ul et les colonnes les éléments
du produit cartésien des modes appartenant a nNp-

n
On note dans ce paragraphe C la matrice des composantes principales

n n
issue de 1'ACP de (X, Nl, N2) qu'on distingue de ¢ la matrice des n-compo-
santes principales de la n-ACP de (X,BNi).

En Analyse en Composantes Principales on utilise la matrice E pour
construire une représentation cartésienne des lignes du tableau des
données Q. Au chapitre IV on a présenté quelques propriétés d'optimalité
de cette matrice, on attire 1'attention sur les suivantes :

n
- Elle constitue la meilleure approximation euclidienne de X.
: . 1l
- E1le préserve au mieux les N®-produits scalaires entre les lignes de X.

n
- Si Nl est une matrice diagonale de poids alors C est la meilleure
représentation cartésienne des lignes de X.

Si bien que 1'objectif direct de la n-ACP est d'analyser le cube x dans
son ensemble, et non pas les tableaux Q, on montre dans la suite quelle
permet de construire des représentations cartésiennes "acceptables" des
lignes de 9 au moins par deux voies. La premiére dont on a déja parle
consiste a utiliser la matrice g des n-composantes principales de X -
La propriété 5' du chapitre IV assure que 8 est la (G3 x 01)-me1]1eure
approximation (N1 f Nz)—euclidienne de Q. Alors, d'aprés ce qu'ona dit

en 4.2.1.2, si la qualité de la représentation de la n-ACP de (X,ﬁNi)

est proche de 1 la qualité de 1a représentation de Q par g R Q(E - Q),
ne doit pas &tre trés éloignée de 1. Méme si la représentation cartésienne
des lignes de Q a partir des lignes de B n'est pas celle qui préserve

au mieux ni les Nz-produits scalaires ni les N2-distances on peut avoir
gntérét d 1'utiliser car une fois effectuée la n-ACP de X » On obtient

c par des simples multiplications matricielles :
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tU,i) Q (8 UT-).

i€n2

n
c = (.Q Miyi
16”1

n n
Un désavantage de ¢ par rapport a C c'est que le nombre de colonnes

n
de ¢ est fixe et égal a }T q; = q2. Si T1'on veut représenter les lignes
n 1en
de X dans un espace de diménsion r inférieur a q2 il faudrait refaire

Ta n-ACP de y en modifiant les q; de fagon a ce que A 9; soit égale
ien
a r, car, contraitement & 1'ACP la n-ACP n'a pas la proBriété d'emboi-

tement. D'ailleurs i1 n'est pas toujours possible de trouver des q;

tels que q2 =r.

La seconde voie permet de contourner ces obstacles. Elle consiste
d réaliser 1'ACP des tableaux §. Les représentations graphiques des
lignes de Q, ainsi obtenues, ne sont pas non plus optimales, mais
elles ne sont pas codteuses et sont emboitées.

La forme n-linéaire X est parmi toutes les formes de rang inférieur
ou égal a {qi}ien’ la plus proche de x au sens de la métrique v .
La proximité entre % et x est mesurée par

alx) = I /MxIE . .

S1 Q(x) est voisine de 1 les formes x et % sont proches 1'une de 1'autre au sens
de Ta métrique v . Cela implique que pour toute n les matrices Q et

sont aussi proches au sens de la métrique définie par N1 et N2.

S1 cette proximité est ssez forte, et si 1'on soumet Q et Q d des analyses
stables les résultats obtenus devrajent &tre semblables. On peut donc

dire que 1'analyse de Q est une approximation acceptable de 1'analyse de Q.
Dans ce cadre d'idées si g(x) ne s'éloigne pas trop de 1 on peut obtenir
une approximation de 1'ACP de Q en effectuant 1'ACP de Q. L'avantage de
cette démarche c'est qu'une fois réalisée la n-ACP de (X,ﬂNi) on peut

R
obtenir 1'ACP de (X,Nl,NZ) d'une facon peu coiteuse.
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On s 1nteresse surtout a la représentation graphique des lignes
et colonnes de X Afin de simplifier 1'écriture nous notons ici X, X
et ¢ au lieu de X et c respectivement.

Soit r < min(ql,qz). Nous considérons donc 1'ACP r dimensionnelle
de (X, N, N9).
Le schéma correspondant est :

ol ()
l L T 8
(Ely* %  _€%- RP
ol x = miyt tylo2t2m2.
Soient :
T = Bniad,

U et M les matrices des r permiers éléments propres de T :

Tv = U , et

(18

v o= xNeunl/2

Les colonnes de U sont N2-orthonormees et V est 1a matrice des r premiers

vecteurs propres N1 orthonormées de XNZtXN1

D'aprés la définition donnée en (II 2, 4 2.2.) le triplet (v,Uu,A) cons

titue une solution de 1'ACP de (X,N1,N%).

On utilise les lignes des matrices

12

e
1]

VA

1/2

X
1]

UA
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pour représenter dans un systéme d'axes orthogonaux les lignes et les

colonnes de la matrice X. On remarque que : RL € M]z(pl,r) ¥ RC € Mlz(pz,r) 1
RL est la matrice des composantes principales de 1'ACP (X, Nl,NZ) et
RC est la matrice des composantes principales de 1'ACP (tX,N ,Nl).

Les matrices RL et RC définissent les représentations cartésiennes que
1'on cherche. En principe leur obtention implique la diagonalisation de
T. Nous montrons qu'elles peuvent étre obtenus grdce i la diagonalisation
d'une matrice d'ordre inférieure i celui de T.

Considérons 1'ACP de (¢, Nl,I) :

On rappelle que ¢ n'est pas la matrice des composantes principales de X.
On sait que :

c = MlUl tUIXUZ,
¢ = Xv?
Soient :
T = tonle,
U et I les matrices des r premiers éléments propres de T :
TU = Uk et
7= R

Alors, Te triplet (7,U,R) constitue la solution de 1'ACP de (C,Nl,I)
Les Tignes des matrices

= 5% /2
RL = VA

L o= 1J2
RC = UA



.204.

qui sont les composantes principales des ACP de (C,Nl,I) et (tc,I,N1

respectivement, sont utilisées pour représenter les lignes et les

)

colonnes de ¢ dans un repére cartésien.

On vérifie que :

T= tanle - t()EUZ)NI(XUZ) = T2 Bt vy -
-2 1 w22
et
T = uo0% EnlctyMing < w2 T 42
alors
™2%5 = MePT tU2M2U25 - M2 15 = M2%TT
c'est-a-dire
TM%T) = M&Pii (19)
Les expressions (18) et (19) montrent que
v =M% et
A=A
On en déduit
7= XNeun V2 xnBanm 12 P2 2 oopr V2 2
_ ol = = =l/2 _ &
RL—VA —CU-VA —RL

ce qui montre d'une part que les composantes principales de i sont des
combinaisons linéaires de n-composantes principales de y dont les coef-
ficients sont définis par les colonnes de I, et d'autre part que les
représentations des lignes des matrices X et ¢ coincident. Pour repré-
sentir de fagon optimale les lignes de i il suffit de faire 1'ACP de
(c,N",1).
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Les matrices RC et QC qui servent & représenter dans un repére cartésien
les colonnes de X et ¢ respectivement sont liées par :

= /2 - szzé 2 2 M2y°R

= _t2
RC = 7y RC

el
I

£

En résumé on peut faire 1'ACP du triplet (f,Nl,Nz) en faisant 1'ACP
de (C,Nl,I). En particulier on peut obtenir 1la représentation cartésienne

=

des lignes et colonnes de X gréce a cette derniére analyse.

Puisque i appartient a an(pl,pz) 1'ACP de (i,Nl,NZ) conduit a
diagonaliser une matrice d'ordre min(pl,Pz)-
. . . A1 .
Sin= {”1’”2} et n' = {”2’”1} il est clair que "X = X

n
donc 1'ACP de (x N1 N2) est équivalente d celle de (X N2 N1

1

)

2 L 2 1
,q ) et C a an(p ,4") on peut choisir
ou bien C ou bien C de fagon a diagonaliser une matrice d'ordre

Alors, pu1sque C appart1ent MF (p

min(min(pl,q?), min(p?,q}))= min(q},qd)

ce qui peut signifier un gain considérable en temps de calcul.

Exemple : Si ¥ie[5] P; = 10 et q; = 2 et si n = {{5,3},(1,4,2})

alors 1'ACP de i € MIQ(IOO,IOOO) implique la diagonalisation d'une

matrice symétrique d'ordre 100 si 1'on ne profite pas des résultats
obtenus Tlors de Ta n-ACP de X » et la diagonalisation d'une matrice
d'ordre 4 dans le cas contraire.

La construction de 1a matrice T qu 'il faut diagonaliser peut étre
allégée en utilisant le fait que
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C = MIUlH

ou H est la n-représentation matricielle du cube central h :
T = tonle = ety Ivinnlotu= Ehm.

Les sorties de la n-ACP étant 1'hypercube central h et les matrices Us
la démarche pour obtenir les représentations graphiques des lignes et
colonnes de X est :

1. Calcul de 8 = tHH

2. Calcul de 7 et A telles que 8 = JA

3. Calcul de RL = MlUlHﬁ qui donne en ligne Ta représentation des lignes
de X
4. talcul de R. = M%5i1/2 dont ses lignes fournissent les coordonnées

€
pour la représentation cartésienne des colonnes de X .

Le cas no = {k}:

Sin = {{1,2,...,k-1, k+1,...,n}, {k}} Tla démarche précédente permet
de constater que :

k

a) By X Uy

Puisque H =
thn = by, B ke = tympa =
- Yk k — "k k’kk T Tk
alors
8 = Ay.

b) Puisque AkI = IAk
U est 1a matrice des r premiéres colonnes de la matrice unité I,
et A est la matrice diagonale des r premiéres valeurs de L



c)

d)

Cec
éta
Eta
X
de
NK
san
sen
de
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k
R, = MMM = o )
elle est la matrice constituée par les r premiéres colonnes de (.
- = =12
RC = MkUkU A
ce qui montre que RC est la matrice des r premiéres colonnes de
1/2

i confirme le résultat obtenu en 5.6 selon ]eqﬁel la matrice A

it 1a meilleure représentation cartésienne de X. La matrice 5 qui

it Tla (G3 x 01)-mei11eure approximation (Nk f Nk)-euclidienne de

ESt aussi la (G3 x 01)-me111eure approximation (Nk f Nk)-euclidienne
. D'ailleurs, si pour tout ik Ni est diagonale et si 1'on prend

comme matrice des poids i1 se trouve que la matrice ¢ des k-compo-

tes principales de 1la E-ACP de (stNi) est la G3-mei11eure repré-

gation cartésienne de X et la meilleure représentation cartésienne
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ANNEXE A

L'objectif de cette annexe est de présenter un exemple d'un hypercube
de données soumis & plusieurs n-ACP. Notre but n'est pas de faire une
analyse des données elles-mémes, mais plutdt de présenter les sorties
fournies par 1'algorithme TUCKALSN et de montrer que le choix des métriques
et le pré-traitement des données jouent un rdle fondamental : on peut
obtenir a partir des mémes données des résultats fort différents et

dont la Tecture doit é&tre particularisée.

On dispose d'un 4-hypercube noté x qui pour 9 années consécutives
ventile la population économiquement active de la France, par région,
par catégorie socio-professionnelle et par taille d'établissements. Notre
hypercube de données est donc une suite de9 tableaux de contingence
a trois entiers. On fait 3 analyses :

1. On réalise d'abord 1a 4-ACP de x en dotant les 4 modes des métriques
identité. N'ayant ni normalisation ni centrage on s'attend a un fort
effet de taille. On montre que les représentations graphiques ne sont
pas trés é]oi?nées de celles obtenues par les ACP des représentations
matricielles X, X,

2. On fait 1'analyse de la somme des 9 cubes de contingence qui est elle
méme un cube de contingence. On normalise les données en les divisant
par les marges et on utilise comme métrique dans chaque mode la matrice
diagonale des inverses des fréquences marginales des &léments. On montre
Que pour ce cube de données les résultats obtenus ne sont pas trop
différents de ceux obtenus grace a une Analyse Factorielle des Corres-
pondances Multiples (A.F.C.M.).

3. On réalise la 3-ACP du cube somme construit en 2. majs, cette fois-ci
on dote chaque mode de la matrice de variance-covariance comme métrique.
On ne retient qu'une seule conclusion : les résultats obtenus par cette
n-ACP n'ont rien & voir avec les résultats des analyses précédentes.
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Les données

Les données proviennent de 1'enquéte "Structure des emplois" réalisée
annuellement par le Ministére du Travail et par 1'INSEE. Cette enquéte
douvre d'une part les établissements de plus de 10 salariés dans 1'industrie,
les services, les commerces et les établissements de plus de 15 salariés
dans 1'agriculture, et d'autre part, elle s'étend au secteur privé, aux
établissements du secteur nationalisé et du secteur semi-public dont le
personnel ne jouit pas d'un statut particulier.

Le champ théorique de 1'enquéte, estimé & partir des statistiques de
T'UNEDIC s'étend & un peu plus de 10 millions de personnesparan, soit
62 % environ de la population salariée. Ce pourcentage varie selon le
secteur d'activité économique. Dans le secteur industriel, par exemple,

ol en général les petits établissements sont peu nombreux, 92 % des salariés
sont inclus dans le champ de 1'enquéte ; dans le batiment, elle s'étend a

75 % des salariés. Par contre le secteur "transport, commerces, services"
n'‘est couvert qu'a 47 %. Hors agriculture le taux de réponse global

a été estimé a 85 %, i1 est plus élevé dans 1'industrie (990 % environ)

que dans Te secteur des "services" (80 % environ). Cette enquéte est

donc assez représentative de 1'industrie, moins bonne dans le commerce et
les autres activités des services et peu représentative de 1'agriculture.

Pour chaque année de la période 1975-1984 on ventile la population
recensée par cette enquéte par région, catégorie socio-professionnelle
et taille de 1'établissement. Pour les CSP on utilise la nomenclature
E2 & 11 postes axés sur le niveau de qualification dans chacun des deux
groupes d'activités économiques : production et services. Pour les tailles
des établissements on utilise le code T2 3 4 postes. Le cardinal du
domaine de définition de notre 4-cube de données est donc 8712 (22 x 11 x 4 x 9
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22 REGIONS

O1IF ILE DE FRANCE
02CA CHAMPAGNE - ARDENNE

O3PI PICARDIE 11 TYPES DES EMPLOIS
O4HN HAUTE NORMANDIE

OSCE CENTRE EPCA ING ET CADR.TECH PRO
O6BN BASSE NORMANDIE ESCA CADR.SUP,TECH SERV
07B0 BOURGOGNE EPTA TECH,AGE.TECH PROD
OBNC NORD-PAS DE CALAIS ESTA TECH,AGEN.TECH SERV
OSLO0 LORRAINE EPPE PERS ENCADR.PROD
10AL ALSACE : EOAQ OUVRIERS QUALIFIES
11FC FRANCHE COMTE EOSQ OUVRIERS SANS QUALIF
12PL PAYS DE LA LOIRE ESPE PERS.ENCADR.SERVICIO
13BR BRETAGNE ESPQ PERS.QUALIFIE SERVC
14PC POITOU-CHARENTES ESPN PERS.SANS QUAL.SERV
15AQ AQUITAINE EDIV MATIERS DIVERS

16MP MIDI-PYRENEES

17LI LIMOUSIN

18RA RHONE-ALPES

19AU AUVERGNE

20LR LANGUEDOC-ROUSSILLON

21AC PR-ALPES-COTE D’AZUR 9 ANNEES
22C0 CORSE

ANO1 1976

ANO2 1977

ANO3 1978

4 TAILLES ANO4 1979

ANOS5 1980

ta01 10-50 ANO6 1981

ta02 50-200 ANO7 1982

ta03 200-500 ANO8 1983

ta04 plus de 500 ANO9 1984

1. _n-acp de y avec des métriques identité

Les données de cette analyse sont :

le 4-cube de donné ié 3 i i Js i 2
onnees x associé d la famille {p1}1€[4] ou :

p1=22, p2=11’ p3=4’ p4=9.

Le premier mode est donc défini par les régions, le deuxiéme par les
emplois, le troisiéme par les tailles des établissements et le quatriéme

par les 9 années. Les 4 espaces vectoriels associés E (i e [4]) sont
munis des métriques identité :

M

17 Tps My =Ipps My=1, M=o
Si x est la forme 4-1inéaire correspondant a@ x (par rapport aux bases
canoniques) alors on cherche la forme % de rang {q1}1 [4 plus proche de
x ol :

9 =2, 9 =2, qq =2, g =2

~!

ce qui revient 3 déterminer 2 régions idéales, 2 emplois idéaux, 2 tailles
idéales et 2 années idéales.
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Les sorties du programme TUCKALSN étant volumineuses on ne présente ici
(pages 1.18) que les résultats plus importants. On les commente briévement.

Page 1 : contient les spécifications concernant 1'analyse, les sorties et
les fichiers d sauvegarder (la notice d'utilisation du programme TUCKALSN
se trouve dans 1'annexe B).

Page 2 : on présente la configuration initiale qui sert de point de départ
pour 1'algorithme. El1le constitue "1'approximation de Tucker" au modéle
TUCKERN. Oy = (Ul’UZ""’Un) € Ty od Uk est la matrice vérifiant 1'expres-
sion :

(Tes données ont été normalisées en les divisant par une constante de

fagon a ce que

2
IxIF=p=
3

p; = 8712. )

n =~
—

Page 3 : on présente les coordonnées des projections des éléments daqs les
premiers plans principaux obtenus & partir des ACP des triplets (X,I,I),
(X,I1,1), (X,1,I), (X,I,I). Les représentations graphiques correspon-
dantes coincident presque point par point avec celles obtenues de la
4-ACP de (x,RI), qui sont présentées dans les pages 8, 10, 12 et 14.

Page 4 : Histoire des itérations pour obtenir la solution du modéle TUCKERN.
(plus précisément on obtient une solution du systéme S2 (ch. 3.6.3.1).

IT a fallu 3 itérations pour satisfaire le seul de tolérance spécifie.

f(u_) = 8514.05

(ug
f(Fy(u,)) = 8514.36
f(F,(Fy(u,)) = 8515.33

f(Fy(F5(Fy(Fi(ug))))) = f(F(uy)) = fup) = 8516.31
f(uy) = 8516.409
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Page 5 : Ré&sumé concernant la solution du modéle TUCKERN. On fait remarquer
la convergence de la suite {f(ui)}i ainsi que celle de {ui}i‘
La qualité de la représentation globale de la n-ACP de x est :

a(x) = 0.9775

qu'on compare & :
1 2 3 4
QZ(X) = 0.9872 ; QZ(X) = 0.9890 ; QZ(X) = 0.9972 ;QZ(X) = 0.9997.

On constate que :

1‘
A(x) = @,(X) ¥i e [4]. (ch. III, 93 ).

Page 6 : On présente les matrices Us définissant la solution du modéle TUCKERN.

u = (U19U23U39U4) = u3-
On exhibe aussi les matrices diagonales des valeurs propres A. ; et on
constate que

tr(ag) = tr(AZ) = tr(a;) = tr(A4) = 8516.409.

On remarque que la deuxiéme valeur propre du mode ANNEES (1e quatriéme
mode) est néglibeable par rapport 3 la premiére. Ceci veut dire que

la deuxiéme année idéale contribue peu & 1'analyse de notre cube de
données, en d'autres termes, on peut considérer une seule variable pour
expliquer le temps, ici le temps est linéaire.

Page 7 : Cube central.
hijk] représente les effectifs calculés pour 1'année idéale 1 dans 1la
région idéale i, dans 1'emploi idéal J et dans les établissements de taille
idéale k ((i,J,k,1) e x[2]1).
Exemple h2211 = 12.826.

On présente aussi le cube normalisé h dont Eijk] = H 1 (hijk])2°
Puisque
2
2 2 2 2 _ 2(hsos) .
roz o5z By = —dk AR o6 < 0,077
iy ko1 1]l Il
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On peut dire que ce cube réalise une décomposition de 1a qualité de la
représentation globale de 1'analyse, et il montre 1'importance des éléments
pour expliquer le carré de la norme de X. Ainsi, la 2éme année idéale ne

=

contribue a expliquer cette norme que dans un 0.3 % (0.001 + 0.002).
Pour 1'interprétation du cube central on peut donc se borner & 1'analyse
du 3-cube défini par le premier facteur du temps. C'est le cube défini

dans la partie gauche de la page 7.

Les 1, 2 et 3-représentations matricielles de ce cube sont respectivement
les matrices :

R1 R2 El E2 T1 T2
El| 90.557 | -0.697| R1| 90.557 | 0.429| R1| 90.557 | -1.024
T1 T1 El
E2| 0.429 | 12.826| R2| -0.697 |12.826| R2| -0.697 | -3.959
El| -1.024 | -3.959| R1| -1.024 8.038| R1| 0.429 8.038
T2 T2 E2
E2| 8.038 6.490| R2| -3.959 | 6.490| R2| 12.826 | 6.490

La premiére représentation montre que la premiére région idéale est for-
tement 1iée @ E1 et Tl (premier emplois idéal et premiére taille idéale).
La deuxiéme région idéale serait globalement indépendante de la taille des
établissements et plus influencée par le deuxiéme que par le premier
emploi idéal.

La 2-représentation montre que le premier emploi (idéal) est trés largement
déterminé par Rl et Tl tandis que le deuxiéme emploi serait plus attaché

da la deuxiéme région idéale.

La 3-représentation nous conduit a affirmer que la premiére taille idéale
dépend de l1a premiére région du premier emploi, et que la deuxiéme taille
dépendrait surtout du second emploi idéal.

Ces renseignements que 1'on peut tirer du cube central, nous aident pour
1'interprétation des représentations graphiques qui suivent.
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Page 8 : Représentation ‘cartésienne de 1'espace des régions.

Les régions idéales définissent les axes. On appelle ici facteurs les
formes Tinéaires qui fournissent les coordonnées sur les axes.
On remarque que la région faisant le plus petit angle avec le premier
axe est 21AC (Provence-Alpes-Cdte d'Azur) ; c'est donc la région 1la
plus semblable & la région idéale 1.
Le premier facteur de ce mode mesurerait pour chaque région les effectifs
travaillant dans le secteur des services, tandis que le deuxiéme oppose
les régions ol prédomine 1'industrie i la région OlIF (Ile de France)
qui est caractérisée par la forte proportion des emplois dans le secteur
tertiaire.
Appelons E1 et E2 1'ensemble des salariés travaillant dans les services
et‘1'1ndustrie respectivement, et éoit Ri 1'ensemble des salariés dans
la région réelle ri ( i=1,...,22). En utilisant la lecture du cube
central on peut dire que le premier facteur de ce mode est abproximati-
vement

£

1 E1 - R
ry > card(El n-Ri)

et le deuxiéme est :

fy E1 - IR

5 :
ry > card(E2 n Ri)—card(El n Ri)‘

Une région se placant sur le premier axe est donc telle que les emplois
du secteur tertiaire et du secteur industriel sont équilibrés. Dans les
régions au dessous du premier axe i} Yy aurait une prédominance des
services et dans celles au dessus de 1'axe les salariés du secteur indus-
triel seraient plus nombreux. On distingue alors deux types fondamentaux
de régions : les régions & dominante secondaire et les régions a
dominante tertiaire.

Ainsi, dans Tarégion 21AC i1 Yy a un équilibre entre les deux secteurs,
dans 1'Ile de France prédomine le secteur tertiaire, et la région od
le secteur industriel est plus important, serait 11FC suivie de 03PI
(Franche-Comté ; Picardie). Les effectifs du secteur services dans les
régions 08NC (Nord-Pas de Calais) et 21AC sont du méme ordre mais dans
la premiére région i1 y a d'avantage de travailleurs dans 1'industrie.
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La projection orthogonale sur la bissectrice du premier cadran permet

de comparer les emplois industriels des différentes régions. Ainsi, méme
si 18RA (Rhdne-Alpes) est plus industrielle que OlIF le nombre d'emplois
industriels est supérieur dans cette derniére que dans 18RA.

Le tableau de contingence "Emplois-Régions" confirme les conclusions

O1IF 02CA O3PI 0O4HN OS5CE O6BN 07BO

remarqueées.
1 882. 28. 39. 83,
13479. 151. 170. 207.
11687. 85. 120. 170.
12066. 95. 93. 111.
I 783. 108. 130. 145.
16006. 807.1027.1171.1
13681. 732. 901. 878.1
8. 56. 72. 89.
I18001. 524. 587. 766.
12923. 221. 256. 322.
I 469. 24. 26. 30.
<T

20LR 21AC 22cCO

OO0~ 0O ©
“FTHOWLWOLOOON~NO
TIOANONDON®®
- -
N OTOWLN~ONN
NOONQIOOMOMOM
- - o< o «N
<A qQUWoOoWOZ>
OOk FAdWVL Q. -~
awmwawnaconnnp
W wwwwwwwww

Page 9 :Tableaux des contributions absolues et relatives du premier mode.

315.
101.

31.

168.
111.
123.
111.
. 847
. 747
62.
. 620
251.
22.

O8NC 09L0

88. 53.
434. 253.
263. 177.
275. 159.

295. 220
.2546. 1509

.1737.1041.
188. 107.
.1559. 934.
626. 396.
120. 30.

10AL

234.
129.
153.
. 133.
.1073.
785.
90.
823.
309.
24.

11FC

12PL

13BR

250.
106.
182.
. 115.
.1178.

734.
=« 9%,
. 954.
401.
58.

14PC

22.
150.
74.
89.

81
710

553.
56.

564

210.
24.

15AQ

143.

:1273

785.
117.
.1034.
410.

a7.

16MP

. 260.
144
172.
125.
.1081.
627.
88.
808.
356.
37.

17LI

On constate que toutes les régions sont assez bien représentées. Ceci

veut dire que la connaissance des matrices U; et du cube central h permet

de reproduire assez fidélement les sections du cube y associées a

chacune des régions. 22C0 (Corse), 11FC et 20LR (Languedoc-Roussillon)

sont tout de méme un peu moins représentées.

On remarque que les contributions absolues des axes au carré de la norme

de x coincident avec les valeurs propres correspondantes car les métriques

utilisées sont les matrices unité. Les valeurs propres représentent la
partie de 1'inertie totale du nuage des régions expliquée par les axes.

On remarque finalement que la région OlIF apporte

60 % de la contri-

bution absolue du premier axe et 37 % de celle du deuxiéme axe.
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Page 10 : Représentation cartésienne de 1'espace des emplois.
Les emplois idéaux définissent les axes.
Le premier facteur de ce mode mesure approximativement pour chaque CSP
le nombre d'effectifs dans la premiére région idéale, c'est-a-dire, dans
les régions & dominante tertiaire. Le deuxiéme axe établit une opposi-
tion entre les emplois industriels et les emplois du secteur services.

Supposons que 1'on puisse classer les régions en deux groupes :
1. régions a dominante tertiaire
2. régions d dominante secondaire.

Notons R1 et R2 1'ensemble des salariés des deux groupes de régions
respectivement et Ci T'ensemble des salariés classés dans la CSP C;
(i =1,...,11). Alors le premier facteur de ce mode sera :

fl(ci) card(Rl n Ci)

et Te deuxiéme

card(R2 n Ci)-card(Rl n Ci)‘

On en déduit que dans les régions d dominante tertiaire le type d'emploi
le plus répandu serait ESPQ (Personnel qualifié des services) suivi de
EOAQ (Ouvriers qualifiés). Les emplois faisant un angle petit avec 1la
partie positive de 1'axe 2 sont caractéristiques de 1'industrie : ceux
plus corrélés avec la partie négative sont plutdt caractéristiques des
services. Dans les régions industrielles le pourcentage d'ouvriers sans
qualification (EOSQ) est plus important que dans les autres régions, et
la proportion des ordres de services (ESCA) est plus faible. Par rapport
aux régions industrielles dans les régions a dominante tertiaire la
fraction d'ouvriers sans qualification est faible et celles des cadres,
techniques et personnel d'encadrement des services sont plus importantes.
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La projection orthogonale sur la bissectrice du premier cadran permet
de comparer le volume des emplois dans les régions industrielles : ce
sont les ouvriers qualifiés les plus nombreux suivis par les ouvriers sans
qualification et par le personnel qualifié des services.

Page 11 : Tableaux des contributions absolues et relatives.
On constate que,sauf les cadres, les techniciens et agents techniques
de la production (EPCA, EPTA),toutes les catégories professionnelles
sont bien représentées.

Page 12 : Représentation cartésienne de 1'espace de "Tailles des établis-
sements".
Le premier facteur de ce mode mesure approximativement les effectifs
des services dans les régions a dominante tertiaire, le deuxiéme oppose
les petits aux grands et moyens établissements. On peut dire qu'il
mesure les effectifs de la production moins les effectifs des services
dans les régions a dominante tertiaire.
Notons Ti 1'ensemble des salariés travaillant dans les é&tablissements
de taille ts (i =1,...,4). Les deux premiers facteurs seraient donc
définis par :

—h
—
—~
cr
~
1]

card(E1 n Rl n Ti)

fz(ti) card(E2 n Ti)'fl(ti)'

Ainsi, dans le secteur des services des régions a dominante tertiaire

les salariés des petits établissements sont les plus nombreux et les
travailleurs des établissements de taille 3 (TA03) sont Tes moins nombreux

Les tailles faisant le plus petit angle avec la partie positive du deu-
xiéme axe sont celles ol la proposition des salariés du secteur secon-
daire est plus grande. On peut affirmer par exemple qu'en Franche-Comté
(11FC) i1 y a d'avantage de salariés dans les grands que dans les petits
établissements.
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Page 13 : Tableaux des contributions absolues et relatives pour le 3éme

mode. On constate que les grands établissements sont moins bien représen-

tés que les autres.

Page 14 : Représentation cartésienne de 1'espace des années.
Le premier axe ne permet pas de différencier les années, puisque toutes

les années ont & peu prés le méme volume d'emplois on peut dire qu'ijl
s'agit d'un axe de taille. Sur 1'axe 2 on trouve les années ordonnées
chronologiquement, ceci veut dire que méme si elles est petite, on

peut parler d'une certaine évolution de 1a population économiquement

active de la France (voir ci-dessous).

Page 15 : On constate que toutes les années ont d peu prés la méme importance

pour 1'analyse et qu'elles sont aussi bien représentées les unes que les

autres.

Page 16 - 17 : Représentation graphique des couples (emplois, années). Cette

représentation provient de 1'ACP du tableau (calculé) croisant
(EmpTlois x Années) avec (Régions x Taille). On en déduit que les effectifs

correspondant aux emplois propres du secteur tertiaire ont une tendance
d augmenter dans le temps ; par contre les emplois du secteur industriel

ont une petite tendance & la baisse. I1 faut excepter cependant les

cadres (EPCA) et les techniciens de la production (EPTA).

Page 18 : Représentation graphique des couples (tailles, années). Cette
représentation provient du tableau croisant (Tailles x Années) avec

(Régions x Emplois).

On est amené 3 dire que le nombre des salariés travaillant dans les
petits établissements augmente avec le temps, tandis que les effectifs
des grandes entreprises diminuent. Les tableaux de contingence

Année-Emplois et Année-Taille confirment ces conclusions.

EPCA ESCA EPTA ESTA EPPE EOAQ EOSQ ESPE

ANO1 I 203. 870. 531. 550. 445.3497 2695. 329
ANO2 I 202. 884. 526. 558. 439.3464.2677 332
ANO3 [ 219. 948. 539. 585. 440.3452 2531. 347
ANO4 I 220. 967. 538. 593. 437.3451 2526. 350
ANOS I 218. 977. 533. 597. 4230.3402 2487. 350
ANO6 I 221. 996. 540. 618. 424.3431 2263. 358
ANO7 I 219.1007. 534. 625. 417.3387 2236. 362
ANC8 I 213.1009. 520. 625. 400.3277 2174. 362
I 208.1005. 507. 620. 385.3167.2109 361
I

EPCA ESCA EPTA ESTA EPPE ECAQ EOSQ ESPE

ESPQ ESPN EDIV{

.2711.1046. 131
.2755.1078. 137
.2816.1116. 143
.2865.1144. 149
.2885.1166. 156
.2904.1167. 156
.2932.1190. 161
.2934.1207. 164
.2916.1212. 167

ESPQ ESPN EDIV

ta03 taO4
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THE TOTAL ARRAY CORE REQUIREMENT IS: 304656 BYTES OR APPROXIMATELY 298K

THE CORE REQUIREMENT FOR ARRAYS PLUS PROGRAM IS: 438K

INPUT SPECIFICATIONS

LR R E R R EE RS SRS RS EE R E S

DATA SPECIFICATIONS:

NUMBER OF ELEMENTS IN MODE
NUMBER OF ELEMENTS IN MODE
NUMBER OF ELEMENTS IN MODE
NUMBER OF ELEMENTS IN MODE
NUMBER OF COMPONENTS IN MODE
NUMBER OF COMPONENTS IN MODE
NUMBER OF COMPONENTS IN MODE
NUMBER OF COMPONENTS IN MODE
TYPE OF METRICS (O=ALL IDENTITY, 1=ALL DIAGONAL,2=NO)

- N

PWUN--BWOUN =
ONNNNOL N

INPUT AND OUTPUT SPECIFICATIONS:

DATA INPUT ON UNIT

METRICS INPUT ON UNIT

PRINTING OF INPUT DATA (0O=NO, 1=YES)

OUTPUT OF INITIAL CONFIGURATION (O=NO, 1=YES)
HISTORY OF OPTIMAL APPROXIMATION

PRINTING OF CORE MATRIX (0O=NO, 1=YES)

OUTPUT OF ACP OF CARTESIAN PRODUCTS OF THE MODES

(0=NO,N=NUMBER OF PRODUCTS (N<5))

PARTITIONS FOR THE PRODUCTS OF MODES:

1: 1 4
2 3
2: 13
2 4
3: 1 2
3 4

QUTPUT OF CORE MATRIX TO UNIT

OUTPUT OF FITTED AND RESIDUAL SUMS OF SQUARES TO UNIT (O=NO=DEFAULT)
OUTPUT OF COMPONENTS MATRIX OF THE MODE 1 TO UNIT

OUTPUT OF COMPONENTS MATRIX OF THE MODE 2 TO UNIT

OUTPUT OF COMPONENTS MATRIX OF THE MODE 3 TO UNIT

OUTPUT OF COMPONENTS MATRIX OF THE MODE 4 TO UNIT

ANALYSIS SPECIFICATIONS:
MAXIMUM NUMBER OF ITERATIONS (MAIN)
CONVERGENCE CRITERIUM FOR OPTIMAL APPROXIMATION
CONVERGENCE CRITERION FOR COMPONENT MATRICES
LABELS FOR THE N MODES:

22-REGIONS
11-EMPLOIS

4-TAILLES
9-ANNEES

LABELS FOR THE ELEMENTS:

O1IFf 0O2Ca O3P 1 04HN 0O5Ce 068Bn 07Bo O8Nc 0O9Lo
11Fc 12P1 13Br 14Pc 15Aq 16Mp 17014 18Ra 19AuU
21Ac 22Co

EPCA ESCA EPTA ESTA EPPE EOAQ EOSQ ESPE ESPQ
EDIV

TAO1 TAO2 TAO3 TAOQO4

an01 an02 an03 an04 an05 an06 anQ7 an08 an09

DATA INPUT FORMAT (THREE CARDS):

(22F8.3)

SUM OF ORIGINAL DATA = 117324 .95700

SUM OF SQUARED ORIGINAL DATA= 8321402.74765

OO0OO000O0

30
0.01000000
0.01000000

10A1
20Lr

ESPN
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2. n-ACP de x avec des métriques diagonales

IT s'agit de montrer ici les sorties obtenues lors de 1'application
du programme TUCKALSN au 3-cube de contingence "Régions-Emplois-Tailles".
Soit Nijk le nombre des salariés dans la région i, 1'emploi j et la
taille k. ((i,d,k) e [22] x [11] x [4]).

Soient :

N: =T Nysp 35 N =T Neop 3 N = I n,.
i.. i ijk .J. ik ijk . ij ijk
les nombres des travailleurs recensés dans la région i, dans 1'emploi j
et dans Ta taille k respectivement. On note Nis n; et n s'il n'y a pas
possibilité de confusijon.

n... =n-=2% n.

ik est le nombre total des personnes recensées.
ijk

N n. n
LT%}i’ 57%}j, LTF}k définissent respectivement les fréquences marginales

des régions, emplois et tajlles.
2
”ijk/n _ LLFET . 1)
(ni/h), (nj/n) (nk/HT ng Ny N ijk

est le rapport entre la fréquence observée pour le triplet (i,3,k) et 1a
fréquence calculée pour ce triplet & partir des fréquences marginales.
S'i1 y a indépendance entre les variables région, emploi et taille la
valeur attendue de ce rapport est 1.
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Le 3-cube de données soumis & T'analyse est le cube Xijk (cf. 1).
Les éléments réels du premier mode sont donc les 22 régions, ceux du
deuxiéme mode sont les 11 CSP et ceux du 3éme mode sont les 4 tailles
des établissements :

p1=22; p2=ll;p3=4.

Soit Di Ta matrice diagonale des fréquences du mode i :

n
=lj. 6 =l 1'
n ' n

(04) 55 i3

n
Py
On dit que Di est la matrice des poids des &léments du mode i.
Chaque mode du cube y est muni de la métrique dont la matrice dans la base
canonique est 1'inverse de la matrice de poids :
1

2 o7l % =p-l. =
M].—D].,MZ—DZ ,M3"‘D3-

On demande 3 facteurs pour chaque mode :
41 =235 q,=2; 93 = 2

alors si x est la forme n-linéaire associde 3 X on cherche la forme
n-linéaire X de rang {94} 1a plus proche de x au sens de 1la métrique
- n-1 -1 -1
N = D1 ?) D2 f D3 .
Nous présentons dans les pages 247-259 numérotées en bas de 1 3 12
les sortiesles plus intéressantes de cette analyse.
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Pages 1-2 a) Spécifications concernant 1'analyse, les sorties et les fichiers
d sauvegarder.
b) Diagonales des matrices définissant les métriques. I1 s'agit
des inverses des matrices de poids. Elles ont été lues dans le fichier
de numéro logique 7.

Page 3 : Résumé concernant la convergence de 1'algorithme et la qualité de
1'analyse. I1 a fallu deux itérations pour que les deux suites {ui} et
{f(Ui)} satisfassent Tle seuil de tolérance exigé.

La qualité de la représentation de cette n-ACP est : @(x) = 0.9825.
Les qualités des représentations issues des ACP des triplets

A A 3 o =
x,0;" @ 03, o7h), (x, o7t @ o3l, o5l et (x, 07t @ 0}l 03!) sont

respectivement 0.9869, 0.9887 et 0.9983.

Page 4 : On présente les matrices Uy qui définissent une solution du modéle
TUCKERN. U = (U}.U,s05) « T;. Les matrices u; sont D3l
On présente aussi les valeurs propres associées. Puisque les métriques

& .em
€Mme  valeur propre du i .

-orthonormées.
utilisées sont diagonales la j mode repré-
sente la partie de 1'inertie du nuage des P4 éléments expliquée par le
™€ axe du mode.

Nous constatons que le premier axe de chaque mode explique a& lui seul
90 % environ de 1'inertie totale du nuage correspondant. Alors, en ne
retenant qu'un facteur dans chaque espace on devrait pouvoir recons-

truire assez fidélement le 3 cube de données y .

Dans ce cas 1'expression

% = (8 M.0.)h
s'écrit :
1 1 ,-1. 2 -1, 3
i3k = (017D 45 Y5105 ) 55 Ujp (D37)py Upgp-h
1 2 3 3
_ Y31 Uy Uzg Man

ol h est le seul élément du cube central.
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N s
Ceci implique que —%%5 devrait étre approximativement é&gal 3
”%1 “?1 “?k
P et donc que les trois modes ne sont pas trés éloignés de

1'indépendance.
On sait que chaque Uy satisfait 1'expression :
t K t

X (2 Uy

K
g 0T X MM o= (o)

qui est équivalente a :
X N© X Nk (MkUk) = (MkUk)Ak
Supposons que le 3-cube de contingence donné puisse étre entiérement
reconstruit a partir des fréquences marginales, c'est-i-dire supposons
que

nisk = n(ni/n) (nj/n) (nk/n)

k

dans ce cas xijk = iijk = 1. Tous Tles éléments des matrices X sont

donc des 1 et la matrice & diagonaliser en (2) a pour terme générique :

)=
k73J n
et admet comme vecteur propre le vecteur I associé i la valeur propre 1.
La continuité des vecteurs et des valeurs propres d'une matrice symétri-
que nous permet d'affirmer que si 1'on est proche de 1'indépendance des

3 modes la premiére colonne de la matrice MkUk doit étre proche de 1I

et la valeur propre correspondante voisine de 1. Alors :

-1

(D,")u, = I et uk 2 (D,):: = Ei (3)
k 7k J1 LSVN n

c'est-a-dire la premiére colonne des matrices Uy devrait donner les

poids des éléments du mode k. Dans les pages 8, 10 et 12 on présente les

poids des é&léments des modes et 1'on constate qu'ils coincident de treés

prés avec les premiéres colonnes de Ups Uy et Us-
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Ceci confirme la thése de la presque indépendance des 3 modes. Les
axes 2 et 3 devraient nous permettre d'expliquer les écarts a 1'indé-
pendance.

D'autre part, puisque Uy est Mi-orthonormée notre matrice MiUi est
Di-orthonormée ; or sa premiére colonne est proche de 1 pour tout

j.i € [qi]-{l} les colonnes des matrices Uy vérifient :

Page 5 : Cube central.
On sait que X = (A MiUi)h
équations qui dans notre cas s'écrit :
4 Q9 95

Raap, ® I z g (n/ni) (n/nj)(n/nk)u

1 2 3
_‘Jk- - - . U h
p=1 g=1 r=1

ip Yjq Ykr "par

puisque les 3 modes de notre cube y sont presque indépendants en utili-
sant (3) on peut en déduire que :

. 1 2 3
£ L X.,., 3222 (n/n;) (n/n;)(n/n,) u;, uz, Uy, h 2L LI hyqq.
i3 ok ko5 i j kZ 741 731 Tkl 111 Ty 1L
Or iijk * 1 pour tout (i,j,k) alors on déduit que h111 z 1.

C'est le résultat observable sur le cube central.

On constate aussi que tous les autres éléments h (p,q,r) # (1,1,1)

. pqr’
sont petits par rapport a hlll'
Les 1,2 et 3-représentations matricielles du cube central h sont les

matrices ﬁ, ﬁ et ﬁ s

R4 R2 R3 E1 E2 E3 T T2

> y Rt 1.000 -0.024 0.

E1 1.000 0.005 0.002 M 1.000 -0.003 0.002 Bl pio 008 ooy -0
™ E2-0.003 -0.237 0.019 11 R2-0.005 -0.237 -0.050 Bene. oos - :
€3 0.002 -0.050 -0.027 R3 -0.002 0.019  -0.027 -00 -0.139  -0.

g

E1 -0.024 -0.037 -0.139 R1-0.024 -0.097 0.150 ® -0.003 -0.097 0.
T2 E2 -0.097 -0.090 0.027 T2R2-0.037 -0.090 -0.033 Ezﬁ;'°-237 -0.090 0.
E3 -0.150 -0.033 0.002 f3-0.139 0.027 0.002 0.019 0.027 0.
E1 0.001 -0.036 -0.007 R 0.001 0.043  0.013 Rl 0.002  0.150 0.
T E2 0.043 -0.003  0.016 T3R2-0.036  0.009 -0.009 53%;:0'050 05048  =d.
£3 0.013 -0.009 -0.008 R3 -0.007 0.016 -0.008 0.027 0.002  -0.

T3
001

007
043
009
016
013

oos8
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On sait que la jM® l-composante principale est :

1 1
C5 = (M3U3 8 M0,) (H),

1 N 1
ol Hj est jeme colonne de H.

Puisque Tes premiéres colonnes de M3U3 et M2U2 sont proches de 1I, 1a
premiére colonne de ¢ est aussi proche de I, ce qui veut dire que la
forme X assigne & la premiére région idéale des valeurs indépendantes de
Ta CSP et de 1a taille de 1'établissement. La forme linéaire qui a chaque
élément de 1'espace des régions affecte sa coordonnée sur le premier

axe est donc une constante ; sa valeur est i peu prés :

1/2

(A)7)° = 1.03412 = 1 017

On déduit de la Zéme colonne de é que la Zéme région idéale est appro-
ximativement indépendante des tailles des établissements et qu'elle dépend
plutdt du 25 emploi ideal.

La 3éme région idéale serait liée a la Zéme taille idéale. 1

On tire de H Te méme type de conclusions que celles tirées de H :

le premier emploi idéal est indépendant des régions et des tailles. Le
facteur correspondant est une constante de valeur (Az)%2 s l.011.

Le deuxiéme emploi idéal serait plutdt 1ié & 1a deuxiéme région et

le 3éme emploi & la Zéme taille idéale.

De H on déduit que le premier facteur de ce mode est la constante
(A3)%{2 = 1.029. Le rapport entre les tailles idéales 2 et 3 avec les
régions et les emplois jdéaux semble moins évident. On peut conjecturer

une certaine indépendance par rapport i ces deux modes.

Ces constatations faites dans le cube central nous suggérent certaines
idées générales pour 1'interprétation des représentations graphiques
des espaces des régions, emplois et tailles :
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Page 6 : Représentation cartésienne de la projection du nuage des régions
sur les axes déterminés par les deux premiéres régions idéales. On y
constate que le premier axe ne permet pas de différencier les régions.

Page 7 : Représentation cartésienne de la projection du nuage des régions
sur les axes définis par les régions idéales 2 et 3. L'axe 2 oppose les
régions a dominante tertiaire aux régions a dominante secondaire (Ile de
France, VS. Franche-Comté). L'axe 3 oppose les régions ol la proportion
de salariés dans les établissements de grande taille est supérieur a
la moyenne nationale contre celles ol la proportion de salariés dans
les petits établissements est plus forte. Par rapport aux tailles des
établissements la région 12PL (Pays de Loire) correspondrait a peu prés
d la moyenne nationale.

Page 8 : Tableaux des contributions absolues et relatives du premier mode.

Page 9 : Projection du nuage des emplois sur le sous-espace engendré par
les emplois idéaux 2 et 3. Le 2éme axe oppose les emplois les plus carac-
téristiques des régions industrielles aux emplois les plus caractéris-

- tiques des régions d dominante tertiaire. L'axe 3 oppose les emplois
plus spécifiques des grands établissements aux emplois qui ont une
forte proportion dans les petits établissements. Ainsi, dans les grands
établissements la proportion de cadres et techniciens de la production
est plus importante qu'elle ne 1'est au niveau national.

Page 10 : Tableaux des contributions absolues et relatives du mode 2. On
constate que les "Emplois et métiers divers" (EDIV) sont moins bien
représentés que les autres catégories professionnelles.

Page 11 : Projection du nuage de tailles sur le sous-espace engendré par
les &léments idéaux 2 et 3. Le premier axe oppose les petits aux grands

établissements, le deuxiéme oppose les tailles moyennes aux autres tailles.

Page 12 : Tableaux des contributions absolues et relatives du mode 3.
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Comparaison avec 1'AFCM

La formule de reconstitution des données obtenue de 1'Analyse Factorielle

des Correspondances Multiples d'un tableau de contingence a m entrées
consiste & le reproduction approchée du m-cube de données défini par

Ri 2 .
x _ 1112.-01m n(m_l)
iviseei "ML N, Loom.
12 m 11 i, T
avec une expression de la forme
p p p
) 1 2 m 1 N (5)
X_i .i _i - .Z .Z PRIy .Z V,i J- LRI Vi J- hJ- J'
L'2vely 3=l J,=1 Jomd 1Y1 m 1" "m

ou dans cette somme on ne retient que les termes dont au plus deux des
indices jl,...,jm sont différents de 1. (voir par exemple [17;318]).
Dans 1'expression (5) :

m
"ipape.d € R ¥pdgendy) e TRyl
v? j est 1'élément générique d'une matrice Vk telle que
k- k
Dy
Vk € 0 et danslaguelle Ta premiére colonne est 1I .
PPk

Puisque Ta premiére colonne de Vk est I on vérifie que pour tout jk#l
q
Zk E%E v? . =0
i, =1 kIk

(les colonnes de Vk (sauf la premiére) sont Dk centrées.)

Ceci permet de montrer que dans 1'expression (5), hll...l doit étre égal

a1l et que hj est nul si tous les jk sont égaux a 1 sauf un de

Joeudd
ces indices. 172 m

La formule de reconstitution (approchée) de x obtenue de la n-ACP de
(x-8031) est :
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X =(8Mu,)h
qui s'écrit :
q q
ii §. = Zl zn vi .. v? . h. .
1 §y=l g =l 191 mm 19

ou on a appelé Vi la matrice MiUi'

Dans notre exemple les matrices Vi sont Di-orthonormées et comme les 3 modes
sont quasi-indépendants, les premiéres colonnes des matrices Vi sont 1I.
(ceci explique le fait que dans notre cube central les termes hijk sont
proches de zéro quand un seul des indices est différent de 1. Les valeurs

de ces hijk sont : -0.003, 0.002, -0.005, -0.002, -0.024, 0.001).

Par conséquent, dans notre cas la formule de la n-ACP consisterait & ajouter
d la formule de reconstitution issue de 1'AFCM les termes dont plus de deux
des indices ji sont différents de 1.

On constate que les élémentss du cube central correspondants a ces termes

sont
h222 = 0.007 h3,, = 0.000
hyrs = 0.001 h3,5 = 0.000
hs3, = 0.001 hs5, = 0.000
hy33 = 0.000 h355 = 0.000

1'apport de ces termes a la reconstitution de x est donc négligeable :

les deux formules fournissent alors des reconstitutions trés semblables.

On présente a Ta page 13 Ta représentation dans le premier plan principal

de toutes les modalités des 3 variables (modes) issue de 1'AFCM du cube

de contingence R&gion-Emplois-Année. Si 1'on prend séparément Tes modalités
d'une seule variable on constate qu'a une notation prés, elle coincide,

de trés prés avec la représentation graphique du mode correspondant issue

de la n-ACP. Or 1la représentation du mode k selon la n-ACP est la méme

que celle issue de 1'ACP du triplet (y, Dk, Dk) on peut dire que les sortie:
de 1'AFCM coincident avec celles de la n-ACP aprés avoir réalisé la notatio:

qui maximise 1'énergie du nuage sur le premier axe.
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3. n-ACP de y avec des métriques non diagonales

On présente finalement les résultats les plus importants obtenus lors
de 1'analyse du 3-cube défini par :

x : [22] x [11] x [4] - R

(i,d,k) ~ Xiik

ou Xijk
et les établissements de taille k.

est Te nombre de salariés recensé dans la région i, 1'emploi j

pl = 22, pz = 11, p3 = 4.

Les espaces E1 des régions, E2 des emplois et E3 des tailles des établis-
sements ont &té munis de 1a métrique définje par les matrices de Variance-
Covariance empiriques. Notons ces matrices Vl’ V2 et V3 respectivement.

On a

) 1 Xi... ) X.il"
Vi = 585 5 Zk(xijk p2p3) X1k pzp3)

et des expressions semblables pour V2 et V3.

Mﬂ; = V3.

Sur 1'espace EI ) E; () Eg on adopte donc comme métrique

~1
1

1 2 V-l

N=1YV 3

a Vs

On cherche la détermination de 1a forme 3-Tinéaire X de rang défini par
q = 35 q, = 3, g = S

qui soit la plus proche de la forme 3-linéaire x associée a .
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Nous présentons en :
Page 1 : Les spécifications nécessaires a 1'exécution du programme TUCKALSN.

Page 2 : Ré&sumé concernant la solution du modéle TUCKERN.
On remarque que la qualité de la représentation de cette n-ACP est
78.95 ¢%.

Page 3 : Le cube central h (qui est le cube de données associé i XY «
On peut remarquer que :
les tailles idéales 2 et 3 n'ont presque pas d'importance par rapport
a la premiére taille idéale.
Chacun des éléments idéaux du mode REGIONS est presque exclusivement
1ié & son correspondant du mode EMPLOIS : la premiére "section frontale"
de x est approximativement diagonale.

Page 4-7: Représentations cartésiennes des espaces des régions et des
emplois.
On remarque que les représentations sont fort différentes de celles
obtenues dans les deux analyses précédentes. Leur interpolation ne semble
pas évidente. On la laisse aux lecteurs intéressés par la problématique
du travail ét de 1'emploj.
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TUCKALSN VERSION POLIT (06/85) I.M.S.S
THIS PROGRAM IS A GENERALISATION OF TUCKALS3 PROGRAM OF P.M KROONENBERG

ANALYSE REGION-EMPLOIS-TAILLE
i e e e e el e e i e e e et st Tt ot T T T S S S L I

THE TOTAL ARRAY CORE REQUIREMENT IS: 49612 BYTES OR APPROXIMATELY 48K
THE CORE REQUIREMENT FOR ARRAYS PLUS PROGRAM IS: 188K

INPUT SPECIFICATIONS

LR E R E R R R EE RS EE ST

DATA SPECIFICATIONS:

NUMBER OF ELEMENTS 1IN MODE 1 22
NUMBER OF ELEMENTS 1IN MODE 2 11
NUMBER OF ELEMENTS 1IN MODE 3 4
NUMBER OF COMPONENTS IN MODE 1 3
NUMBER OF COMPONENTS IN MODE 2 3
NUMBER OF COMPONENTS IN MODE 3 3
TYPE OF METRICS (O=ALL IDENTITY,1=ALL DIAGONAL,2=NO) 2
METRICS FOR THE MODES:
(O=IDENTITY, 1=INVERSE WEIGHT DIAG.,2=DATA DIAGONAL,3=COVARIANCE)
MODE 1 3
MODE 2 3
MODE 3 3

INPUT AND OUTPUT SPECIFICATIONS:

DATA INPUT ON UNIT 8
METRICS INPUT ON UNIT (o}
PRINTING OF INPUT DATA (O=NO, 1=YES) (o}
OUTPUT OF INITIAL CONFIGURATION (O=NQ, 1=YES) 1
HISTORY CF OPTIMAL APPROXIMATION 1
PRINTING OF CORE MATRIX (O=NO, 1=YES) 1
OUTPUT OF ACP OF CARTESIAN PRODUCTS OF THE MODES 3
(0=NO,N=NUMBER OF PRODUCTS (N<5))
PARTITIONS FOR THE PRODUCTS OF MODES:
b [E 1
2 3
2: 1
32
< B 2
3 1
OUTPUT OF CORE MATRIX TO UNIT 0
OUTPUT OF FITTED AND RESIDUAL SUMS OF SQUARES TO UNIT (O=NO=DEFAULT) 0
OUTPUT OF COMPONENTS MATRIX OF THE MODE 1 TO UNIT 0
OUTPUT OF COMPONENTS MATRIX OF THE MODE 2 TO UNIT o}
OUTPUT OF COMPONENTS MATRIX OF THE MODE 3 TO UNIT o]
ANALYSIS SPECIFICATIONS:
MAXIMUM NUMBER OF ITERATIONS (MAIN) 30
CONVERGENCE CRITERIUM FOR OPTIMAL APPROXIMATION 0. 10000000
CONVERGENCE CRITERION FOR COMPONENT MATRICES Q. 10000000
LABELS FOR THE N MODES:
22-REGIONS
11-EMPLOIS
4-TAILLES
LABELS FOR THE ELEMENTS:
ofIf 02Ca 03P 4 04HnN 05Ce 068Bn 07Bo 08Nc 09Lo 10A1
11Fc 12P1 13Br 14Pc 15Aq 16Mp 1704 18Ra 19AuU 20Lr
21Ac 22Co
EPCA ESCA EPTA ESTA EPPE EOAQ EOSQ ESPE ESPQ ESPN
EDIV
TAO1 TAO2 TAO3 TAOA

DATA INPUT FORMAT (THREE CARDS):

(22F8.3)
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ANNEXE B

LE PROGRAMME TUCKALSN : NOTICE D'UTILISATION

Le programme TUCKALSN réalise la n-ACP d'un hypercube de données et
fournit les sorties graphiques et les aides & 1'interprétation décrites
au chapitre V. Ce programme, &crit en FORTRAN, est une généralisation du
programme TUCKALS3 de Pieter M. Kroonenberg de 1'Université de Leiden
(décembre 1981). Bien que la structure générale de notre programme ainsi
que les principales procédures soient neuves on a conservé certaines
subroutines de TUCKALS3 et on a essayé de garder le type de sorties de
ce programme.

TUCKALSN qui compte 3.000 Tignes environ est composé de 60 sous
programmes : 9 ont été repris directement de TUCKALS3, parmi eux,
3 soubroutines du paquet IBM-SSP ; 6 sont des sous programmes de
TUCKALS3 1égérement modifiés, 6 proviennent du livre "Traitement des
données statistiques" de Lebart, Morineau et Fénelon et les 39 soubroutines
restantes ont été écrites par 1'auteur.

Le programme TUCKALSN est disponible au Département d'Informatique
et Mathématiques Appliquées aux Sciences Sociales de 1'Université des
Sciences Sociales de Grenoble.

TUCKALSN 1it d'abord le n-hypercube de données de dimensions {p1.}1.€n

ainsi que les dimensions {qi}ien souhaitées pour 1'hypercube central.
Ensuite, i1 calcule ou bien i1 1it les matrices des métriques corres-

pondant a chacun des n modes.

Le programme fait un changement de coordonnées de facon & transformer
les matrices des métriques en matrices unité (ch. 3.6.3.2.1) et il
calcule T'approximation de Tucker au Probléme P3 que 1'on prend comme

point initial de 1'algorithme itératif dacrit en (3.6.3.2.2). I1 édite cette
approximation et trace les représentations graphiques correspondantes.



Une fois le critére de convergence satisfait i1 réalise la transformation
inverse des coordonnées. I1 édite alors le cube central et les matrices
U; dont ses colonnes Mi-orthonormées définissent les sous espaces
optimaux Fi‘

Dans une deuxiéme partie TUCKALSN construit les représentations
graphiques des éléments réels de chacun des modes grdce a leurs projec-
tions sur les espaces engendrés par les éléments idéaux (ch. 5.4).

On y analyse la qualité avec laquellel'hypercube projeté permet de
reproduire la section correspondant & chaque élément réel des divers
modes : le programme fournit les tableaux des contributions absolues
et relatives (ch. 5.5). Finalement, il effectue si on le désire, les
représentations graphiques relatives a 1'ACP des n-représentations
matricielles de 1'hypercube des données. Ces représentations ne sont
pas exactes car elles sont réalisées sur le cube des données projetté
et non pas sur le cube original (ch. 5.7).

Le processus de transformation de coordonnées nécessaire a la réali-
sation de 1'algorithme TUCKALSN implique 1'exécution d'un produit

matriciel de la forme (ch. III.61) :
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Si les matrices des métriques assignées & chacun des modes de 1'hyper-
cube des données sont diagonales les matrices Ai sont aussi diagonales.
Dans ce cas le programme TUCKALSN est en mesure d'économiser de la
place mémoire et surtout, du temps de calcul pour effectuer ce produit.
Si les métriques ne sont pas diagonales les matrices Ai et QA; ne le
sont pas non plus ; dans ce cas le temps de calcul du produit (1)

peut devenir considérable dés qu'on dépasse 3 dimensions.
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Ainsi, si on a affaire & un 4-cube de données dont chaque mode compte

m éléments, la réalisation d'un tel produit implique 1'exécution de

(m4)2 multiplications si les métriques ne sont pas diagonales, et de
seulement m4 multiplications si elles le sont. Si par exemple m=10 cette
transformation de coordonnées demande 10.000 fois plus de temps de

calcul quand Tes métriques ne sont pas diagonales. L'exécution de TUCKALSN
risque alors de devenir colteuse.

Notice d'utilisation

L'exécution du programme TUCKALSN requiert 4 fichiers :

1. Fichiers de commandes : contient les paramétres concernant les entrées
et les sorties désirées.

2. Fichiers des données : contient les éléments du n-hypercube des
données ordonnées selon un ordre o-lexicographique (ehs 1.1.2}:

3. Fichier des métriques : contient les matrices des métriques des modes.
Ce fichier n'est pas nécessaire lorsque 1'on choisit comme métriques
les matrices unité ou bien quand Tes métriques sont générées par le
programme : matrice diagonale des poids, matrice de variance-covariance.

4. Fichier des sorties : c'est le fichier ol 1'on &dite toutes les sorties
de TUCKALSN.

Le fichier des commandes

Le fichier des commandes est composé d'un nombre variable de cartes
(1ignes) selon les paramétres spécifiés.



Y

Carte A
Colonnes 1-4 : mot clé .
Les mots clés possibles sont :
TITL : Indique Te début d'une analyse (n-ACP)
SIZE : Si 1'on veut calculer exclusivement 1'espace en mémoire
centrale nécessaire pour 1'analyse.
Indique 1a fin de 1'analyse.

Si mot clé = TITL alors :
colonnes 5-80 : Titre de 1'analyse.

Carte B
N, ITYM, IVD, IVC, IOU
FORMAT(514)
N : nombre de modes du cube de données
ITYM : dindicateur du type des métriques utilisées
0 toutes sont des métriques unité
1 toutes les métriques sont diagonales
2 i1 y a au moins une métrique non diagonale.
IVD : indicateur de 1'ordre de stockage des données
0 ordre lexicographique
1 un ordre o-lexicographique & définir dans la carte G.
IVC : dindicateur de 1'ordre avec lequel on veut éditer le
cube central
0 ordre lexicographique
1 un ordre o-lexicographique a définir dans la carte H.
IOU : indicateur de la sauvegarde des résultats
0 pas de sauvegarde
1 oui.



Carte C
(P(I),I=1,N)
FORMAT (1615)

PLL)Y &

Carte D

(Q(I), I=1,N)

FORMAT(1615)
Q(1) =

Carte E

PR m—— |
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nombre d'éléments du iM€ mode du cube des données =
= dimension de 1'espace Ei'

L mode du cube
central = nombre d'éléments idéaux du i€ mode =

nombre d'éléments choisit pour le i€

= dimension du sous espace optimal ?1 de Ei'

Si ITYM = 0 pas de carte E, sinon :
(INDM(I), I=1,N)

FORMAT(1615)

INDM(I):indicateur de Ta métrique assignée au i

Carte F

eme mode

0 métrique unité

1 métrique des poids

2 métrique diagonale i lire

3 matrice de variance-covariance.

INP, INPMET, IDATPR, INCONF, IPR, IPRC, IEUPR

FORMAT (1615)
INP
INPMET
IDATPR

INCONF

numéro logique du fichier de données

numéro du fichier ol on lira éventuellement les métriques
édition des données

0 non

1 oui

éditions de la configuration initiale (approximation de
Tucker).

0 non

1 oui
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IPR : édition des étapes de la convergence de 1'algorithme

0 non
1 oui

IPRC : @&dition du cube central
0 non
1 oui

[IEUPR : nombre des bipartitions ordonnées pour lesquelles on
demande la réalisation de 1'ACP de la représentation matri-
cielle correspondante (0 < IEUPR < 5).

Carte G
Si IVD = 0 pas de carte G ; sinon :
(IoD(I),I=1,N)
FORMAT( 1615)
Le fichier de données contient 1'hypercube des données
représenté selon un ordre o-lexicographique. IOD définit
la permutation ¢ : o(I) = I10D(I).

Carte H
Si IVC = 0 pas de carte H ; sinon :
(IOC(I),I=1,N)

FORMAT(1615)
Le cube central sera édité selon 1'ordre -lexicographique :
[I0OC définit la permutation ¢ :
o(I) = I0C(I)
Carte I

Si IEUPR = 0 pas de carte I ; sinon :
On remplit IEUPR cartes, chacune décrivant une bipartition
ordonnée n . On demande la réalisation de 1'ACP de toutes
ces n-représentations matricielles du cube projeté :
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IPART(I), I=1,N),N1,ICG
FORMAT (1615)
Les entiers IPART(1),...,IPART(N1), dans 1'ordre, cons-
tituent la premiére classe de la bipartition.
Les entiers IPART(N1+1),...,IPART(N), dans 1'ordre, cons-
tituent la deuxiéme classe de la bipartition.
(i1 faut que 2N1 < N).
ICG : dindicateur pour le$ représentations graphiques
0 représentation des baryzentres uniquement
1 représentation de tous les éléments appartenant aux
produits cartésiens des modes inclus dans chacune des
deux classes et de leurs barycentres.

Carte J
Si IOU = 0 pas de carte J ; sinon :
(IOUTC, IOUFRS, (IOUTE(I),I=1,N)
FORMAT (161I5)
IOUTC : numéro du fichier ol on va sauvegarder le cube central
si IOUTC=0 pas de sauvegarde.
IOUFRS : numéro du fichier ol on va sauvegarder la partie
expliquée et le résidu de tous les éléments de tous les modes.
Si IOUFRS = 0 pas de sauvegarde.
IOUTE(I):numéro du fichier ol on sauvegarde la matrice Us
Si IOUTE(I) = O pas de sauvegarde de la matrice Uj.
Carte K
NIT, EPS1, EPS2
FORMAT (V) (format libre)

NIT : nombre maximal d'itérations pour 1'algorithme principal.
Par défaut NIT=50

EPS1 : critére de convergence vers 1'optimum de la fonction f
Par défaut EPS1 = 1077,

EPS2 : critére de convergence pour les matrices U;

Par défaut EPS1 = 10°°.
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Carte L
Libel1és pour les modes (12 caractéres pour chacun des N 1ibellés)
FORMAT (N(3A4))

Cartes M
Libel1és pour les éléments (4 charactéres pour chaque élément). On
utilise une ou plusieurs cartes pour chaque mode.
FORMAT (10 A4)

Cartes N
3 cartes définissant le format de lecture des données et des métriques.
Si IDATPR=1 i1 dé&finit aussi le format d'édition des données.
FORMAT (60A4)

Carte O
On écrit un '.' dans la premiére colonne pour signaler la fin du
fichier des commandes.

Exemple 1
Le fichier TNRETA.comm a été utilisé pour effectuer la n-ACP d'un

4-cube de données qui ventile pendant 9 années consécutives la population
économiquement active par région, catégorie socio-professionnelle et
par la taille de 1'&tablissement ot 1'on travaille.
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TNRETA.comm

TITL ANALYSE REGION-EMPLOIS-TAILLE-ANNEE

4 1
22 11 4 9
2 2 2 2
1 1 1 1
8 0] 0 1 1 1 3
1 4 2 3 2 1
1 3 2 4 2 1
1 2 3 4 2 1

30 0.1 0.1
22-REGIONS 11-EMPLOIS 4-TAILLES 9-ANNEES
O1If 0O2Ca 0O3Pi 04HN 05Ce 06Bn 07Bo 0O8Nc 0OSLo 10A1
11Fc 12P1 13Br 14Pc 15Aqg 16Mp 17Li 18Ra 19Au 20Lr
21Ac 22Co
EPCA ESCA EPTA ESTA EPPE EOAQ EOSQ ESPE ESPQ ESPN
EDIV
TAO1 TAQO2 TAO3 TAOQO4
an01 an02 an03 an04 an05 anC6 an0O7 an08 an09
(22F8.3)

- A LN -
ﬁ(gahzc\ﬁbw;_a‘\nmﬂmmawr\);

It

Commentaires

1.

Titre de 1'analyse : "Analyse Région-emplois-taille-année"

IT s'agit d'un 4-cube de données ; les métriques assignée§ aux modes
sont toutes diagonales. Les données seront lues par ordre lexicogra-
phique et le cube central sera é&dité aussi par ordre lexicographique.
IT n'y aura pas de sauvegarde des résultats intermédiaires.

Le premier mode est constitué par 22 régions, le second par 11 catégories
socio-professionnelles, le troisiéme par 4 tailles des établissements
et Te quatriéme par 9 années.

Pour chaque mode on demande 2 &léments idéaux (le 4-cube central aura
deux éléments de chaque cdté).

On assigne a chaque mode la métrique diagonale des poids. La métrique
des poids est calculée par le programme TUCKALSN. Le fichier des
métriques donc n'est pas pris en compte.
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6. Les données seront lues sur le fichier dont le numéro logique est
8 ; on ne 1it pas les métriques et on n'édite pas les données. Par
contre on demande 1'édition de la configuration initiale, ainsi que
celle des étapes de la convergence et de 1'hypercube central. On Tira
plus bas 3 bipartitions ordonnées.

Puisque IVD et IVC sont égales 3 zéro il n'y a pas de cartes H et I.
| 7. On définit la premiére bipartition n . La premiére classe est formée
j par 2 modes : les modes 1 et 4. La deuxiéme classe par les modes qui
‘ restent c'est-a-dire les modes 3 et 2.
On demande la représentation graphique de tous les points et des
barycentres.

8.9. Méme chose qu'en 6.

10.0n fixe & 30 le nombre maximum des itérations et & 0.1 les deux critéres
de convergence.

, 11.Ce sont les 1libellés des 4 modes.

|

i 12., 13., 14. Libellés des 22 régions.

f 15., 16. Libellés des 11 catégories socio-professionnelles
17.Libel1és des 4 tailles des établissements .

18.Libel1és des 9 années .

19.,21. Format avec lequel les données sont lues sur le fichier de numéro
logique 8.

22.Fin du fichier de commandes.
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Exemple 2
Pareil au précédent mais avec seulement 3 modes : régions, catégories
socio-professionnelles et tailles des établissements.

TNRET .donn
; TITL ANALYSE REGION-EMPLOIS-TAILLE
3 1
3 22 11 4
4 3 3 3
5 2 2 2
6 8 7 0 1 1 1 3
7 1 2 3 1 1
4 1 3 2 1 1
3 2 3 1 1 1
10 30 0.1 0.1
1  22-REGIONS 11-EMPLOIS 4-TAILLES
42 O11f 02Ca 03Pi 0O4HN 05Ce O6Bn O7Bo O8Nc O9Lo 10A1l
13 {11Fc 12P1 13Br 14Pc 15Ag 16Mp 17Li 18Ra 19Au 20Lr
14 21Ac 22Co
1§ EPCA ESCA EPTA ESTA EPPE EOAQ EOSQ ESPE ESPQ ESPN
16 EDIV
47 TAO1 TAO2 TAO3 TAO4
18 (22F8.3)
13
20
24
Commentaires

2. Les métriques sont toutes diagonales.
4. On demande 3 éléments idéaux pour chaque mode.

5. et 6. Les métriques diagonales seront lues dans le fichier de numéro

logique 7.

7., 8. et 9. Les premiéres classes des bipartitions ordonnées sont

constituées par un seul mode.
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ANNEXE C1
0.094189189 -0.015417039 0.628562674
-0.881095566 -0.363836478 -0.516020864
5 0.121659156 0.061294008 0.932854153
-0.872377835 -0.354776211 -0.569489352
X = -0.0580733913 0.521733716 0.509501249
-0.518300451 -0.789621115 0.326478340
-0.706969582 0.322596151 0.238500083
-0.043583613 -0.032569593 0.201195044
-0.829735011 -0.914372645 -0.874317177
2 .
| X|| = -8.2062459
.470802087 0.710517839
Uy = -8.272809433 -0.294697233 Aa=  4.254018962 1.568538025
0.742933899 -0.638397607
-0.539972693 0.707745612
@Q = 0 298746619 -0.705030702 N\y: 5.338654518 0.483902723
-0.677998006 -0.045032053
-0.576780841 0.252082638 . 11149046
Uy = 0.488703575 -0.655729741 Agz: 4.511408210 1.3 g
0.654593520 0.711669043
Ee (AN = s.8225573
v - 0.499819964 0.228724971 A,- 4.949437737 0.992808320
1= -0.306480382 ©0.948805295
0.810092434 0.217837997
0.728520684 -0.428886097 A, . 4.714157224 1.228088390
v = 0. 484763142 -0.228160035 2
0.484006532 0.874070764
0.536550850 0.838599980 299
V., -  -0.565618120 0.440181483 [Ny- 4.246346533 1.695899
3 = -0.626250245 0.320921101
. )= .9422461
Ao (L)) s !
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ANNEXE C2
.061383935 -0.004176698 -0.474428941 0.050650373
.281192198 -0.670998842 -0.807331152 -0.000239598
.593545355 -0.876781121 (0.848369949 -0.264603365
.000257202 -0.118041784 -0.061756130 0.030126726
.334560726 -0.521103747 0.153135845 -0.658543311
.052634558 -0.204673786 0.639524147 -0.508511953
. 172733394 -0.552902526 -0.562094815 -0.746687077
.895905368 0.263427023 0.402555134 -0.362817496
.945171252 -0.529306218 0.325143691 0.296982098
.305212200 0.643599674 -0.620930664 0.160538580
.794238195 -0.277722683 0.565103568 0.475422379
.774821319 -0.555054300 0.369844161 -0.206340866
.321292888 -0.052328148 -0.165711451 0.636300839
711111337 0.549191482 0.868988685 0.877311386
.677887484 0.743152387 -0.877308950 -0.632758282
.360742979 -0.136847833 -0.345657751 -0.028451092
.698134884 0.877627827 0.82658683S5 -0.467478350
424385790 0.333539974 0.321426451 0.706393689
.924618706 0.297107887 -0.721657678 0.626344487
.786031745 0.465595149 -0.499985840 0.519412346
.475432619 -0.478228621 0.647785164 0.109051614

-0.181422610 -0.272368327 0.801118784 0.213145128 -0.219208123
-0.318294991 -0.296074633 -0.374498904 0.600743078 -0.283880718
0.341304477 0.433476657 0.121622930 -0. 182335557 -0.693739638
0.287126724 -0.390484538 -0.008979814 -0.370989081 0.344083709
-0.578895800 -0.304552864 0.033914381 -0.611592717 -0.261819191
0.156785870 -0.020876638 0.435484920 0.220047330 0.293234926
0.554203480 -0.636071444 -0.110856673 0.018200749 -0.342273477
0.749734528 -0.436966598

-0.297152188 0.029280314

0.581615664 0.684792779

-0.106404479 0.582461737

0.191875365 0.385556430

-0.818613298 -0.444372494

0.541346572 -0.808628038
-0.288981665 1.069239825 -0.794511773 0. 197703088
-1.161220282 -0.293824963 -0.112402434 -0.0801803394

1.147930443 -0O.156223916 0.282245643 0.321074121

0.370898094 -0.164443284 -0.578776322 -0.826646060

-1.382343099 0.806505620 0.251023799 -0.301478826

0.477297019 0.291915431 -0.501117818 0.163199855

0.659677990 -0.653492630 -1.164868534 -1.159970760

m-§ {11,123} }

QO 0O

.300183687
.255267970

.2036756 18
.636615984
-0.
0.
. 358706050

263135679
447273891



1 2 3 4 5 6
1 0.276208937 0.289772473 -0.721798398 -0.008498484 -0.372610651 0O.179814860
2° 0.289772473 3.315002143 -1.834764108 0.256208874 -1.519329518 -1.016860664
3 -0.721798398 -1.834764108 2.478275746 -0.091928693 1.428558752 -0.076987236
4 -0.008498484 0.256208874 -0.091928693 0.184899468 0.015041208 0.202189557
5 -0.372610651 -1.519329518 1.428558752 0.015041208 1.010881573 0.409204241
6 0.179814860 -1.016860664 -0.076987236 0.202189557 0.409204241 1.210486919
7 -0.106023529 -0.580522135 0.797789864 0.348621871 0.689411238 0.869348012
8 0.254843485 -0.487339810 -0.510963023 -0.529347628 -0.403906155 -0.416609943
9 -0.644252479 -0.842950553 2.215126693 -0.158971230 0.967232823 -0.674077608
10 -0.118660184 0.703345232 -0.051818080 0.245953556 -0.056140918 -0.078795159
11 -0.310566012 -1.134631187 1.112339497 -0.382188514 0.509156600 -0.501954742
12 < 228692176 0.132165056 -0.340971936 -0.278337833 -0.377270840 -0.318382382
7 8 9 10 11 12
1 -0.106023529 0.254843485 -0.644252479 -0.118660184 -0.310566012 0.228692176
2 -0.580522135 -0.487339810 -0.842950553 0.703345232 -1.134631187 0.132165056
3 0.797789864 -0.510963023 2.215126693 -0.051818080 1.112339497 -0.340971936
4 0.348621871 -0.529347628 -0.158971230 0.245953556 -0.382188514 -0.278337833
& 0.689411238 -0.403906155 0.967232823 -0.056140918 0.509156600 -0.377270840
6 0.869348012 -0.416609943 -0.674077608 -0.078795159 -0.501954742 -0.318382382
7 1.820535734 -1.402209938 0.763623804 0.233887389 -0.575835675 -0.333538573
8 -1.402209938 1.848715305 -0.464850768 -0.757231668 0.842850797 0.821618661
9 G.763623804 -0.464850768 2.680418104 -0.042117139 1.035627067 0.152716231
10 0.233887389 -0.757231668 -0.042117139 0.466622025 -0.419610102 -0.444435943
11 -0.575835675 0.842850797 1.035627067 -0.419610102 1.206979111 0.267417688
12 -0.333538573 0.821618661 0.152716231 -0.444435943 0.267417688 0.789167829
R e Mz (12,12)
tc (R) = 17.288193
-0.204821164 0.310265999 -0.268621136 0.490235861 -0.529988691 0.027541226
-0.253290132 0.276112821 0.093183804 -0.578150116 -0.165748045 0.688357450
A 0.586841509 -0.324507162 -0.319764145 -0.384552229 -0.087543339 -0.051598124
1=  0.218258101 0.381012455 -0.152315924 0.280087177 0.736761115 0.315492000
-0.450387724 0.245938396 -0.556526296 -0.392866794 0.233144430 -0.466683913
0.310622327 0. 100670259 -0.628651448 0.089529871 -0.227319036 0.286917102
0.450041711 0.711618707 0.297969893 -0.191629970 -0.187426034 -0.350845613
0.665902644 -0.615121603 0.377001289
A -0.287019167 -0.635006219 -0. 179290500
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